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I
Grundziige der sphéirischen Trigonometrie.

Abgeleitet nach der Methode der grossten
und kleinsten Werthe.

VYon
L. Euler.

Bekanntlich stellt ein einer Kugeloberfliche angehdrender
Grosskreisbogen den kiirzesten Weg dar, der auf dieser Fliche
zwischen zwei beliebigen Punkten des Bogens vorhanden ist.
Ein sphdrisches Dreieck kann also auf folgende Art definirt
werden: denkt man sich auf der Oberfliche einer Kugel drei
Punkte gegeben und zwischen je zweien die kiirzeste der
Fliche angehorende Linie gezogen, so ist das durch diese drei
Linien begrenzte Stick der Kugeloberfliche ein sphirisches
Dreieck. Die Methode der grossten und kleinsten Werthe wird,
da die Seiten eines sphirischen Dreiecks kilrzeste Linien sind,
zur Bestimmung dieser Seiten tauglich sein; sodann wird man
die Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln aufstellen kdnnen
und gerade diese sind der Gegenstand der sph#rischen Trigono-
metrie. Denn mit den drei Punkten, die als Ecken des Drei-
ecks gegeben sind, sind sowohl die drei Seiten als die drei
Winkel des Dreiecks bestimmt, und diese sechs Stticke stehen
derart in Beziehung zu einander, dass, wenn drei beliebige von
ihnen gegeben sind, die drei andern bestimmt werden kénnen.

Diese Eigenschaft haben die sphirischen Dreiecke mit
den ebenen, die die elementare Trigonometrie auflésen lehrt,
gemeinsam. Ein ebenes Dreieck ist ein Stiick einer Ebene,
. das durch drei auf dieser Ebene bezeichnete Punkte dadurch
gegeben ist, dass man diese drei Punkte paarweise durch

1*



4 L. Euler.

ktirzeste Linien, d. h. in der Ebene gerade Linien, verbindet.
Ganz ebenso ist ein sphiirisches Dreieck das Stick einer Kugel-
oberfliche, das durch drei auf dieser Fldche bezeichnete Punkte
dadurch gegeben wird, dass man diese drei Punkte paarweise
durch die kiirzesten Linien verbindet, die anf der Kugelober-
fliche gezogen werden komnen. Das sphirische Dreieck geht
in ein ebenes iiber, wenn der Halbmesser der Kugel unbegrenzt
wichst; eine Ebene kann als Kugelfliche von unendlich grossem
Halbmesser angesehen werden.

Ohne Zweifel wird man einwenden, dass es methodischen
Regeln zuwiderlanfe, wenn man die Infinitesimalrechnung zur
Herleitung der Grundformeln der sphirischen Trigonometrie
gebrauchen wolle; ganz abgesehen davon, dass es unnéthig
erscheine, diese Grundlagen noch auf neuen Wegen festzustellen,
da doch die, denen man seither gefolgt ist, sich auf die Ele-
mentargeometrie griinden und die Strenge dieses Zweiges der
Mathematik anderen Abschnitten als Muster dieme. Allein da-
gegen habe ich erstens zu bemerken, dass die Methode der
grossten und kleinsten Werthe ein neues Interesse gewinnt,
wenn gezeigt wird, dass man mit ihrer Hilfe allein zur Aunf-
losung der sphirischen Dreiecke gelangen kann; und sodann
ist es immer von Nutzen, auf verschiedemen Wegen dieselben
Wahrheiten zu erreichen, da aus diesem Verfahren sich stets
neue Q(esichtspunkte ergeben.

Ausserdem ist aber daran zu erinnern, dass jene Methode
der grossten und kleinsten Werthe viel allgemeiner ist, als
das sonst itbliche Verfahren. Denn dieses beschriinkt sich auf
die Behandlung von Dreiecken, die einer Ebene oder einer
Kugelfliche angehoren, wihrend jene Methode ganz ebenso
aof beliebige Oberflichen angewandt werden kann; wenn man
die Dreiecke untersuchen will, die auf einer beliebigen sphi-
roidischen oder conoidischen Fliche dadurch gebildet werden,
dass man ihre drei Eckpunkte annimmt, wihrend ihre Seiten
die drei kiirzesten der Oberfliiche angehérenden Linien zwischen
je zweien dieser drei Punkte bilden sollen, so versagt die ge-
wohnliche Methode ftir diese Untersuchung, man muss vielmehr
hier dann unbedingt die Methode der grdssten und kleinsten
Werthe benutzen, ohne die selbst die Natur der Dreiecksseiten
(jemer drei kiirzesten Linien) nicht zu erkennen wire. Die
Wichtigkeit dieser Art der Untersuchung leuchtet ein: die Ober-
fliche der Erde ist nicht sphirisch, sondern sphiroidisch, ein der
Erdoberfliche angehdrendes Dreieck ist demnach von der eben
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besprochenen Art. Man hat sich, um dies einzusehen, nur drei
Punkte auf der Erdoberfliche angenommen zu denken und sie
paarweise durch die kiirzesten Linien zu verbinden, die zwischen
je zweien auf der sph#roidischen Fliche gezogen werden
konnen (diese Linien kann man sich durch F#den, die von
einem zum andern Punkt gespannt werden, versinnlichen). In
dieser Art hat man sich die Dreiecke vorzustellen, die bei
den Triangulationen zu Erdmessungszwecken gebildet werden.
Freilich betrachtet man diese Dreiecke gewdhnlich als eben
und geradlinig, hochstens werden sie sph#risch berechnet;
wenn man sie aber sehr viel grosser machen konnte und ihre
Berechnung mit der #ussersten moglichen Genauigkeit durch-
zufithren hitte, so miisste man ohne Zweifel die wirkliche
Natur dieser Dreiecke feststellen und konnte dies nmr mit
Hiilfe der mehrfach angedeuteten Methode.

Diesem Ausblick auf die geoditische Wichtigkeit der
Methode entsprechend wird es angezeigt sein, sie auch zur
Auflésung der sphérischen Dreiecke zu verwenden; denn
einmal wird die Untersuchung auch als Grundlage fiir die
Auflssung der einer beliebigen sphiroidischen Oberfliche an-
gehorenden Dreiecke dienen konnen, und auf der andern Seite
wird sie bemerkenswerthe Ergebnisse liefern, sowohl fiir die
sphirische Trigonometrie selbst, als auch fiir die Methode der
grossten und kleinsten Werthe, deren Ausdehnung und Nutzen
mehr und mehr erkannt werden wird. Seitdem gezeigt worden
ist, dass die meisten mechanischen und physikalischen Probleme
bei Anwendung dieser Methode sich sehr einfach gestalten,
kann auch der Nachweis dafir, dass dieselbe Methode eine
so wesentliche Forderung der Auflosung der Aufgaben der
reinen Geometrie liefert, nur mit Freuden begriisst werden.

Um die Untersuchung auf eine Art zu beginnen, die sie
sowohl fur den Fall der Kugel als auch fiir ein beliebiges
Sphéiroid anwendbar macht, mdgen zunichst zwei, sich dia-
metral gegeniiberliegende Punkte der Kugeloberfliche als Pole
und der von beiden gleich weit abstehende Grosskreis als
Aequator angesehen werden; die kilrzesten Linien, die von
einem der Pole nach beliebigen Punkten des Aequators ge-
zogen werden konnen, stellen Meridiane dar, die den Aequator
senkrecht schneiden. Wenn es sich um eine Kugeloberfliche
handelt, so kann man auf ihr ein aus kirzesten Linien ge-
bildetes Dreieck stets so legen, dass eine der Seiten als Theil
des Aequators erscheint; und wenn das Dreieck rechtwinklig
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ist, so kann die eine der den rechten Winkel einschliessenden
Seiten als Sttick des Aequators, die andere als Theil eines
Meridians angenommen werden. Denn die Wahl der zwei
Pole ist ja in diesem Falle der sphirischen Oberfliche voll-
stindig beliebig. Fur eine sphiroidische Oberfliche gilt dies
nattirlich nicht mehr, jedoch wird im Folgenden nur von der
Kugeloberfliche gesprochen, wihrend ich mir die sphiroidischen
Flichen fiir eine andere Abhandlung vorbehalte.

Aufgabe I.

1. Auf dem Aequator AB ist der Bogen AP gegeben
und auf dem Meridian OP der Punkt M; man soll die
kiirzeste Linie AM finden, die auf der Kugeloberfliche
zwischen den Punkten A und M gezogen werden kann.

Auflésung. .

Der Kugelhalbmesser sei =1, der Aequatorbogen A P=2z

(Fig. 1), der Meridianbogen PM =1y ; der gesuchte Bogen A M

0 habe ferner die L#nge s

und werde um die un-

endlich kleine Strecke

Mm = ds verlingert,

\ ferner werde durch m

T der Meridian Omp ge-

zogen und endlich der

auf diesem Meridian

A B senkrecht stehende un-

P p endlich kleine Bogen Mn.

Fig. 1. Es ist damit also Pp

=dz, mn = dy; und

da sich Pp zu Mn verhilt wie 1 zum Sin. des Bogens OM

oder zum cos. von PM =y, so ist Mn = dz - cosy, und
das in » rechtwinklige Dreieck Mm#n liefert:

Mm = V(dy)* + (dz cos y)®
und es ist folglich
AM = s = [V(dy)* + (dz cos y)* .
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Man hat also zwischen 2 und y eine Beziehung aufzustellen
derart, dass, wenn ihnen bestimmte Werthe 4 P und PM ge-
geben werden, das Integral /' V(dy)* + (@7 cosy)® den kleinsten
moglichen Werth erhalte.

Es sei dy =p - -dz, um das Integral auf die Form
S dz Vp* 4 cos®y zu bringen. Das Integral [ Z dz, wo Z
eine solche Funection von z, y und p ist, dass dZ = Mdz
+ Ndy + Pdp gesetzt werden kann, nimmt nun, wie ich
gezeigt habe, seinen grossten oder kleinsten Werth an, wenn
Ndz — dP = 0 ist. In unserem Fall ist

Z = Vp*+ costy,
also
dZ=_dysmycosy pdp

Vp*+ costy  Vp® + cosy’
und demnach
M=0, N=——w, P='——_—p__——-—
Vp*+ costy Vp* 4 cos’y
Es ist also dZ = Ndy + Pdp zu setzen; multiplicirt man

die Gleichung Ndz — d P = 0 mit p, so erhdlt man, da
dy = pd.’t ist

Ndy —pdP =10 oder Ndy =de.;

setzt man diesen Werth fiir Ndy in den Ausdruck fir dZ,
so wird

dZ = pdP + Pdp,
somit durch Integration:

Z = Pp+ C, oder also
2
Vp*toowy =——L 4 C, einfacher:
P + y Vp’+cos’y+ ’

cos’y = C Vp* + cos®y .
Hieraus folgt:
C?p* = costy(cos®y — C?) oder

__dy _ cosyVeos’y —C*
P=q:= C
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Die gesuchte Beziehung zwischen z und y wird also geliefert
durch die Differentialgleichung:

Cdy
cosy Veosy— C*

dz =

nnd mit ibr .erhdlt man ferner
dz costy

ds=dz Vp*+ costy = o oder
ds = Y8y
Veosty — C*
und der Bogen s selbst wird:
dycosy
s = —— .
f Veos? y— 'y — O
Zusatz 1.
2. Die Gleichung dz = Cdy kommt also

cosy Veos*y — C*

auf der Kugelfliche der Linie 4M zu, die die Eigenschaft
besitat, dass sie den kilrzesten mdglichen Weg zwischen zwei
beliebigen ihrer Punkte vorstellt. Dass diese Linie zugleich
ein Grosskreis der Kugel ist, habe ich anderwirts gezeigt; es
kommt aber fir unsere Zwecke gar nicht in Betracht, welche
Beziehung die Linie zur Kugelfliche hat, wenn nur bekannt
ist, dass ihr die angegebene Eigenschaft zukommt.

Zusatz 2.
3. Aus
Cdy
cosyVeosty— O

Cdy

dz= —_— .
Veos*y —C*?

folgt Mn=dzcosy =

Nun drtickt %: die Tang. des Winkels A MP aus und es

ist also
C

t AMP:: .
g Veosty — C*’
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und da ferner

und der Bruch M—:; gleich dem Sin. des Winkels A M P ist,

M

costy — OF
80 wird: sin AMP = i und cos AMP=V003 Yy C .
cosy . cos y

Zusatz 3.

4. Betzt man y = 0, so dass der Punkt M mit 4 zu-
sammenfillt, so driickt der damit entstehende Werth des
Bruchs % die Tang. des Winkels PA M aus, Z—f seinen Sin.
und dz seinen Cos. Da dannzcos y = 1 ist, so wird fiir

ds
Cdy dy

diesen Fall do = ——2— und demnach:
ct Vi—cr

und ds =
Vi—Ct
C

tg PAM= , sin PAM=V1—C*, cos PAM=C.

Zusatz 4.

5. Fithrt man also den Winkel A M an Stelle der Con-
stanten C' ein und setzt nun diesen Winkel PAM = (, so
wird wegen C = cos(:

dz = dy cos ¢ — und ds=

cosy Veos® y — cos® L

dy cos y

Veos’y — cos® § '
Bezeichnet man ferner den Winkel A M P mit 6, so wird:

—7
tg0— cos in0=gs_c’ cos0=Vcos y—cos’l
Veosty—cos® cosy cosy

Zusatz 5.

6. Es sind noch die zwei Differentialgleichungen zu in-
tegriren, die die Werthe von dz und ds ausdriicken. Man
wird finden:
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. Csiny . Csiny cos{siny
z=aresin—————— oder sinz = — = — ;
cosyV1—C*? cosyV1—C*  sinlcosy
Veos’y —C? Veos’y—C* _ Veos'y—ecos*L
s=arccos ——=——— oder coss=———"o— .
Vi—cC? Vi—oC? sinl
Zusatz 6.

7. Um auns den Grossen { und y die ibrigen Grossen
z, s und 6 zu bestimmen, stehen nun also nach dem Vorher-
gehenden die Gleichungen zu Gebot:

o __coslsiny . _ Veosty—ecos®L top_ C08Csiny
"~ sinlcosy’ T sinleosy ' 7 Veosty—oosil

H L YT 2
RO I L L TR M
sin sin{ Veos*y—cos®l .

2, on?
sin0=@i§, 0030=Vcos y—cos C, tg6— cos’ '
cosy cosy Veos*y—cos®L

Zusatz 7.

8. Wenn man die einzige Wurzelgrosse, ¥ cos®y — cos(,
die in diesen Gleichungen vorkommt, wegschaffen will, so erhilt
man die Gleichungen:

co8s cos @ . cos) sinl
— =cosy, =sinl, —- =
cos z cosz coss  cosy
tgz . tgzx tgs siny
— == R —— o == —— )
tgs 0S¢, tg 6 siny, tg@  cosl’
. cos{siny siny cosl
sing=—=—-—2; cosz- tgs=———; co82 -tgf—=———
sin{ cosy sinlcosy sin{ cosy
__cosLsiny . siny __ cosl .
coss - tgr= YL sins= Sl coss-tgh = Y
cos(si si . cosl
cosﬂ-tgz:m; cosf-tgs= ﬂ; sinf= —.
cos y cosy cosy

™~
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Zusatz 8.

9. Die filnf Stiicke z, y, s, { und 6 gehoren dem recht-
winkligen sphéirischen Dreieck 4 PM an; wihlt man unter
den eben angeschriebenen Gleichungen diejenigen aus, die nur
je drei von diesen Stiicken enthalten, so erhdlt man die fol-
genden 9 Gleichungen in einfachster Form:

I coss=coszcosy; IL cosf=sin{cosz; IIL tgz=-cosltgs;
IV. tgz—=rsinytg0; V. tgy==sinztgl; VL siny=sin{sins;
VIL cosstgltgf=1; VIIL tgy=cosftgs; IX. cos{=sinfcosy;

sind zwei beliebige Stiicke gegeben, so kann man mit Hilfe
dieser Gleichungen, wenn als zehnte noch hinzugefigt wird
die aus den drei linksstehenden Gleichungen des § 7 (Zusatz 6)
folgende:

X. sinz =sinf 8ins ,

stets die drei ibrigen Sticke finden, ohne dass jetzt mehr -
eine Wurzelansziehung nothwendig wire.

Aufgabe II

10. Die Formeln zur Auflosung simmtlicher Fille Fig.2.
der rechtwinkligen sphiirischen Dretecke aufzustellen.

Auflésung.

Von den Winkeln des Dreiecks

(Fig. 2), die mit 4, B, C bezeichnet
werden sollen, sei C' der rechte; die
Seiten werden mit den kleinen Buch-
staben a, b, ¢ bezeichnet und zwar der- ¢
art, dass o die Gegenseite des Winkels
4 u s f ist, dass also ¢ die Hypo-
tenuse, a und b die beiden Katheten A
des Dreiecks bezeichnen. Im Vergleich
dieses Dreiecks mit der vorhin benutzten Fi

. . ig. 2.
Figur ist also:

s=c¢; v=0; y=a; {=A4;, 6=B8B.
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Die Aufgabe ist nun die, aus irgend zwei gegebenen unter .
diesen ftinf Stiicken die drei tibrigen zu bestimmen; und die
obenstehenden Formeln liefern sofort die in der folgenden Zu-
sammenstellung gegebenen Auflésungen aller mdglichen Fille:

Die zwei . . .
Bestimmung der drei tibrigen durch die
3%%32?;?“ Gleichungen: :
- . L _ 8t
I a, b. | cosc=rcosa cosd; tgA_sinb ; tgB sina’
IL q,c. cosb=w; sinA=sfﬂz; cosB=t£q'-
cosa sin¢ tge
IIL b, c. cosa=°ﬂ; cosA=tib ; inB—S).Lb'
cosd tge sine
IV. a, A.| sind= fga . sine = sina sin B cos 4
co A 0= T sind’ = cosa
V. a, B.| tgb=sinatgB; tgc= %‘B 3 cos.A=cosasin B.
) tgb .
VI b, A.| tga=sinbtgd; tgc m; cos B ==cosbsinA4.
' . tgd | . | sind. . cos B
VIL b, B. | sine= 2B’ sine =, BmA_E&b .
. : M . e— . —_—_—l .
VIIL. ¢, A.| sina=sincsind; tgb=tgccosd; th—cosc.tgA
. . . . —_— . —_— 1___.._
IX. ¢, B. | sinb=sincsinB; tga=tgccosB; tgA—cosc.th
084 cosB . 1
X. 4, B. | cosa B’ cosb—-s.m—A, cosc—m-
Zusatz 1.

11. Die Kathete a und ihr Gegenwinkel 4 kommen in

diesen Formeln ganz gleichwerthig mit der Kathete 4 und
ihrem Gegenwinkel B vor, so dass es gleichgiltig ist, welche
von beiden Seiten, @ oder b, man als Basis des Dreiecks neh-
men will, wie es auch die Natur des Gegenstandes verlangt.
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Zusatz 2.

12, Die grosse Zahl der Gleichungen, durch die der
Zusammenhang zwischen den verschiedenen Stiicken eines
rechtwinkligen sphérischen Dreiecks ausgedrtickt werden kann,
lisst sich auf die folgende geringe Anzahl von Formeln zurtick-
fithren, die demnach allein auswendig zu merken sind:

L sine sina sin b
) " sind  sinB

II. cosc=cosacosb. N
III. cosc=ctgAdctgB.

IV. cosA=tib—, cos B — tga .
tge tge
V. SinA=E(£—'—B, inB=coi4_'.
cos b cosa
o tgb . . tga
VL sma—th, smb—tgA .
Zusatz 3. o

13. Nur die durch diese sechs Gleichungen ausgedriickten
Eigenschaften des rechtwinkligen sphiirischen Dreiecks sind,
wie schon angedeutet, zu merken, um die fiir alle denkbaren
Fille erforderlichen Formeln vorrithig zu haben.

Aufgabe IIT.

14. Die Fliche eines rechtwinkligen sphirischen Drei-Fig. 1.
ecks zu bestimmen.
Auflésung.

In dem rechtwinkligen sph#irischen Dreieck 4 P M (Fig. 1)
sei die Basis AP =z, die Seite PM = y; der dem Meridian
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OM P unendlich nahe liegende Omp liefert Pp — dz, mn=dy.
Da ferner Mn = dz . cosy ist, 8o wird die co-schmale Fliche
0 PMmp =dzsiny; dies
ist das Differential der Drei-
ecksfliiche 4 P M und diese
selbst also = [dz siny.
Nun ist aber, wenn £ den
Winkel P.AM bedeutet,
gefunden worden:

A . B g, dycos{

Y 08y} costy — cosil
Fig. 1. cosyV cos’y — cos'L

so dass demnach als Aus-
druck fiir die Oberfliche des Dreiecks A P.M erhalten wird:

dy siny cos { '
./cosy Veosty — cos®(
Fihrt man an Stelle von y den Winkel AMP = @ ein, so
Veos’y — cos®(

. cos {
erhélt man wegen sin) = —— und cos§ =
oS ¢ cos y

dycos{siny
cosy Veosty — cos* L
und somit die gesuchte Dreiecksfliche
= [d0 = 6 + Const.

Um den Werth der Const. zu bestimmen, ist zu bemerken,
dass die Dreiecksfliche verschwinden muss, wenn M mit A4
zusammenfillt; in diesem Falle wird ¢ = 90° — . Es muss
also 90° — { -+ Comst. = 0 oder

Const. = £ — 90° sein.

Als Werth der gesuchten Dreiecksfliche 4 PM erhilt man
damit:

dy cos{siny

dt cos = 3
cos® y

, also dO =

46— 90°,

d. h. der Ueberschuss der Summe der beiden Winkel P.A M
und AMP tber einen rechten Winkel driickt die Dreiecks-
fliche aus.
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Zusatz 1.

15. Die Summe der zwei Winkel PAM und AMP ist
also stets grosser als ein rechter Winkel, und zwar wichst
der Ueberschuss in demselben Maass, wie die Fliche des
Dreiecks. Das Product aus der Linge eines Grosskreishogens,
die jenem Ueberschusse entspricht, und dem Halbmesser der
Kugel giebt die Fliche des rechtwinkligen sphirischen Dreiecks.

Zusatz 2.

16. Daraus folgt auch leicht die Fliche eines beliebigen
sphirischen Dreiecks. Denn da man durch eine Héhe ein
solches Dreieck in zwei rechtwinklige zerlegen kann, so erhilt
man seine Fliche, indem man den Ueberschuss der Summe
seiner drei Winkel ilber 180°, durch den entsprechenden
Grosskreishogen gemessen, mit dem Halbmesser der Kugel
multiplicirt.

Aufgabe IV.

17. Auf der Oberfliche einer Kugel sind zwei Punkte Fig.3.
E und M gegeben; man soll die kiirzeste Linie EM zwischen
diesen beiden Punkten bestimmen.

Auflosung.

Man verbinde (Fig. 3) die beiden Punkte mit dem einen
der Pole durch die Meridiane OE und OM, von denen
der letztere variabel ge- 0
dacht werde. Es seien die
Meridianbégen O E= a,

OM= z und der Winkel z
EOM=ys; bei den ge-

suchten Grdssen sei der

Bogen EM mit s, der =
Winkel OEM mit ez, der 4 B
Winkel O M E mit ¢ be- Fig. 3.

zeichnet. Dieser Winkel ¢

ist mit #, ¥y und s verinderlich, wihrend ¢ und « unver-
inderlich bleiben. Auf den dem Meridian O}/ co-naheliegenden

n
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Meridian Om fille man von M aus das Loth M~; es ist dann,
wenn der Halbmesser der Kugel die Lingeneinheit ist,
mn=dz, der Winkel MOm =dy, Mn=dy-sinz. Man
erhilt hieraus:
__Mn__dysinz

mn dz

dy;;nx und cosp = % .

Da nun ds = V(dz)* + (dy sin z)' ist, so soll
SV(dz} + (dysinz)® ein Minimum werden. Setzt man
dy =p-dz, so ist also, mit Z = V1 4 (psinz)?, der
Ausdruck fZdz zum Minimum zu machen. Ist nun allge-

mein dZ = Mdz + Ndy + Pdp, so ist die Bedingung des
Minimums: Ndz — dP= 0. In Anwendung auf unsern

Ind
Fall ist N—o, P—_—222 %
V1 + (psinz)?

oder singp =

, also unsere Bedingung
fir das Minimum:
dP=0, d.h. P = Const.,
oder es muss sein:
psintz C odor dy sintz _
V1 + (psinz)® V(dz)} + (dy sinz)®

oder

)

dysin*z
ds

Zur Bestimmung von C ist zu bemerken, dass mit ver-
schwindendem Winkel EOM — y werden muss z == a und
@ = 180° — a oder sing = sina, d. h. man erhilt aus
diesem Grenzfall sin ¢ sin¢ = C. Das Minimum erfordert
also die Gleichung:

=gsinzsing=C.

dy sin*z
V(dz)® + (dy sinz)*

Um diese Differentialgleichung zu integriren, hat man, wenn
filr sin a sin & vorliufig wieder C gesetzt wird,

dy = Cdz und damit

ginz Vsintz — C?

= sinasina.
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dy sin®*z
C )
dzsinz
ds = ————-=—"-
Vsin*z — C*

Durch die Integration erhilt man also:

wegen ds =

. Ccosz . Ccosa
y = — are 8in —————— - are sin —————
ginz V1—C*? sina V1—C*
Vsin®*z — C* Vsin* ¢ — C*?
= — arc 608 —————— - are 608 -—————,
sinzV1—C* sing V1—C?
Vsintz — C? Vsinta — C*
§ = — arc 608 ——————— -} are 08 ————==—=——
Vi—c? Vi—c:
. . Cosa
= — are sin -+ are sin ———;
Vi—ct yi—ct’

die rechts hinzugefiigten Constanten sind so gewihlt, dassz =«
wird mit y=0 und s=0. Wenn in beiden Gleichungen
die beiden Arc der rechten Seite vereinigt werden, so er-
hilt man:

Ccosa Vsin*z — C2 — Ccosz Vsinta — C*?

y = arc sin

(1— C*) sina sinz !
. cosa Vsin*z — C* — cos z Vsin? ¢ — C*
.§ == arc sin + oder:
1—0C
(1—C?)sinasinzsiny = CcosaVsin*z — C*—Ccosz Vsin*a — C?,
(1— C?)sins =cosa Vsin*z — C* — cosz Vsin*a — C*.

Mit Benutzung der Cos von y und von s wird:

(1—C*sina sinz cosy = V(sin* e —C*)(sin*2—C?) 4 C*cosacosz,

(1—C%)coss =V(sin*a—C?)(sin*z—C?) + cosa cosz.

Setzt man fiir C wieder den oben gefundenen Werth sin a sin e,
so wird

Vsin?a — C* = —sina cos e ;
Ostwald's Klassiker. 73. 2
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der Winkel ¢ ist hier niimlich stumpf zu nehmen, damit ¢
in E spitz sei: mit y = 0 wird ¢ = 180° — «, also sein
608 gleich — cos . Damit wird aus den letzten vier Gleichungen:

(1—sin*asin®a)sinzsiny =sinacosal sin*z— sin*asin®a +-sina cose sinacosz
(1—sin*asin®a)sinz cosy=—cos ¥ sin*z —sin*asin®« 4 sina cosasin®a cosz
(1—sin*asin’a)sins ~ =cosaV sin*z—sinasin’a - sinacosacosz
(1—sin*asin’e)coss =—sinacosaVsin’z— sirasina +cosacosz;

und diesen vier Gleichungen ist noch hinzuzufiigen:

sinz singp = sinag sinca .

Zusatz 1.

18. Da sin a sin ¢ = sin z sin ¢ ist, so wird

Vsin®z — sin*a sin* @ = - sinz cos @ \

und unsere vier Gleichungen werden, wenn der Abkiirzung
halber wieder C* an Stelle von sin®a sin® oder sin®z sin*¢p
gesetzt wird:

I (1—C*)siny =sinc cosacosp -+ cose cosz sin

Il (1— C?) cosy = — cos & ¢os ¢ |- sin & cosa cos z sin ¢
III (1—C?) sins = cos @ sin z cos @ - sina cos  cos =
V (1—C*) coss = — sina cos & sinz cos ¢ + cosa cos z .
Zusatz 2.

19. Diese vier Gleichungen kann man, um einfachere
Formeln zu erhalten, auf verschiedene Art combiniren. Nimmt
man zuerst

L cosa 4+ I sinacosa,
8o erhdilt man:

(1 — C*) (cos @ siny + sin e cos a cos y)
= (cos® a + sin®c cos*a) cosz sing ;

danun  cos*c 4 sin*acos’a=—1—sin*a sin*a = 1 — C* ist,
so wird:
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sing sin o

cos  siny -} sin @ cos @ cosy = cosz singp = v

oder
tang z siny 4 tga tgz cosacosy =tgasipa.

Zusatz 3.

20. Nimmt man L sine cose — II. cos &, so erhilt man:

(1—C*)(sinacosasiny — cos e cosy) = (sin*e cos*a— cos*a)cos ¢
=(1—C*cosgp,
oder nach Division mit (1— C?):

sinc cosa siny —cosxcosy =cos @ .

Zusatz 4.

21.. Die Combination I. sinz — IIl. sin ¢ giebt
(1— C*(sinz siny — sin @ sins) = 0 oder
sinz siny = sina sin s .

Da ferner sinz sing = sina sine ist, so erhdlt man
sin @ sin y = sin ¢ sin s oder die Proportion:

sing:singp =sinz:sine =sins:siny.

Zusatz 5.

22, Die Verbindung I. sin @ cos « sin z + IV. sinz cos @
liefert:
(1— C*)(sina cos & sinz siny -} sin « cosa cos s)

= cosz (sin @ cos® & sinz sin ¢ + sin « cos*a).

Wegen sinz sin ¢ = sin @ sin ¢ kann man diese Gleichung
auch so schreiben:

sin @ cos z (sin*@ cos® @ - cos® @) = (1 — sin*a sin® ) sin @ 608 2
= (1 —C*sinecosz
oder nach Division mit (I — C?):
sine cos ¢ sinz siny -+ sin & cos @ cos s = sina cosz.
2%
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sin « sin s

Beachtet man, dass siny = P

ist, so lantet diese

Gleichung:
sina cos o sins 4 cos @ cos s = cosz .

Zusatz 6.

23. Die Combination I cos @ — IV. cos & sin ¢ liefert
ferner:
(1— C*)(cos a sin y — cos « sin ¢p cos s)

= co8 ¢ (sin & cos*a - sin @ cos®  sin z sin ¢)

oder mit Rilcksicht auf sin 2 sin ¢p = sin @ sin a:
sin @ cos ¢ (cos*a + sin*a cos*e) = (1 — C*) sin @ cos ¢ ,

oder endlich nach Division mit (1 — C?):

cosa siny — cos & sin cos s = sin cos ¢p
sin ¢ sin s

Da nun sin y = na

ist, so geht diese Gleichung ither in:

¢os @ sin ¢ sin s — sin @ cos « 8in ¢ cos s = sin @ sin & cos ¢

oder
tgpsins —cosatgatgpcoss =sinctga.

Zusatz 7.

24. Aus der Verbindung IL cos @ sin z 4 IIL cos & er-
hilt man:

(1 — C?)(cos a sin z cos y + cos @ sin s)
= cos8 z(sin @ cos®a sin z sin ¢p + sin a cos*a)
oder mit i%eachtung von sinzsing = sinasina:
sin @ cos z (sin* & cos® @ + cos’a) = (I — C*) sin @ cos z;
dividirt man mit (1 — C*) durch, so wird:
cos @ sin z cos y - cos ¢ sin s = sin @ cos
sin & sin Y.

oder wegen sins = —
: sin
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sin @ cosa sinz cosy - cos @ sinz sin y = sin & sina cos z
oder endlich
tgacosatgzrcosy +-tgrsiny =tgasinag,
tibereinstimmend mit der Gleichung in § 19.

Zusatz 8.

25. Wenn man — IL sin @ cos o + 1II. cos a@ sin c sin ¢
nimmt, so ergiebt sich:

(L— C?) (cos @ sin « sin s sin ¢p — sin @ cos & cos )

= ¢o8  (sin @ cos® ¢ -+ cos®a sin « sin 2 sin ¢)
oder wegen sin z sin ¢p = sin « sin a:
sin @ cos ¢p (cos* @ + cos*a sin*«) = (1 — C?) sina cos .
Da sins = oY ist, so geht diese Gleichung fiber in:
sin ¢
cos @ sin & siny — cos & cosy == cos ¢p ,

genau wie in § 20.

Zusatz 9.

26. Bildet man ferner: I sina sinz — IV., so erhilt
man:

(1—C?)(sinasinz cosy — coss) = cosa cosz (sinasina sinzsing —1)
oder wegen sin z sin ¢ = sin @ sin «:

cosa cos x(sin*a sin*e¢ — 1) = — (1 — C*) cos a cos .
Dividirt man mit — (1 — C?) dureh, so wird also:

coss — sina sinz cos y = cos ¢ cos x.

Zusatz 10.
27. Die Verbindung II—IV. sin « sin ¢ giebt:

(1 — C*)(cos y — sin « sin ¢ cos s)
= €08 « c08 ¢ (sin « sin & sin  sin ¢ — 1)
oder
sin & sin ¢p 085 — cosy = cos x cOS ¢p .
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Zusatz 11.
28. Die Combination III. sin @ cos & <+ IV. cos a liefert:
(1—C?) (sinacos e sin s |- cosa coss) = cosz (sin*a cos* o - cos*a)
oder
8in @ cos & 8in s - cos @ cos s = cos 7,
tibereinstimmend mit § 22.

Zusatz 12.
29. Endlich erb&lt man durch III. cos @ — IV. sina cos c:

(1 — C*) (cos @ sins — sin a cos & ¢cos 8)
= sin z cos ¢ (cos*e + sin®a cos? @) oder

sin a sin « cos ¢

cos @ 8ins — sin @ cos @ co8s = sinz cosp = o g

oder endlich
tgpsins —tgatgp cosaxcoss =tgasine,

wie auch in § 23 gefunden wurde.

Aufgabe V.

30. Die Bezichungen zwischen den Seiten und den
Winkeln eines beliebigen sphirischen Dreiecks aufzustellen.

Auflésung.

A Wie auch das gegebene sphi-
rische Dreieck 4 B C' beschaffen sein
mag, 80 kann man eine seiner Ecken,

Y 3 2. B. 4, als den Pol der Kugel an-
nehmen, so dass AB und AC zwei
Meridiane sind, w#hrend die dritte
Seite BC' die kiirzeste, der Kugel-
a oberfliche angehdrende Linie zwi-

Fig. 4. schen den Punkten B und C vor-

stellt. Damit kann das Dreieck mit

dem in der letzten Aufgabe betrachteten Dreieck EOM iden-
tificirt werden; bezeiehnen nimlich 4, B, € die Winkel des
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gegebenen Dreiecks in den gleichnamigen Ecken, und werden
die Seiten AB=¢, AC =0, BC = a gesetzt, so ent-
sprechen sich die in der vorigen Figur und die in der jetzigen
angewandten Bezeichnungen in folgender Weise:

frithere Bezeichnung: a, z, s; y, «, @
jetzige Bezeichnung: ¢, &, e¢; A, B, C.

Die in den Zus#itzen zur letzten Aufgabe gefundenen Formeln

liefern daher fiir das sphirische Dreieck 4 B C die folgenden

Beziehungen:

L sina:sind = sin b:sin B = sinc:sinC, nach § 21.

cos C = coscsinAsin B — cos Acos B, nach § 20.

IL. { cos B = cos b sin.4 sin C' — cos 4 cos C', nach Anslogie.
cos. A =cosa sin B sin C — cos B cos C, mnach § 27.

co8db =cosBsinasinc + cosacosc , nach § 22.
cos @ == cos.4 sinb sinc -+ cosdcosc , nach § 26.

:sinath—sinBtgc=cosacothgCtgc, nach § 23.
Iv.

{cos ¢ =cosCsinasind 4 cosacosd , nach Analogie.
Ix

8in b tgA— sinCtga=—=cosbcosC'tg Atga, nach Analogie.
sinctgB —sinAtgb=—=cosccosAig Btgh, nach § 19.

Diese vier Formeln enthalten in der That alle Gleichungen,
die wir bei der vorigen Aufgabe III aufgestellt haben.

Zusatz 1.

31. Die erste Gleichung driickt die allgemein bekannte
Eigenschaft aller sphirischen Dreiecke aus, dass die Sin der
Seiten in demselben Verhiltniss zu einander stehen, wie die
Sin der gegentiberliegenden Winkel.

Zusatz 2.

32. Wenn also in einem sph#rischen Dreieck eine Seite
und ibr Gegenwinkel, und ausserdem noch eine Seite, oder
noch ein Winkel bekannt sind, so erh#lt man mit Hitlfe dieses
Satzes sofort den Gegenwinkel dieser Seite oder die Gegenseite
dieses Winkels.
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Zusatz 3.

33. Jede der soeben aufgestellten Formeln enthdlt nur
vier der dem Dreieck angehdrenden Stticke; wenn drei dieser
Stilcke gegeben sind, so kann also aus der entsprechenden
Gleichung das vierte bestimmt werden.

Zusatz 4.

34. Es mitssen sich also damit die Regeln zur Auflssung
aller sph#rischen Dreiecke aufstellen lassen. Das Dreieck
enthilt nun sechs Stiicke, n#mlich die drei Seiten und die
drei Winkel; wenn drei davon bekannt sind, so missen sich
die drei tibrigen berechnen lassen, wie in den folgenden Auf-
gaben zu zeigen sein wird.

Aufgabe VL

35. In einem sphirischen Dreteck sind die drei Seiten
gegeben, man soll die Winkel bestimmen.

Auflésung.

Die drei gegebenen Seiten seien
AB=¢, AC =}, und BC = a;
zur Bestimmung der drei Winkel A,
B, C stehen die Gleichungen III zu
Gebot, die liefern:

cosa — cos b cosc

cos A = - :
sin b sinc

cos b — cosa cosc

cos B = ; -
sina sinc

cosSc— co8a cos b

cos C = : :
sina sin b
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Zusatz 1.
36. Man erh#lt hieraus

gin & sin ¢ 4 cos b cos c — cos a

1—cos A= - :
sin & sin ¢

oder wegen.
cos (b — ¢) = cos b cos ¢ - sin b sin c:

cos(b —c) —cosa

1 —cosd = - -
sin & sin ¢

Zusatz 2.

37. Danun cosp —cos g =2sin§(qg — p)sini(p+¢)
ist, so kann man an Stelle der letzten Gleichung aunch
schreiben:

2sind(a—b+c)sinf(a+ b —c)

1 —cos A=

gin b sin ¢
oder wegen 1 —cos d=2sin"} 4 auch:
. __1/sind(a—b+c)sinfla+b—c) .
sinpd = V sin 4 sin ¢ ’
und ebenso
sing B — Vsin-}(b —a—+c)sing(b+a—c
o sina sinec

sin} C = Vsh"!f(c—a ~+ &) sing (c +a — b)

sin @ sin &

Zusatz 3.

38. Addirt man dagegen zu den Gleichungen in § 35
auf beiden Seiten 1, so erh#lt man aus der ersten:

1 4 cos A — 282 —Cosbeosc +sinbsine _ cosa —cos(b+c)
sin b sin ¢ sind sinc
oder wegen.
14cosd=2cos*{4:
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cosy A — Vsm}b—l—-c-—a)sm-}(b—i—c—i—a)

sin b sin ¢

cos§ B — Vsméa-l—c—b)sm}a+c+b)

sSin a sin ¢

cos § O, = V'sim}(a—i-b—c) sinf(a+b+c)
T sina sin &
Zusatz 4.

39. Aus den zwei letzten Gruppen von Gleichungen erhslt
man als Ausdriicke fiir die Tang der halben Winkel:

__1/sinf(a—b—+c)sind(a+ b —¢)
tghd = Vsin}(b+c—a)sin;-(b+c+a)

__1/sin{(b—a+c)sinf(b+a—c)
38 = Vsing»(a-l—c—b)sin‘}(a-l-c-}—b)
sin {(¢c — a + b)sin §(c + a — b)
sinf(a+b—c)sing(@+b+¢c

tg}():

Zusatz 5.

40. Diese Formeln sind fir die logarithmische Rechnung
sehr bequem. Uebrigens kionnte man, nachdem einer der
Winkel, z. B. 4, bestimmt ist, die beiden andern auch ebenso
einfach durch die Gleichungen

sinB=8inb,—SinA, sin0=w
sin @ sin @
bestimmen, wenn nur bekannt ist, ob diese Winkel grosser
oder kleiner als ein Rechter sind; wenn man sich aber der
eben gefundenen Formeln bedient, so ist keine Zweideutigkeit
vorhanden, da die gefundenen halben Winkel stets kleiner
als ein rechter Winkel sind.

Zusatz 6.

41. Aus den Formeln fiur die Tang der halben Winkel
kann man noch weitere bemerkenswerthe Gleichungen er-
halten; multiplicirt man je zwei, so erhilt man z. B.
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sin{(e+6—¢)

tang%Atang&B:sin%(a_l_b_l_c)

oder wegen:

sinp + sing = 2sin}(p + g) cos{ (p —¢)
sinp —sing = 2sin{(p — ¢g)cos§ (p + 9):

1 4 tang} A tang 4 B = 2_:1;:3 ((Z rli:—%)-(;?osc # iy
ey = S,
Zusatz 7.

42. Addirt und subtrahirt man dagegen je zwei jemer
Formeln, so ergiebt sich z. B.:

(sin}(a4-c—0)Esinf(b+c—a)Vsinflatb—c)
Vsin{(b+ ¢ —a)sing (a+c — b)sing(a+ b+ ¢)
oder, mit Einftthrung von 4C:
sinf(a+c—0b) E£siny(b4c—a)

tg4 Csind(a + 64 ¢

Mit Hulfe derselben Reduction wie oben erhalten wir also:

tgidttgi B=

tgdd+tgiB=

2singc cosf(a — b)

etd+dB = ramtersryg
_ __2sinf(a—bd)eosfc
tgid —tgiB = tgdCsing(a+ b+ ¢)
Zusatz 8.

43. Da ferner tg4(4 + B) = %&i—i—g ist, so

ergeben sich aus den Formeln der Zusﬁtze 6 und 7 die Glei-
chungen:

cos § (@ — b)
tg 3 Ccos §(a + b

tgt(d+ B)=

und nach Analogie
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cos § (¢ — ¢)

ted(4+ C’)=tg—}B cos § (@ + ¢)
_ cosf(db—o

tgd(B+ C) = tgy Adcosd(d+c)
Zusatz 9.

44. Endlich erhdlt man mit Riicksicht auf
o t83A—tgl B
g (4 B)—1+tg%Atg%B
sin § (@ — &)
tg4Csing (a4 08)’

sin (@ — ¢

aus diesen Formeln:
tg4(4d — B) =

tgf(4—0)

=tg1}B sin (e +¢)’
_ sinf(b—e¢)
BB — O =T Al +4
Aufgabe VII.

lig. 4. 45. In einem sphirischen Dreteck sind die drei Winkel
gegeben, man soll die drei Seiten bestimmen.

Auflésung.

A In dem Dreieck ABC (Fig. 4)

seien die Winkel 4, B, C gegeben;

. man sucht die Seittn 4B = ¢,
? AC=1b, BC=a. Die Glei-

chungen II des § 30 liefern sofort

far die Cos dieser Seiten die Aus-

z ’ ¢ driicke:
Fig. 4. 005 ¢ — cos A + cos B cosC
- sin B sin C
co8 B 4 cos 4 cos C
cos b =
sin A sin(C'
- cosC 4 cos 4 cosB
cos ¢ = .

sinA4 sin B
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Zusatz 1.

46. Aus der ersten dieser Gleichungen folgen zumichst
die zwei weitern:

—cos A — cos (B + O)
sin B sin C
cos 4 4 cos (B — O)
sin B sin C !

1— cosa =

1 4+ cosa =

oder, mit Riicksicht auf cos p 4-cosg=2cos{(p+¢)cos}(p—y¢):
2cosd (A4 B+ C)cosd(B-+ C— A)

t—cosa=— sin B sin C
_ 2cos4(A+ B —C)cos}(4d—B+C)
14 cosa= sin B sin C '
Zusatz 2.

47. Danun 1 —cosa = 2sin*{a und 14cosa=2cos*Ja
ist, so ergeben sich hieraus die Formeln:

sinda— V_cos-}(A+B+C)cos«;~(B+ C— 4)

sin B sinC
. _ 1/ _csi(Ad+ B+ Cleosi(4d+4 C— B)
sm»;-b_l/ sin 4 sin C
_ cosi(Ad+ B+ C)eosd(4+ B—C)
sin § ¢ V sin 4 sin B !

wobei zu bemerken ist, dass die Summe der Winkel (4 + B+ ()
mehr als zwei Rechte betrigt, ihre Hilfte grdsser als ein
Rechter und deren Cos also negativ ist.

Zusatz 3.

48. Fiir die Cos der halben Seiten erhilt man:

. cs}(d+ B—C)eos}(4d— B+ C)
cos ya = V sin B sin C
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csd(B+ A—C)eosi(B— A4+ C)
cos§b=V sin 4 sin C

cos 4 (C+ A — B) cos § (C— A+B)
cosfo= V gin 4 sin B

diese Formeln filr die 8in (in 47) und Cos der halben Seiten
sind wieder ftir die logarithmische Rechnung bequem.

Zusatz 4.

49. Noch wichtiger und fir die Rechnung mit Logarithmen
eben so bequem sind aber die aus jenen Formeln unmittelbar
sich ergebenden Anusdriicke fir die Tang der halben Seiten,
némlich:

_ cos §(4 + B+ C)eos i (B + C— 4)
tgta= V—cos%(A+B—0)cos?}(A——B+0)

cosi(d+ B+ C)eosy(4+ C— B)
tgdd= V—cos;—(B+A—0)cos+}(B—A+ C)

cos §(4 + B+ C)eos (4 + B—C)
tg1}c'_l/—cos‘()'—k‘i B)cos}(O A+ B)

Zusatz 5.

© 50. Durch Multiplication je zweier dieser Ausdriicke fir
die Tang der halben Seiten erhilt man z. B.
. csi(4d4+B+40)
tefatedd =— ol arB—0)

und hieraus ergeben sich die zwei Gleichungen:

__ 20084 (A4 B)eos}C
P =@ B—0)
i ote o= TR
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Zuzatz 6.

51. Addirt und subtrahirt man dagegen wieder je zwei
jener Formeln, so entsteht z. B. die Gleichung:

tgfa Etglid

__ (cos§(B+4C—A)=*cosi(A+C—B))Y —cos§(4+B+C)
" Veos}(A+ B—C)cosd (A+C— B) cos §(B+ C— A)

.

_ 7/ _cosy(4d+B+C)cos}(4+B—0C)
Da mun tg 4o =)/ s} (C+ A—Bjcoss (C— A+ B)
ist, so geht die letzte Gleichung tber in:

(cos}(B+C—A)Ecos (A4 C—B))tangc
cos}(4d+ B—C) )

tglattgidb=

Zusatz 7.

52. Hieraus erhiilt man durch Vereinigung der zwei Cos
im Zihler die beiden Gleichungen:
2¢c084Cecosd(Ad— B)tang }c
cosy(4d+ B—C)
~ 2s8in{(4 — B)sin{ Ctang{c
lg— — .
fgha—tgld cosy(4+B—C)

tgyattgyd=

Zusatz 8.

53. Ganz #hnlich wie in § 43 ergeben sich hieraus
die Formeln fiir die Tang der halben Summe zweier Seiten:

tgd(a+0) =g%%—%)tg%c
tgdato) = et ol te 4D
cos 3 (B — C)

0 +d =gy Ete
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Zusatz 9.
54. Und ebenso fiir die Tang der halben Differenz zweier
Seiten:
__siny (4 — B)
tg§(a—b) =3 (d ¥ B tgde
_y_ sin} (4—0C)
il —d=Giaro &Y

tg%(b—c):%itg%a.

Die Formeln werden sich auch fir die folgenden Aufgaben
sehr niitzlich zeigen.

Aufgabe VIII.

Fig.4. 55. In einem sphirischen Dreseck sind zwet Seiten und
der von thnen eingeschlossene Winkel gegeben; man soll
die dritte Seite und die beiden andern Winkel bestimmen.

Auflésung.

A In dem Dreieck 4 BC seien die
zwei Seiten 4B = ¢, AC = b, so-
wie der zwischenliegende Winkel A4

y 3  gegeben; zu berechnen sind die Seite

BC = a und die Winkel B und C.
Die dritte Formel der Gruppe III

in § 30 liefert unmittelbar @ aus:

Fig. 4. cosa = cos.4 sinb sinc + cosd cosc;

ferner erhilt man B aus der dritten
Formel der Gruppe 1V ebendaselbst mittels:

_ sin 4 tg b
tg B = sinc — tg b cos ¢ cos 4

und demnach C nach Analogie aus:

_ sin 4 tg ¢ .
" sinb— tgccosb cos A4

tg C
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Die Ausdriicke ftir die Cotg der gesuchten Winkel sind etwas
bequemer, so dass die folgenden drei Gleichungen die Auf-
16sung unserer Aufgabe enthalten:

cosa = cos Asinbdsinc 4 cosbcosc,
sin ¢ ctg b — cos ¢ cos 4
sin 4 !
sin b ctg ¢ — cos b cos 4
o sin. A4

ctg B =

ctg C

Zusatz 1.

56. Da cos b cosc = 4 cos (b — ¢) + 4 cos (b 4 c) und
sin b sin¢ = { cos (b — ¢) — § cos (b 4 ¢) ist, so kann der
Cos der Seite a auch auf folgende Art ausgedriickt werden:

cosa=4cos(A—b~+c)+ fcos(A+b—c) —}eos(A—b—c)
—4cos(A+b+c)+fcos(b—c)+ Yeos(b4-c).

Zusatz 2.

57. Fir die logarithmische Rechnung ist iibrigens diese
Formel noch unbequemer als die urspriingliche. Indessen kann
man diese letztere zur Rechnung mit Logarithmen geeignet
machen durch Einfiihrung eines Winkels » mittels der Glei-
cos A sin )

08 b

nutzung des so zu bestimmenden Winkels » wird:

chung tgu = oder tgu — cos. A4 tgbh; mit Be-

. cos b cos(c — u)
cosa = tgucosbsinc 4 cos b cosc = —eou '
80 dass nunmehr alles fiir die logarithmische Rechnung der
Seite @ sehr bequem ist.

Zusatz 3.

58. Derselbe Winkel %, zu bestimmen aus tg« = cos.4tg?,
macht auch die Gleichung fiir den Winkel B zur Rechnung
mit Logarithmen geeigneter; es wird ,

Ostwald's Klassiker. 73, 3
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tang B = — gin 4 tgd =sm.Atgbcosu= t‘gAsmu .
sinc — tgu cosc 8in (¢ — ) 8in (¢ — #)
Den dritten” Winkel C' wird man aus sin 0= _.._Sms‘:lsam ° be-
stimmen.
Zusatz 4.

59. Die bequemste Art der Berechnung der Winkel B
und C folgt aber aus den Formeln in den §§ 43 und 44.
Danach ist n#imlich:
_cos}(b—¢)
tg4(B+C)= st (6 F o)
__sing (b — ¢
" sind (b + ¢
Aus halber Summe und halber Differenz ergeben sich B und C
unmittelbar; und man kann dann auch die dritte Seite «
zuletzt berechnen nach

ctg A

tg4 (B —0O) ctgiA.

. sind ginc
sin @ =B sin 4 = sinCsmA .
Aufgabe IX.

60. In einem sphirischen Dreieck sind gegeben zwei
Winkel und die zwischen thnen liegende Seite; man soll
den dritten Winkel und die beiden ibrigen Seiten berechnen.

Auflésung.

A Es sei ABC das Dreieck, in
dem die Winkel 4 und B und die
. . Seite 4B = c bekannt sind; ge-
sucht werden der dritte Winkel C
und die Seiten AC=25 und BC=a.
Aus der ersten Gleichung der GruppeII
3 ¢ in § 30 erhilt man zunichst:

Fig. 4. cos C'=coscsin.4sin B— cos.Acos B;
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ferner liefert die dritte Gleichung der Gruppe IV:
ginc tg B

tg b = s AT cosc cos AtgB und nach Analogie wird
sinc tg A4
tga =
sinB + cosccos Bigd

Es ergiebt sich damit also, wenn an Stelle der Tang der
Seiten ihre Cotg genommen werden, die in den folgenden
drei Gleichungen enthaltene Aufldsung:

cos C = coscsin4 sin B — cos 4 cos B

ctg A sin B 4 cosc cos B

otg @ = sin ¢
otg b = ctg Bsin 4 + cosc cos A

sine

Zusatz 1.

61. Bequemer erhilt man die zwei Seiten aus den fiir
die logarithmische Rechnung sich besser eignenden Formeln
der §§ 52 und 53:

LR R e T
tgie—0)= %—_'—_%;tg%f

Zusatz 2.

62. Nach Bestimmung der Seiten ¢ und & erhdlt man
den Winkel C aus

. sind sin B
8inC = -, — sinc = — sinc;
sina

sin &

auch liesse sich der cos C mit Hillfe der Cos von Combina-
tionen der gegebenen Stiicke ausdriicken durch:

cosC=1}cos(c+.A4—B)+ }cos(c—A+ B)—}cosjc—A— B)
—4cos(c+ A+ B)—}cos(A— B)—4cos(4+ B).
3*
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Aufgabe X.

63. In einem sphirischen Dreieck sind bekannt zwe:
Seiten und der Gegenwinkel der einen; oder zwer Winkel
und die Gegenseite des einen. Man soll die ibrigen Stiicke
des Dretvecks bestimmen.

Auflgsung.

Im Dreieck .4 B C seien im ersten
Fall gegeben die zwei Seiten BC =«
. und AC = b, sowie der Winkel A4,
der Gegenwinkel von a. Ks ergiebt
sich dann sofort der Winkel B, der
Gegenwinkel der zweiten gegebenen
P .
& L« Seite, aus sin B = sn.nA sin &.
Fig. 4. sina

Im zweiten Falle seien 4 und B
die gegebenen Winkel, BC = a die gegebene Seite; man er-

hilt dann zun#ichst die Seite b aus sin b = sEi_l:_jl sin B.

Im einen und andern Fall kann man also als gegebene
Stiicke ansehen die zwei Seiten BC = a und AC = b, so-
wie die ihnen gegentiberliegenden Winkel 4 und B; man
hat aus diesen Stiicken die Seite A B = ¢ und den Winkel C'
zu berechnen.

Die erste Formel der Gruppe IV liefert:

A

sinatgC —sinBtgec=-cosacosBtgCtge,
und also auch, mit Vertauschung der Seiten ¢ und 4 und
gleichzeitig der Winkel 4 und B:

sinbtgC —sindtge=-cosbecosdtgCtgc.
Eliminirt man aus beiden Gleichungen das eine mal tg C,
das andere mal tgc, so erhilt man:
_ sin A4 sin ¢ — sin B sin b
" sin.4 cos B cos a — cos 4 sin B'cos b
g 0 = sin 4 sin ¢ — sin B sin b )

cos B cos @ sinb — cos 4 sin @ cos b

und

tg e

Und diesen Gleichungen ist noch hinzuzuftigen:
sin 4 sin b = sin B sinea .
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Zusatz 1.

64. Aus sin 4 :s8in B =sinae:sind folgt, dass die
Gleichungen fiir tg ¢ und tg C' auch so geschrieben werden
kénnen:

sin*a — sin% b
i.'gc_co:&stsinAlc.osa—cosAsinbcosb und
sin* 4 — sin* B
sin B cos B cos @ — sin 4 cos 4 cos b

tgC =

Zusatz 2.

65. Bequemere, besonders fiir die logarithmische Rech-
nung sich besser eignende Formeln erhilt man aber auch
hier wieder durch Benutzung der Gleichungen in den §§ 43,
44, 53 und 54, ndmlich:

cos%(A+B) __sin{(44-B)
Bhe=iosia—p) € T =g a—p il — Y
_cos%( ) sm-}(a — b)

Aufgabe XI.

66. Dic Oberfliche eines beliebigen sphirischen Drei- Fig.s.
ecks zu bestimmen.

Auflosung.

Es sei EOM das
gegebene Dreieck und es
werden, wie obenin §17,
die Seite OF mit a, der Z
Winkel O EM mit ¢, /
der Winkel EOM mity,
die Seite O M mit = und e
der Winkel OME mit 4 B
¢ bezeichnet. Das un- Fig. 3.
endlich schmale Dreieck
MOm ist das Differential der gesuchten Dreiecksfliche; und
da mn = dz und Mn = dy - sinz ist, so wird das Diffe-

n
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rential von MOm durch das Product dy - dz - sinz aus-
gedriickt, so dass

MOm = dy [dz sinz = dy (1 — cos z) ist
und demnach die gesuchte Dreiecksfliche aus

EOM =y — [dycosz sich ergiebt.

Da nun oben gefunden worden ist

Cdz
sin z Vsin*z — C*

dy =

)

so geht der letzte Ausdruck tiber in:

Cdz cos z
sin z Vsintz — C

Fliche EOM = y —

. . . . C
Ferner ist, wegen C = sin « sin @, sin ¢ = ——, und
sin z
Vsintz — C* .
CO8 P = ———— gefunden worden; es ist demmach:
cosz Cdzcosz
d(pCOS(p=—d$-T, also d(p=—~—'= und
. sin*z sinz Vsin*z — C*?
Cdz cos z

— — — Const.
sin z Vsin®z — O* 9+

Fiir die Oberfliche des Dreiecks £ OM erhilt man damit:
EOM =1y + ¢ + Const. = a + y + ¢ — Const.

Um den Werth der Const. zu bestimmen, sei y = 0, womit
¢ = 180° — o wird; die mit dieser Annahme verschwindende
Dreiecksfliche wird also = 180° — Const., d. h. die Const.
ist = 180° Die Oberfliche des Dreiecks £ O M ergiebt sich
dempach = ¢ + y 4 ¢ — 180°

Zusatz 1.

67. Um die Oberfliche eines beliebigen spharischen
Dreiecks zn finden, hat man also, wenn der Halbmesser der
Kugel die Lingeneinheit ist, nur den Ueberschuss der Summe
der drei Winkel des Dreiecks ilber zwei Rechte zu bilden.
Auf einer Kugelfliche von beliebigem Halbmesser ist der ge-
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suchte Flicheninhalt eines spharischen Dreiecks das Product
aus dem Kugelhalbmesser und einem Grosskleisbogen, der das
Maass des oben genannten Ueberschusses dalstellt d. h. den
Ueberschuss zum Centriwinkel hat.

Zusatz 2.

68. Je grosser demnach ein sphérisches Dreieck im Ver-
hiltniss zur Kugeloberfliiche ist, der es angehért, um so mehr
iiberschreitet die Summe seiner drei Winkel den Betrag von
zwei Rechten; wenn das Dreieck gerade den achten Theil
der Kugeloberfliche einnimmt, so ist dieser Ueberschuss genau
ein Rechter. Die Linge eines Grosskreisbogens von 90° mit
dem Kugelhalbmesser multiplicirt, giebt ni#mlich die Hilfte
der Fliche eines Grosskreises, d. h. den achten Theil der
Kugeloberfliche. Man kann also die Regel filr den Flichen-
inhalt eines beliebigen sphirischen Dreiecks auch so aus-
sprechen: Wie der Betrag von acht rechten Winkeln oder
720° sich verh#ilt zum Ueberschuss der Summe der drei Winkel
des Dreiecks iiber zwei Rechte oder 180° so verhilt sich die
Oberfliche der ganzen Kugel zur Oberfliche des zu be-
stimmenden Dreiecks.



II.

Aligemeine sphirische Trigonometrie

in kurzer und durchsichtiger Entwicklung, von den
einfachsten Voraussetzungen ausgehend.

Von
L. Euler.

§ 1. In einem beliebigen sphérischen Dreieck, vgl. Fig. 1,

B

seien die Winkel mit den grossen
Buchstaben 4, B, C, die Seiten
mit den kleinen Buchstaben a, b, ¢
bezeichnet, derart, dass dem Win-
kel A die Seite @ u. s. w. gegen-
tberliegt. Verbindet man den
Mittelpunkt O der Kugel mit den

Eckpunkten des Dreiecks durch
el 4 gio Geraden 04, OB, 0C, 50

Fig. 2.

bilden diese in O ein Dreikant, in

dem die Winkel zwischen je zwei
der genannten Geraden mit den Seiten
@, b, ¢ und die Neigungswinkel
zwischen je zwei Seitenflichen mit den
Winkeln 4, B, C des sphirischen
Dreiecks iibereinstimmen.

§ 2. Der Halbmesser OC der
Kugel sei gleich 1. In den Ebenen
COa und COb (Fig. 2) werden in C
auf OC die Lothe Ce und Cb errichtet;
ferner wird von & auf C'a das Loth dp,
das auf der Ebene COa senkrecht
steht, und von p auf Oa das Loth pg
gefillt, endlich die Gerade b¢ gezogen,
die Oa rechtwinklig trifft. Damit ist
die ganze erforderliche Figur construirt.
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§ 3. Der Winkel COa ist die Seite b, somit ist
l .

cos b’

ebenso ist, da der Winkel COb die Seite a vorstellt:

Ca=tgb und Oa=sech=

Cb =1tga und Ob=seca=_1_.
cosa

Ferner wird, da a0Ob = ¢, und, wie eben angeschrieben,
08 = — i,
cos @
sin ¢ cos ¢
= — d
be cosa 1= cosa’

Um die tibrigen Strecken der Figur vollends anszudriicken, hat
man, da der Winkel aCb = C, also

bp =Cb.sin C = tgasinC und
Cp = Cb - cosC = tgacogC, endlich der Winkel
Ca0 =90°—1b ist:
ap=Ca—Cp=1gb—tgacosC,
pg=ap - cosb =sinb— tga cos b cosC und

aqg —a sinb—Sin,b
g=2ar " cosb

cos ¢ .
Da oben Og = prw gefunden worden ist, so hat man nun

—tgasindcosC.

cosc . sin?*d

0a=0q+aq=cosb—cosa cos&——tgasmbcosC’ oder
cos ¢ .
cong =008 b+tgasinbecos C  oder endlich

cosc=cosacosd -} sinasinbecosC.

§ 4. Da der Winkel dgp den Nelgungswmkel zwischen
den Ebenen ¢ Ob und a OC vorstellt, d. h. = 4 ist, so erhilt
man aus dem Dreieck dpg zunéichst

. b sing sin C
sinAd = i —_— oder
bg sine
sinC sind
sine = sine

)



49 L. Euler.

d. h. die Sinus der Winkel in unserem sphirischen Dreieck
verhalten sich wie die Sinus der ihnen gegentiberliegenden
Seiten.

Endlich erhilt man aus demselben Dreieck:

P9 oos A_cosasnnb—.smacosbcosC'_
bg sinc

Die drei durch Unterstreichen hervorgehobenen Gleichungen
umfassen die ganze Sphirik, aus ihnen sind alle andern Be-
ziehungen zu entwickeln.

sin C sm A
sinc  sina

Folgerungen aus der Formel

§ 5. Da die die Winkel bezeichnenden Buchstaben 4, B, C
sowohl als die die Seiten bezeichnenden @, &, ¢ unter sich
beliebig vertauscht werden dirfen, wenn nur festgehalten
wird, dass A der Gegénwinkel der Seite ¢ u. s. f. ist, so

sinC_sin B
- , 80 dass man die in dem obigen Satz
sinc  sind

liegenden Beziehungen vollstindig ausdriicken kann durch die
Gleichungen

ist auch

sind sinB sinC

— = = = oder auch
sina sind sin ¢

durch die drei Gleichungen:
sin A sin b = sin B sina
sin B sin ¢ = sin C sin &
sin C sina = sin A4 sinc .

" Benutzung der Formel
cos A sinc = cosasinb — sina cos b cos C.

§ 6. Dividirt man, um ¢ herauszuschaffen, die linke
Seite dieser Glemhung mit sin 4 sin ¢, die rechte mit dem
gemiiss dem Satz in dem letzten Paragraphen damit gleichen
Werth sin C sin @, so wird:
cos « 8in b — sin a cos b cos C

sina sin C

ctg A =

’
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und diese Gleichung liefert einen Winkel 4 ausgedriickt in
den zwei Seiten ¢ und & (von denen die eine die Gegenseite
jenes Winkels ist) und dem von beiden eingeschlossenen
Winkel C. Durch entsprechende Vertauschung der Buchstaben
erhilt man die analoge Formel fiir den zweiten Winkel B:

cos b sin @ — sin b cos @ cos C'

otg B = sin & sin C

§ 7. Wenn man anderseits die drei Glieder, aus denen
sich die in der Ueberschrift stehende Gleichung zusammen-
setzt, der Reihe nach mit den einander gleichen Werthen
ginC sinB sind

sinc’ sinbd’ sina

multiplicirt, so entsteht die Gleichung:

cos A 8in C = cos a sin B — cos 4 sin 4 cosC  oder
c08 A sin C' <4 sin A cos C' cos b
sin B

und, durch Vertauschung von B mit €' und gleichzeitig von
b mit c:

cosS @ —

cos A sin B 4 sin A cos B cos ¢
cos a = : oder
sin C'

cos ¢ sin C' = cos A4 sin B + sin 4 cos B cosc;
diese Gleichung weicht von der Ausgangsformel nur darin ab,
dass grosse Buchstaben an Stelle der kleinen und umgekehrt

stehen, wihrend zugleich alle in jener vorkommenden Cos
negativ zu nehmen sind.

§ 8. Dividirt man in der zuletzt erhaltenen Gleichung
die linke Seite durch sin @ sin C, die rechte durch das damit
gleiche sin 4 sin ¢, so entsteht die Gleichung:
cos A sin B -+ sin 4 cos B cos ¢

sin A4 sin ¢

ctga = ,
mit deren Hiilfe man die Seite & finden kann, wenn die zwei
Winkel 4, B (von denen der eine der Gegenwinkel jener
Seite ist) und die zwischen beiden liegende Seite ¢ gegeben
sind. Die entsprechende Gleichung fiir & lautet:

cos B sin A -+ sin B cos A cos ¢

tg b =
'8 sin B sin ¢
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§ 9. BSelbst der Fall, dass aus den drei gegebenen
Winkeln die Seiten gesucht werdem, ldsst sich leicht von der
an der Spitze dieses Abschnitts stehenden Formel ausgehend
behandeln. Diese Gleichung

co8 4 sin ¢ = cos @ sin b — sin a cos b cos C
liefert durch Vertauschung von A und B
co8 B sinc = cos b sin @ — sin b cos @ cos C';

wenn die zweite Gleichung, nach Durchmultiplication mit
cos C, zur ersten addirt wird, so erhilt man:

sin ¢ (cos 4 + cos B cos C) = cos a sin b sin* C, oder da
sin & 8in C = sin B sinc ist:

cos .A + cos B cos C = cos a sin B sin C. oder endlich

cos A = —cos BcosC+4sin BsinCcosa.

Vertauscht man 4 und C, wihrend B an seiner Stelle bleibt,
so wird ferner noch:

cos C = — co8 B cos A -+ sin B sin A4 cos ¢

und dies sind die gesuchten Gleichungen. Die letzte folgt
auch wieder aus der dritten Hauptformel:

cosc = cos @ co8 b + sin a sin b cos C,

wenn man in dieser die grossen und kleinen Buchstaben ver-
tauscht und alle Cos negativ nimmt.

Benutzung der Formel:
cosc = cos @ cos b 4 sin @ sin & cos C.
§ 10. Diese Formel lisst unmittelbar einen doppelten

Gebrauch zu; in dem Falle nimlich, dass aus den drei ge-
gebenen Seiten a, b, ¢ die Winkel aufzusuchen sind, hat man:

cosc — cosa cos b

cos C = - -
sin a sin & ’

wenn man dagegen aus zwei Seiten ¢, & und dem zwischen-
liegenden Winkel C' die dritte Seite zu bestimmen hat, so
wendet man die Gleichung in ihrer urspriinglichen Form an:

cosc =cosa cos b -+ sina sin b cos C'.



Allgemeine sphiirische Trigonometrie. 45

§ 11. Um auch die entsprechenden beiden recfproken
Aufgaben, mit Winkeln statt Seiten und umgekehrt, zu er-
ledigen, steht die schon oben entwickelte Gleichung

¢08 C = — cos A cos B -} sin 4 sin B cos ¢

zu Gebot; sie ist unmittelbar in dieser Form anzuwenden,
wenn aus zwei gegebenen Winkeln 4 und B und der zwischen-
liegenden Seite ¢ der dritte, dieser Seite gegenitberliegende
Winkel C' zu bestimmen ist. Sind dagegen die drei Winkel
des sphirischen Dreiecks gegeben, so bestimmt man z. B. die
Seite ¢ durch dieselbe Gleichung in der Form

__c0s C 4 cos 4 cos B
- sin A sin B ’

cos ¢

§ 12. Die ganze sphirische Trigonometrie stiitzt sich
. auf die oben aufgestellten drei Gleichungen, und in ihnen
zeigt sich iiberall die gleichzeitige Ersetzung jeder Seite durch
den gleichnamigen Winkel und umgekehrt statthaft, wenn man
nur alle vorkommenden Cos negativ nimmt. In der ersten
jener Formeln, die keinen Cos enthilt:
sinC__sinB __ sinA

sinc  sind  sina

ist die Zulissigkeit dieser Vertauschung an sich einleuchtend;
aber auch die zwei andern Formeln zeigen nach dem Vor-
stehenden unmittelbar die Moglichkeit der gleichzeitigen und
vollstindigen Ersetzung der Seiten durch die gleichnamigen
Winkel und umgekehrt, wobei die angegebene Bemerkung iiber
die Cos zu beachten ist, und man hat demnach folgenden

Satz.

Wenn die Winkel eines beliebigen sphirischen Dreiecks
mit A, B, C und die Seiten mit a, b, ¢ bezeichnet werden,
so giebt es stets ein anderes sphiirisches Dreieck, dessen
Winkel die Seiten a, b, c jenes gegebenen Dresecks zu zwes
Rechten ergiinzen, wikrend seine Seiten die Winkel A, B, C
des gegebenen Drelecks zu zwer Rechten erginzen.

Bei der Ableitung irgend eines neuen Satzes tiber das
sphiirische Dreieck aus einem an dem urspriinglichen Dreieck
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erkannten mit Benutzung dieses Hiilfsdreiecks behalten die in
diesem Satz vorkommenden 8in ibr Vorzeichen, wihrend die
Cos, und ebenso die Tang und Cotg, das Zeichen wechseln.
Mit Hillfe der Pole der drei Seiten des gegebenen Dreiecks
lisst sich dieses »Polardreieck« upmittelbar geometrisch nach-
weisen.

§ 13. Map kann demnach alle fiir die Aufldsung der
sphérischen Dreiecke erforderlichen Gleichungen in vier For-
meln ausdrticken, von denen ilbrigens je zwei unter einander
derart zusammenh&ngen, dass die eine aus der andern entsteht,
wenn in ihr die grossen durch dieselben kleinen Buchstaben
und umgekehrt ersetzt werden, wobei alle vorkommenden Cos
negativ zu nehmen sind; man brauncht also nur zwei von
diesen vier Formeln zu merken. Diese vier Gleichungen, mit
den durch cyklische Vertauschung der Stiicke entstehenden,
sind die folgenden: :

Erste Formel.

§ 14. Bie ist in zwei Fillen zu gebrauchen, wenn ent-
weder aus den drei gegebenen Seiten irgend ein Winkel des
Dreiecks gefunden werden soll, oder wenn aus zwei Seiten
und dem von beiden eingeschlossenen Winkel die dritte Seite
zu bestimmen ist:

cosa — cosbceosc

08 A =-— ————— | cosa==-cosbcosc 4 sinbsinccosA
sindsine
cosd — cosccosa ..
cosB=-"———"""""| cosb=cosccosa -} sincsinacos B
sincsina
cosc — cosacosh L.
cosC=-—_ | cosc = cosacosd + sinasinbcosC.
sinasind

Zweite Formel.

§ 15. Sie ist analog in den beiden Fillen anzuwenden,
dass entweder aus den drei gegebenen Winkeln irgend eine
Seite des Dreiecks gefunden werden soll, oder dass aus zwei
Winkeln und der zwischenliegenden Seite der dritte Winkel
zn bestimmen ist:
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co8.A-}-cosBeos C
cosa = .+ . c08.4=— cos Bcos C+sin BsinCcosa
sin Bsin C
cos B sCecos.A .
cosbh=—" .—i—co. ¢ c08 B=—co08Ccos.4-}sinCsin Acosd
sin C'sin A
cos C+4-cos Adcos B .
cosc=— 0 .+ - c08 O = —cos.Acos B-}sinAdsinBcosc.
sin 4 sin B

Dritte Formel.

§ 16. Diese Formel betrifft den Fall, dass aus zwei
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel die beiden andern

Winkel zu ermitteln sind:

cosasind —sinacosbcos C

ctg A= - -
& singsinC
cte B— cosbsinc—sindcosccosd
go= sin bsid A
coscsing—sinccosacos B
ctgC= —
sincsin B

ciga

ctgd

ctge

sinacos b —cosasindecosC

etgB= ———
16 sinbsinC
sin b cos c—cosbsinceosA
ctgC= —
sincsind
sinccosa—coscsinacos B
ctgAd= .

sinasin B

Vierte Formel.

§ 17. 8ie bezieht sich endlich auf den Fall, dass aus
zwei Winkeln und der zwischenliegenden Seite die beiden
andern Seiten gefunden werden sollen; mit den erforderlichen
Buchstabenvertauschungen erhilt man die Formelgruppen:

__cosAsinB+-sindcosBcosc
- sin Asine

__co8 BsinC4-sinBcosCeosa
— sin Bsina
__c0sCsin A +sinCcosAcosd

sin C'sinb

tgd

ctge

ctga

__sinAdcosB+cosAsinBceose
- sin Bsinc

__sin BeosC+-cos BsinCeosa
- -sinC'sina
__8inCcos 4 +cosCsinAd cosd
- " sinAsind )

§ 18. Wegen ihrer Einfachheit und hiufigen Anwendung
erwihnenswerth sind hier noch die sechs Formeln, die die
Auflésung der simmtlichen moglichen Fille des rechtwink-
ligen sphérischen Dreiecks geben. Wenn der Winkel C ein
rechter ist, so dass also ¢ die Hypotenuse des Dreiecks
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bezeichnet, wihrend ¢ und & die Katheten sind, so erhilt man
aus den bisher entwickelten Formeln, mit cos C = 0 und
sin C = 1, unmittelbar die sechs folgenden:

co8 ¢ = cos @ cos b

cosc = ctg 4 ctg B

sin ¢ = sinc sin 4 und sin b = sine¢ sin B
tgb =tgccosd » tga =tgccos B
tga=1tg Asinb » tgb=tgBsina

cos A =cosasin B » 008 B = cosb sin 4.

§ 19. Wenn man, wie gewdhnlich, logarithmisch rechnen
will, so hat man aus den Formeln der frithern Paragraphen
andre, in Produetform ilbergefithrte abzuleiten, was durch
gewisse Umformungen, die auf die halben Winkel und halben
Seiten ftthren, leicht moglich ist, wie die folgenden Para-
graphen zeigen. ‘

Erste Umformung.\

§ 20. Aus der ersten Formel
cos ¢ — co8 b cos ¢

co8 d = ——-;—, erhilt man
sin b sin ¢
unmittelbar:
1 —cosd= c_os_(l;—; c).—t we
sin b sin ¢
cosa—cos (b 4 ¢)
T+ cosd = sin b sin ¢ ’
1—cos A4

d — 2 ist i 1so:
amml—|—cosA tg®* 3 A ist, so wird also

cos(b—c)—cosa
cos ¢ — cos (b + ¢)

tg?i 4=

Erinnert man sich ferner, dass

cosp — cos ¢ = 2 sin g _2_ L gin L -2*_ g ist, so erhiilt man:

a—b+c . at+b—e
D) sin b

in :ﬂ-{2-b+c sin a+g+ c

sin

tgfd=

81
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Zweite Umformung.

§ 21. Ganz ebenso ist aus der Gleichnng
cos A + cos B cos C

cos @ = sinBsnC abzuleiten :
__—cos(B4C)—cos 4
l—cosa= sin B sin C
| 4 cosq = cos A + cos(B — C)

sin B sin C ’
durch Division der beiden letzten Gleichungen wird wieder:
cos8 (B + C) + cos 4

e =— 5B —C) Fond’
und da endlich cosp 4 cos g = 2 cos 2 ; A cos? -; g ist,
so erhiilt man:
cosB+g—AcosB+g+A
Bye= —cosB_g"'A cos_B";C""A'

Dritte Umformung.

§ 22. Durch Division der beiden Formen der ersten
Gleichung '
cos @ — cos b cos ¢ = sin b sin ¢ cos 4

€08 b — cosa cos ¢ = sina sinc cos B
erhiilt man:
cosa—cosbcosc sinbcosd  sinBcosd
cosb —cosacosc sinacosB sinAcosB

Addirt man in dieser Gleichung auf beiden Seiten 1, so erhilt
man:
__sin(4 4+ B)
(cosa -+ cos b)(l — CO8 0) = m ,

zieht man dagegen auf beiden Seiten 1 ab, so ergiebt sich:
sin (B — A4)
sin A cos B’
Ostwald’s Klassiker. 73. 4

(cos @ — cos b)(1 +- cos ¢) =
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und aus den letzten zwei Gleichungen wird durch Division:

cosa — cos b ¢ s8in(B — A)

tg!
cos @ + cosd " sin(B 4+ 4)
<:osp—¢.=osq__t q+ptgg—p

Da nun cosp T+ cong 8 3 ist, so liefert
die letzte Gleichung
b b+a . ¢ __Sin(B— A)
J = Sm(BT A

'§ 23. Nimmt man anderseits den Sinus-Satz:
sinb __ sinB
sina~ sind

zu Htilfe, so ergiebt sich aus ihm unmittelbar
sind —sinag __ sin B—sin 4
sind 4+ sine ~ sin B 4 sin 4

b—a b+a ~ B—A B+ A
tg2ctg2_tg2ctgz-

oder

Multiplicirt man mit dieser Gleichung die am Schluss des
letzten Paragraphen gefundene, so erhilt man:

fin 254"
(tg ) ctg® L ¢ (TA-A)_! oder nach Ausziehung
sin —5= .
der Wurzel:
sinZ2—4
b—a 2
sin—
dividirt man dagegen die zwei genannten Gleichungen, so wird
cos 24
b4a 2
g7 Letg o= —po
2 cos B4

Diese Formeln ermdglichen die Loésung des Falls, in dem
aus den gegebenen zwei Winkeln 4 und B und der zwischen-
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liegenden Seite ¢ die beiden andern Seiten ¢ und & zu be-
stimmen sind, indem man jene Gleichungen in der Form
benutzt:

. B—A4
b sin =
sinB—g“1
cos 24
b+a T
_— _ .
't 2 g‘;Eccos]H'A

Vierte Umformung.

§ 24. Auf demselben Weg erhdlt man aus den zwei
Gleichungen
¢0s .A + cos B cos C = sin B sin C cos a
cos B 4 cos A cos C = sin 4 sin C cos b
zunichst durch Division beider:
cos A4 cosBcosC_ sinBcosa  sinbcosa
cos B4 cos AdcosC~ sinAdcosb sinacosd’

indem man auf beiden Seiten je die Einheit addirt und sub-
trahirt, ergeben sich hieraus die zwei Gleichungen:

__sin(a 4 )
(cos A + cos B)(1 4 cosC) = ool und
(c08.4 — cos B)(1 — o8 C) = 2(—6——‘1) , und die
sina cos b
Division dieser Gleichung giebt:
cos 4 + cos B 01~ Sin(b -4 a) )
csd —omB EI0= sin (b — a) Odt.n
B—4A B+A4 .. _sinb—a)
g =ce %Csin(b—l—a).

Multiplicirt und dividirt man diese Gleichung mit der am
Beginn des letzten Paragraphen entwickelten
B—4 B4+ A4 b—a ,  b4a

tg2otg2=tg2ctg2,
4%
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so erhilt man die zwei Gleichungen:

™
+
Q

die fiir den Fall, dass zwei Beiten und der zwischenliegende
Winkel gegeben sind, sich brauchbar zeigen.

§ 25. Wenn man die in den vorhergehenden Paragraphen

entwickelten Formeln allen Buchstabenvertanschungen unter-
wirft, so erhdlt man fiir die ersten vier Fille der Berechnung
der sphirischen Dreiecke die folgenden Zusammenstellungen:

sina+,b_csina+°_b
tgfd = : ;
sinb+;_asina+g+c

1.
sinb+;_“sina'*';’_c
sina+; bsin“+g+°
sina+;_bsinb+;_a
tg§C =
sina'H; csina+2b+c
‘ -‘ cosB+g-Acosii—+f+C
lI. tg'n‘a=
cos A+ B—C A+ C—B
2 2
' -‘ cosA+§—'BcosA+f+—C
tg =
cos ZHC—4 g4+ B-C
2 2
; -l cosA+'2B—CcosA+f+g
tg e =
OOBA+C—BGOS'B+C—A

2 2
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gsin 274 B cosB
b—a 2 +a 2
. —_— = te e
III. tg 3 tgde inB+A tg 3 gic s +
. C—B C’—B
c__b sin 2 c_l_b cos 2
tg —— =tgia 5 | tg =tgla——F=—%
2 sin C';B 2 cos +
. A—C A—C
sin cos
a a+tc 2
sindLC 2 cos 12'—
sin 2= cos? ="
B— 2 B+A 2
IV. tg 3 =ctg}C e tg =ctg{C v a
sin —2— cos ‘2
gin ° =2 cos®=?
2 C+4+B 2
tg——— =clg%A T tg‘ ) =ctg%A Py
sin 9 T
« —C a—¢
sin —— o8 ——
2 A+C 2
tg =ctgiB —aro | 18 3 =ctgiB- P
sin — cos —

§ 26. Die unmittelbar vorhergehenden Formeln (ftir die Fille
ITI und IV) liefern auch sofort die Aufldsung der Fille, in denen
zwei Seiten und die ihnen gegentiberliegenden Winkel gegeben
sind und die dritte Seite oder der dritte Winkel verlangt wird.
Man kann das verlangte Stiick je auf doppelte Art berechnen;
die Formeln mit allen Buchstabenvertauschungen sind nimlich:

. B+ 4 B+ 4
, b—a ¥t b+4a®
V. tgde=1tg —— 5 —5—xa tg%c:tg 5 B—4
81D co8
) 3
_bsln -'2- +bcos-c’—_;—-B
ehe=tg~- "3 | wha=te—— 3
sin D) co8 9
. A+ C A+ C
b= tg i L | gyt et
gib=tg—— - | Bib=tg—— ——p
sin = cos =5
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VL ctgiC=tg— — "

v sin
ctgdd=tg ¢ 3 B

__(sin
ctgyB—tg 1—C

Die vorliegende Abhandlung

0086+a

B4+A4"" "2

008'—2—

c+b

C+BC®%—~
ctgyAd=tg 5 3
C0o8 —/—

2

a+tc

A+4-C%% 3~
ctg-.'IB=tg~~_2|—:— —
OOST

kann also in der That als

vollstindiger Abriss der ganzen sphirischen Trigonometrie

betrachtet werden.




Nachwort,.

1. Leonhard Euler, geb. 15. April 1707 in Basel, gest.
18. Sept. 1783 in Petersburg, war einer der gréssten mathe-
matischen Forscher aller Zeiten und der fruchtbarste unter
ihnen, ja wohl der »fruchtbarste wissenschaftliche Schriftsteller,

-der je gelebt hat« (R. Wolf), endlich insbesondre durch
seine alle Zweige der Mathematik umfassenden, klaren und
methodisch von Andern kaum erreichten Lehrbiicher der ein-
flussreichste Lehrer moderner Mathematik. Da in jeder be-
liebigen Encyclopidie sich eine Biographie findet, so mdgen
hier die folgenden kurzen Notizen tber die Lebensumstinde
Euler's geniigen.

In Basel von Joh. Bernoulli vorgebildet, wurde Euler
schon 1727 auf Veranlassung der Sthne Nikolaus und Daniel
seines Lehrers, die in 8t. Petersburg wirkten, an die dortige
Akademie berufen, musste aber, da unmittelbar nachher die
Kaiserin Katharina I. starb, drei Jahre lang als Marineofficier
dienen. Einer Menge seiner Schriften ist tbrigens dieser
praktische Dienst sichtlich zu gute gekommen. Im Jahr 1730
zum Prof. der Physik, 1733 auch zum Prof. der hohern
Mathematik ernannt, entfaltete Euler eine ausserordentliche
Thitigkeit; schon in seinem 30. Jahre besass er europiischen
Ruf. Von Friedrich dem Grossen 1741 an die Berliner Aka-
demie berufen (und sp#ter zum Director der mathematischen
Classe dieser Akademie ernannt) wirkte er im ganzen 25 Jahre
lang in Berlin; 1766 wurde er unter glinzenden Bedingungen
nach St. Petersburg zurtickberufen. Im gleichen Jahre hatte
Euler das Ungltck, durech den Verlust des zweiten Auges (das
erste hatte er schon 1735 eingebilsst) vollstindig zu erblinden.
Aber selbst dieser, fiir jeden Andern untiberwindliche, schwere
Schlag hemmte nicht seine Arbeitskraft und Arbeitslust; selbst-
lose Hilfsarbeiter, wie sein #ltester Sohn Johann Albert, im
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letzten Jahrzehnt seines Lebens fast ausschliesslich Ntk. Fuss
traten ihm zur Seite. Noch bis zu beinahe 50 Jahren nach
Euler's Tode erschienen Abhandlungen von ihm in den Ver-
offentlichungen der Petersburger Akademie.

Es ist ganz unmoglich, hier der Bedentung Euler's fur alle
Zweige der Mathematik anch pur in Umrissen gerecht zu wer-
den; in allen Theilen der mathematischen Wissenschaften giebt
3 Kuler'sche Zahlen, Euler'sche Bezeichnungen (man denke nur
an die Bezeichnungen ¢ und 7v), Euler’sche Sitze, Fuler'sche
Theoreme. Die elementarsten wie die schwierigsten Gebiete
der reinen und angewandten Mathematik hat er bearbeitet und
bereichert; die selbstdndig erschienenen Werke umfassen eben-
sowohl eine elementare »Einleitung in die Arithmetik« und
eine noch heute sehr brauchbare elementare »Anleitung zur
Algebra« wie Lehr- und Handbicher der hohern Mathematik
von der Bedeutung der »Introductio in Analysin infinitorume,
der »Institutiones calculi differentialis« und der »Institutiones
calculi integralis«; daneben stehen eine Reihe von Werken
physikalischen, nautischen und astronomischen Inhalts, mathe-
matische Werke, die ganz neue Zweige der Mathematik be-
griindeten, wie denn z. B. die moderne Mechanik zum grossen
Theil eine Schopfung Euler's ist, der auch die Variations-
rechnung mit begriindete und ihr dem Namen gab; daneben
stehen endlich die zahllosen in Zeitschriften erschienenen Ab-
Landlungen, die sowohl fiur Erweiterung und Vertiefung aller
Zweige der mathematischen Wissenschaften, als anch didactisch
Ausserordentliches geleistet haben: wenn man die Binde der
Verdffentlichungen der Petersburger und Berliner Akademien
durchsieht, so erstaunt man itber den unerschdpflichen Reich-
thum dieses Mannes. Wihrend in selbstindiger Form 32 Quart-
binde und 17 Octavbénde von FEuler erschienen sind, betrigt
die Anzahl der zu seinen Lebzeiten verdffentlichten, z. Th.
umfangreichen Abhandlungen gegen 500, die Gesammtzahl
seiner Abhandlungen ilber 700; »eine Falle von Schriften,
welche in einer (Gesammtausgabe in Quart mindestens 2000
Druckbogen einnehmen wiirden« (Cantor).

Niheres tiber Euler's Leben und Gesammtwerk siehe in
den Schriften: »Eloge de Mr. Léonard Euler« von Nicol.
Tuss, 8t. Petersburg 1783, deutsch von Fuss selbst mit Zu-
sitzen, Berlin 1786 ; »Eloge de M. Euler« von Condorcet in
der Histoire de I’Académie Royale des Sciences de Paris,
Jahrgang 1783; kurze Biographie von M. Cantor in der
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»Allg. Deutschen Biographie«, herausgegeben von der Histor.
Commiss. bei der Kgl. Bayr. Acad. der Wiss. in Miinchen,
6. Bd. Leipzig 1877, 8. 422—430; Rudio, Leonhard Euler,
Basel 1884; Derselbe, Die Baseler Mathematiker Dantel Ber-
noulli und Leonhard Euler, ebend. 1884 u. s. f. Verzeichnisse
der Euler'schen Abhandlungen finden sich fermer z. B. im
Artikel Euler in dem Poggendorff’schen »Biogr.-Litterarischen
" Handwérterbuch zur Geschichte der exacten Wissenschaften«
(1. Band 1857), aus der Fuss'schen Biographie (s. u.) ent-
nommen und chronologisch geordnet (das Verzeichniss um-
fasst 144 Spalten); nach dem Inhalt geordnet in der »Corre-
spondance mathématique et physique de quelques célebres
Géometres du XVIIL. siecle, procédée d'une Notice sur les
Travaux de Léonard Euler, von P. H. Fuss, St. Petersburg
1843, 2 Biinde.

2. Was Euler speciell fiir den Gegenstand der zwei vor-
stehenden Abhandlungen, die Trigonometrie, geleistet hat,
findet sich auch gut gewiirdigt bei R. Wolf, Handbuch der
Astronomie, ihrer Geschichte und Litteratur, 1. Bd., 1. Hilfte,
Ziirich 1890; auf diese Bedeutung Euler's fir die Trigono-
metrie ist hier wenigstens noch ein Blick zu werfen.

a) Die analytische Behandlung der goniometrischen
Functionen ist recht eigentlich erst durch Ewler begriindet
und, darf man sogleich hinzuftigen, es ist dieser Abschnitt
der Trigonometrie und Analysis auch von ihm so ziemlich
abgeschlossen worden. Die Abhandlung von 1739 »Methodus
facilis computandi angulorum Sinus ac Tangentes tam naturales
quam artificiales« (erst 1750 in den Comment. der Petersb.
Ak. erschienen) gab einfache Reihen und Producte zur Be-
rechnung der Kreisfunctionen und ihrer Logarithmen; 1748
gab Euler die bequemen Reihen fiir sin z . 90° und cos 2 . 90°
mit einer grossen Zahl von Decimalstellen; die »Introduectio«
enthilt den ganzen analytisch-goniometrischen Formelapparat
in grosser Vollstindigkeit.

b) Auch der zweite Hauptabschnitt der Trigonometrie,
die ebene Trigonometrie, deren Behandlung durch Ewler wir
hauptsichlich aus einer Ausarbeitung seines Vortrags in Berlin
zu Anfang der 50er Jahre aus L. Bertrand’s Darstellung
kennen (Abschnitt Trigonometrie in dem Développement nouveau
de la partie élementaire des Mathématiques, Genf 1778, 2 Bde.)
war vor und nach Euler etwas ganz Verschiedenes. Wihrend
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man vorher die Lehrsitze tiber das ebeme Dreieck in um-
stindliche, durch Worte auszusprechende Analogien (Propor-
tionen) kleidete, hatte »dieser grosse Geometer die gliickliche
Idee, die Seiten des Dreiecks mit @, &, ¢ und ihre Gegen-
winkel mit 4, B, C zu bezeichnen« (Wolf). Man muss
damit allein schon Ewler als den Schdpfer der eleganten
Form und der mnemotechnischen Geschmeidigkeit, der be-
quemen Schreibbarkeit und bequemen praktischen Anwendung
unserer heutigen trigonometrischen Formeln bezeichnen. Auch
der Formel- und Rechnungs-Apparat der praktischen ebenen
Trigonometrie ist nach ihm nicht mehr besonders stark er-
weitert worden: mit den Gleichungen von Mol/wetde im ebenen
Dreieck und namentlich mit der Polygonometrie (Lezell, De
resolutione polygonorum rectilineorum, in den Comment. von
Petersburg 1775/76 und L’ Huslier, Polygonométrie, Genf 1789)
war, wenn wir von einigen Schwerfilligkeiten und Inconse-
quenzen der praktischen Rechnung in diesen #ltern Werken
absehen, so ziemlich alles vorhanden, was wir amch heute
benutzen und brauchen. — Es ist geradezu merkwtrdig, dass
jener, durch seine Einfachheit und sein Naheliegen um nichts
weniger geniale Einfall Euler's, die rationelle Bezeichnung der
»Stticke« des Dreiecks sich so langsam einblirgerte, dass z. B.
noch mehr als 30 Jahre spiter (1785) der so verdienstvolle
Boscovich fir Seiten und Winkel ganz willkirliche Buch-
staben verwendete, dass Cagnolt in seinem ausgezeichneten
Handbuch der Trigonometrie (1786) zwar fiir die Winkel die
Beziehungen 4, B, C annahm, fir die Seiten aber AB,
AC, BC behielt, ja dass in des gelehrten Pfleiderer gleich-
zeitiger Abhandlung (1785) »Anpalysis triangulorum rectilineo-
rum« nicht nur, der analytischen Goniometrie Euler’s zum Trotz,
der »Sinus totus« immer poch #ngstlich mitgeschleppt wird,
sondern z. B. der pythagoriische Lehrsatz fir das beliebige
ebene Dreieck, den wir jetzt mit Euler so bequem und leicht
merkbar in der Form
a®=10 4+ c*— 2bccos 4
schreiben, in der. Gleichung erscheint:
BO1 = AB1++ 401 — 24B X AC X C——°:;:_1f::0--
c) Noch mehr kam zunichst die erwihnte rationelle Be-
zeichnung Ewuler's der Raumtrigonometrie zu gute. W#hrend
aunch hier in der #ltern Zeit die wenigen bekannten Gleichungen
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in die Form schwerfilliger Analogien gekleidet wurden, konnte
Euler, allein schon in Folge der bequemen Uebersicht, den
Formelschatz gleichsam spielend vermehren; er zuerst stellt
neben jede Formel die ihr polar entsprechende, z. B. neben

cosa = co8b cosc -+ 8inbd sinc cos 4 auch
c08.A = — cos Bcos C + sin BsinC cosa ;

er fahrt zur bequemern Rechnung bei dhnlichen Formeln die
»Hitllfswinkel« ein; er leitet die logarithmisch 8o bequemen
Formem ftir die Functionen der halben Winkel ausgedritckt
in den Seiten und umgekehrt ab; er 13st jeden Fall des
sphirischen Dreiecks direct, ohne Zerlegung in rechtwinklige
Dreiecke auf; er tiberliisst der spitern Zeit, was den fir die
praktische Rechnung am sph#rischen Dreieck erforderlichen
Apparat betrifft, eigentlich tiherhaupt nur noch die Aufstellung
der Delambre’schen Gleichungen (Delambre 1807, Mollweide
1808, Gauss 1809), der L'Hutlier'schen Excessformel fir
tg 1 s in den Seiten ausgedriickt und der damit zusammen-

hiéngenden Formeln fiir (———) u. s. f.

3. Doch es moégen nunmehr die zwei hier tibersetzten
Abhandlungen FEuler’s tiber die sphirische Trigonometrie fiir
sich selbst sprechen. Ihre Titel sind:

Principes de la Trigonométrie sphérique, tirés de la
Méthode des plus grands et plus petits; Mémoires de I' Académie
Royale des Sciences et Belles-Lettres (Berlin), Classe de Philo-
sophie expérimentale. Tome 9, Année 1753 (verdffentlicht
Berlin 1755), 8. 223—257; und

Trigonometria sphaerica universa, ex primis principiis
breviter et dilucide derivata; Acta Academiae scientiarnm
imperialis_Petropolitanae, pro Anno 1779, pars prior (verdffent-
licht Petersburg 1782), 8. 72—886.

Beide Abhardlungen zeigen in hohem Grad die Klarheit
und systematische Anordnung aller Arbeiten Ewler's; aller-
dings macht sich seine oft etwas breite Darstellung, die sich
ofters bis zu Wiederholungen steigert, anch hier da und dort
bemerklich. Niemandem aber, der sich mit Trigonometrie zu
beschﬁftlgen hat, sollten diese beiden Abhandlungen unbekannt
sein. In der ersten wird, nachdem, unter stetem Ausblick
auf die sphiroidische Tngonometne, mit Hilfe der Variations-
rechnung die Formeln:
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sine:sin 4 =sind:sin B = sinc:sin C
co8 . A = — cos B cos C + sin B 8in C cos a
cos @ = cos b cos ¢ 4 sin b 8in ¢ cos A und
SinatgC —sinBtge =cosacosBtgCtge

als die vier Grundformeln der sphirischen Trigonometrie auf-
gestellt sind, die Auflssung aller Fille des rechtwinkligen
und beliebigen Dreiecks gelehrt. Wir betrachten jetzt freilich,
da wir zugleich mit der Ableitung der Formeln durch die
riumliche Coordinaten-Transformation ihre allgemeine Giltig-
keit nachweisen wollen (nach dem Vorgang am »astronomischen
Dreieck«), neben der ersten und dritten dieser Gleichungen
eine von der obigen vierten etwas abweichende Formel als
dritte Grundformel des Dreiecks und es ist bemerkenswerth,
dass Euler in der zweiten Abhandlung gerade diese drei
modernen Grundformeln, auf anderem Weg allerdings und
ohne den Nachweis allgemeiner Giiltigkeit, als solche aufstellt.
An sich ist freilich klar (und grade durch Euler klar ge-
worden), dass man von einer der Grundformeln ausgehend die
andern analytisch ableiten kann (vgl. die Entwicklung von Gua,
Trigonométrie sphérique in den Mémoires der Pariser Akademie
ftir 1783 und die vereinfachte von Lagrange in den »Solutions
de quelques Problemes relatifs aux Triangles sphériques, Jour-
nal de I'Ecole Polytechnique, 6. Heft, 1799); aber es ist doch
auch hinzuzufiigen, dass Gauss in seiner, gegen die Lagrange-
sche abermals vereinfachten Entwicklung (Werke, Band IV,
8. 401 —403: Entwicklung der Grundformeln der sphirischen
Trigonometrie), nachdem er, ziemlich umstindlich, die allge-
meine Giltigkeit seiner Ausgangsgleichung

cos @ = ¢08 b cos ¢ 4 sin b sin ¢ sin 4

nachgewiesen hat, in seinen »vier Grundformeln« (A) bis (D)
gerade die oben angeschriebnen vier Grundgleichungen der
ersten Abhandlung Euler’s ableitet. Die zweite der Euler-
schen Abhandlungen giebt in der That »dilucide derivata« An-
leitung zur sphirischen Dreiecksrechnung.

Was man beiden Abhandlungen vorwerfen kann, ist ausser
der, wie schon angedeutet, sich oft zeigenden grossen Aus-
fithrlichkeit der Mangel der Nachweise der allgemeinen Gltig-
keit der Formeln oder der Uniersuchung ihres Geltungs-
bereichs; (»moderne Strenge hilt zwar mit Recht manche
Euler'sche Beweise fiir ungentigend, allein die Sitze selbst
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bleiben fast durchgingig bestehen« [Cantor]). Eine empfind-
liche Liuicke ist insbesondre das Fehlen einer Discussion des
Casus ambiguus (gegeben zwei Seiten und der Gegenwinkel
der einen, oder zwei Winkel und die Gegenseite des einen).
Ferner hat es Wolf mit Recht auffallend gefunden, dass Euler
in den Formeln fiir die Functionen der halben Winkel, aus-
gedriickt in den Seiten, und umgekehrt, es unterlassen hat,
fir die Summe der Seiten, im zweiten Falle der Winkel, oder
noch besser fir die Hilften dieser Summen besondre Bezeich-
nungen einzufithren, wodurch diese Formeln so viel einfacher
und tbersichtlicher werden. [Uebrigens ist die Behauptung
Wolf’s, dass man diese Einfiihrung dann erst Delambre, ja
dauernd noch viel Spitern verdanke, irrthiimlich: z. B. findet
sich in der schon oben genannten Dissertation Pfleiderer’s
iiber die Auflgsung der ebenen Dreiecke von 1785 die Glei-
chung fiir die tg des halben Winkels in der allerdings nicht
eben anmuthigen Form der Analogie:
1838 —BC):(} §—AB)(}S§— AC) = sin. toti:tg%BAC’Q].
Was die Uebersetzungen der beiden Abhandlungen
betrifft, so habe ich, ohne dass ich geglaubt hitte, in den
Anmerkungen jede einzelne kleine Abweichung anzeigen zu
milssen, nicht tberall ganz wortgetreu, aber wie ich hoffe,
tberall sinngetreu tbersetzt; dies gilt besonders fir die zweite
Abhandlung (von 1779). Ich muss das Urtheil dartiber selbst-
verstindlich dem Kenner tiberlassen. Eine Anzahl von Druck-
fehlern in den FEuwler’schen Formeln ist verbessert. Nur iber
eine Aenderung, die man vielleicht etwas eigenm#chtig finden
wird, glaube ich noch einige Worte sagen zu milssen; es ist
ndmlich der franzésischen Schreibweise sin®*¢ statt der von
Euler angewandten deutschen sin ¢* fiir (sin ¢)* der Vorzug
gegeben. Der Streit ilber diese Bezeichnungen hat bekanntlich
seit fast 100 Jahren niemals geruht und ist auch hier nicht aus-
zutragen. An sich ist ja kein Zweifel, dass die einzige richtige
Schreibart (sin ¢)* wire, wenn man von der moch umstind-
lichern, und noch weniger tbersichtlichen, auch nur eben
allenfalls noch fir das Quadrat brauchbaren sin ¢ . sin ¢
absieht; es fragt sich aber ebem, wie soll man schreiben,
wenn die listigen, weil oft vorkommenden, Klammern
oder Surrogate daftir, wie der Strich in sin (p!, wegbleiben
sollen ? Die Schreibweisen tg®z und tg z* sind an sich beide
eigentlich unrichtig; denn die erste heisst nach sonstiger Ana-
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logie in der Analysis tang (tang z), die zweite aber eben so
gut tang des Quadrats von z, ebemso wie log a® nicht nur
(log @)*, sondern auch log (a®) bedeuten kann. Da in der
Trigonometrie (im Gegensatz zum analytischen Theil der
Goniometrie) diese beiden Bedeutungen, tang (tang z) und
tang (z®) nie vorkommen, so kann man hier, der Einfachheit
zu lieb, die eine oder andere der Schreibarten tg* z oder tg 2?
wihlen; da aber hier in der Trigonometrie im eben ange-
deuteten Sinne um so h#ufiger Ausdriicke wie: Quadrat der
—a
2

von 180° minus (8 4~ y) zu schreiben sind, so ziehe ich, mit vielen

Andern, hier stets tg® é_'2:_f , sin® —;-, cos*(180 — [8 + #])

und damit also auch sin® A4 u. s. w. vor. Man kdnnte sich zwar

tg von b , Quadrat des Sinus von { ¢, Quadrat des cos

2
z. B. die Schreibart tg 13_2_a (ohne Klammer) schliesslich ge-

fallen lassen, da auch eben das Fehlen der Klammer andeuten

konnte, dass das Quadratzeichen nicht zum Winkel, sondern zu
2
tg gehort; aber schon sin% wire nicht wohl mdglich und den

dritten Ausdruck von den oben angefithrten kénnte man ohne
dritte Klammer auch nicht schreiben. Also, wenn man nicht

mit Euler (tg

. Uebersetzung oft geschehen ist), so mag es in der prak-
tischen Trigonometrie, um die Klammern zu ersparen, bei

tg? b

2
3 %) schreiben will (wie ibrigens auch in der

—a und damit auch bei sin® « statt sin a® bleiben.

Die Ausdriicke fiir die Quadrate, die Euler noch in der
Form pp, CC, ... gebraucht, sind durch p?, C*®... ersetat;
an Stelle der FEuwler'schen A sin, A cos, ist unser arc sin,
arc cos benutzt.

Den Figuren habe ich, soviel man auch gegen die »zwei-
spitzigen« Abbildungen der Kugelkreise und andres einwen-
den kann, den Charakter der FEuler'schen lassen zu sollen
geglanubt. Auch die uns heute, da die Euler'sche Bezeichnung
in Fleisch und Blut tibergegangen ist, unndthig erscheinende
Wiederholung der Fig. 4 im zweiten Theil habe ich, als durch
den Ewler'schen Text vorgeschrieben, beibehalten.
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1) Zu 8. 12. Euler vermeidet in der Zusammenstellung
durchaus den Gebrauch der ctg; die letzte Formel in X.
schreiben wir z. B. gewthnlich cos ¢ = ctg 4 ctg B, wie Euler
gelbst auch in 12. thut.

2) Zu §. 13. Die Formeln fir die Winkel des recht-
winkligen sphirischen Dreiecks schreiben wir jetzt gewéhnlich:
sind=..., co84=---, tgAd = ..., wobei die Analogie
mit dem ebenen rechtwinkligen Dreieck die Formeln sehr
leicht zu merken gestattet. Die Euler'sche Anordnung der
Gleichungen hat tbrigens ebenfalls ihre gute Berechtigung,
wie man bei ihrem Anblick erkemnen wird.

3) Zu 8. 18 bis 22. Die Umformungen 19. bis 29., die
mit den in 17. und 18. gewonnenen vier Grundgleichungen
vorgenommen werden, um die Gleichungen (I) bis (IV) in 30.
zu erhalten, erscheinen auf den ersten Blick kinstlich und
willktirlich (wie sie auch etwas weitschweifig behandelt sind).
Warum gerade diese Combinationen? muss der Anfinger
fragen; er wird aber bald die systematischen Grilnde erkennen,
die zu diesen Umformungen fiihren.

4) Zu S. 23. In den Gleichungen II und III hitte eine
etwas andre Ordnung gewihlt werden konmen, nur in der
Gruppe IV hat} Euler genau cyklisch vertauscht.

5) Zu 8. 24. Hier wiirde man lieber in der 2. Formel
von der 1.Yaus cyklische Abwechslung sehen, also

cosdb — cosccosa

cos B = - - ,
gin ¢ sin @

Euler liebt es aber, die Buchstaben in jedem Fall alpha-
betisch zu ordnen; vgl. auch unten.

6) Zu S. 25. Auch hier wiirde man in der zweiten und
dritten Gleichung von 37. lieber andre Ordnung sehen, némlich
in den Klammern a stets voran und nur in den Zeichen successive
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Vertauschung ; tibrigens ist die Ewler'sche Anordnung, die die
Buchstaben versetzt, das Minuszeichen in der ersten und
zweiten Klammer aber an seiner Stelle lisst (2. Summand,
bezw. 3. Summand), ebenfalls leicht zu merken. Dieselbe Be-
merkung gilt fir 38.

«7) Zu 8. 26. Zu 39. gilt ihnliche Bemerkung wie zu 37.;
die dem Winkel gegeniiberliegende Seite steht in den beiden
Zihlerklammern am Beginn, in den zwei Nennerklammern
am Sechluss.

Ueber die Nichtanwendung einer Bezeichnung fiir (¢ + 6 ¢)

a+b4c
2

.oder besser s. das »Nachwortc.

8) Zu S. 27 u. 28. Auch hier ist in 43. und 44. nicht
cyklisch vertauscht, sondern die Buchstaben sind alphabetisch
geordnet.

9) Zu 8. 28 bis 31, Nr. 45, 47. u. 48., 49., 52. w. 53.
gelten dieselben Bemerkungen wie zu 35., 37. und 38., 39,
43. und 44.

10) Zu §. 36. Ein auffallender Mangel ist hier, wie
schon im »Nachwort« angedeutet ist, das Fehlen einer Er-
orterung tiber die Zweideutigkeit dieser Aufgaben.

11) Zu 8. 37 bis 39. Der Satz, dass sich der Inhalt
eines sphiirischen Dreiecks zur Oberfliche der Kugel verhilt,
wie der Excess des Dreiecks in Graden zu 720° scheint erst
im ersten Drittel des 17. Jahrhunderts gefunden worden zu
sein (vielleicht von Girard, der ihn in der »Invention nou-
velle« 1629 ohne Beweis anfiihrt). Auch der im Text von
Euler gegebene interessante Beweis ist iibrigens nicht ganz
einwandfrei.

IL

12) Zu 8. 41 u. 42. Es ist von grossem Interesse (wenn
auch der Grund daftir leicht einzusehen ist), dass die drei
Grundgleichungen, cosc=-:., sincsin4=---, sinccos A=---,
die Euler hier geometrisch (und ohne Nachweis ihrer allge-
meinen Gtltigkeit) ableitet, genan dieselben sind, wie die, auf
die die heutige Ableitung der Grundformeln des Dreikants



Anmerkungen. 65

durch riumliche Coordinaten-Umwandlung fithrt, bei der man
zudem den-Nachweis der allgemeinen Giltigkeit mit erhilt.
Diese neue Ableitung ist, wie im »Nachwort« bereits ange-
deutet wurde, zuerst fir die Zwecke der sphirischen Astro-
nomie eingefithrt worden; vgl. von spitern Publicationen z. B.
die sehr klare Entwicklung in der sph#rischen Astronomie
von Briinnow.

13) Zu 8. 42. In § 5. ist im Interesse grosserer Symmetrie
die Euler'sche Anordnung der drei Gleichungen des Sinus-
Satzes durch vollstindig cyklische Schreibweise ersetzt.

14) Zu 8. 45 u. 46. Der Name Polardreieck findet sich
bei Euler noch nicht; tiberhaupt ist hier nicht ganz wort-
getreu ibersetzt.

15) Zu 8. 46 u. 47. Hier ist in § 14. und 15. im Inte-
resse der Symmetrie ebenfalls ganz cyklisch geordnet, vom
Original etwas abweichend.

at+b+c

16) Zu S.48. Ueber die Nichtanwendung von s= 3

in § 20. vgl. das »Nachwort«. Im ersten Factor des Nenners
ist die Ordnung etwas abge#indert; #hnliche Bemerkung zu § 21.
17) Zu §.52 bis 54. Die Nummern I bis VI fiir die 6 Fille
des Dreiecks sind von mir beigesetzt; bei I und II ist die
Euler'sche Ordnung, die sich leicht durch eine etwas bessere
(wie oben) ersetzen liesse, tibrigens ebenfalls leicht ibersicht-
lich und merkbar ist, beibehalten. In III und IV hat Euler
selbst vollstindig cyklisch vertauscht, ebenso in V und VL
Bei den Aufgaben V und VI sagt Euler ohne weiteres,
dass zwei Seiten und ihre Gegenwinkel (also 4 Stiicke)
gegeben seien, indem er sich im Fall zweier gegebener
Seiten den zweiten Gegenwinkel .
{Winkel die zweite Gegenseite } durch den Sinus-Satz be-
stimmt denkt; auf die Zweideutigkeit dieser beiden Aufgaben
geht er auch hier nicht ein.

Hammer.

Ostwald's Klassiker. 73. 5
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