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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der
Mathematik, der technischen und Naturwissenschaften

nach allen Richtungen hin weiter auszubauen, ist mein stetes durch das
Vertrauen und Wohlwollen zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Ge-
biete von Erfolg begleitetes Bemithen — mein einschligiger Katalog bietet
Lehrenden und Lernenden schon jetzt eine grofse Zahl wissenschaftlicher
Monographieen und dem Unterrichte dienender Werke dar —, und ich
hoffe, dafs bei gleicher Unterstiitzung seitens der Gelehrten und Schulminner
des In- und Auslandes auch meine weiteren Unternehmungen der Wissenschaft
und der Schule jederzeit forderlich sein werden.

Verlagsanerbieten

gediegener Arbeiten auf einschligigem Gebiete werden mir deshalb, wenn
auch schon gleiche oder #hnliche Werke iiber denselben (egenstand in
meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein.

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders
auf die von den Akademieen der Wissenschaften zu Miinchen und Wien
und der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen herausgegebene

Encyklopiidie der Mathematischen Wissenschaften
aufmerksam, die in sieben Bénden die Arithmetik und Algebra, die Analysis,
die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die Geodisie und Geophysik und
die Astronomie behandelt und in einem Schlufsband historische, philoso-
phische und didaktische Fragen besprechen, sowie ein Generalregister zu
obigen Binden bringen wird.

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags,

Mathematische Annalen, Bibliotheca Mathematica, Jahres-
berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Zeitschrift
fiir Mathematik und Physik, Zeitschrift fiir mathematischen
und naturwissenschaftlichen Unterricht,
die ich der freundlichen Unterstiitzung der mathematischen Welt besonders
empfehlen mdchte.
Seit 1868 verdffentliche ich in kurzen Zwischenriiumen:
Mitteilungen der Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner.
Diese ,,Mitteilungen“, welche unentgeltlich in 20000 Exemplaren sowohl
im In- als auch im Auslande von mir verbreitet werden, sollen das Publikum,
welches meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen,
unter der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unternehmungen
des Teubnerschen Verlags in Kenntnis setzen und sind, ebenso wie das bis
auf die Jingstzeit fortgefithrte jihrlich zwei- bis dreimal neu gedruckte
Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner
auf dem Gebiete der Mathematik, der Technischen und Naturwissen-
schaften nebst Grenszgebieten, 94. Ausgabe [XXIX u.125 8. gr. 8]
in allen Buchhandlungen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber
auch unter Kreuzband von mir unmittelbar an die Besteller iibersandt.

LEIvziG, Poststralse 3.
’ B. G. Teubner.
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Yorrede.

Als ich im Herbst 1898 den Plan zur Veriffentlichung der vor-
liegenden Vorlesungen fasste, waren es namentlich zwei Gesichtspunkte,
die ‘mich hierbei leiteten.

Erstlich war der damalige Stand unserer neueren deutschen Lehr-
buchlitteratur fiir mich massgeblich. Wir verfiigen iiber einen beson-
deren Reichtum an eingehenden Specialwerken iiber die verschiedensten
Gebiete der hoheren Mathematik. Es ist andererseits kein Mangel an
brauchbaren Biichern itber die Elemente, vor allem die Differential-
und Integralrechnung. Etwas dirftiger dagegen schien mir jenes
mittlere Gebiet bedacht zu sein, welches sich dem Studierenden der
Mathematik unmittelbar nach den Vorlesungen iiber Differential- und
Integralrechnung offnet, noch ehe er an das Studium der Special-
werke herangeht. Die neueren franzisischen Lehrbiicher iiber hohere
Analysis stehen in dieser Hinsicht etwas giinstiger da. Es ist die
Regel, dass sich dieselben iiber das engere Gebiet der Differential- und
Integralrechnung hinaus auch dber elliptische Functionen, lineare Diffe-
rentialgleichungen, partielle Differentialgleichungen u. a. eingehender
dussern. Natiirlich ist die compendiése Form, in welcher diese Disci-
plinen dabei zur Darstellung gelangen, nur zur Einfithrung und ersten
Orientierung geeignet. Dem Wunsche, ein dem gleichen Zwecke
dienendes deutsches Lehrbuch zu besitzen, entsprang der Plan zur
Herausgabe dieser Vorlesungen.

In den letzten anderthalb Jahren haben sich die Verhaltnisse nun
freilich nicht unwesentlich geéindert und giinstiger gestaltet. Ver-
schiedene grosse Verlagsanstalten sind Hand in Hand mit berufenen
Autoren daran gegangen, ganze Reihen mathematischer Lehrbiicher
zu planen und haben die Pline zum Teil bereits zur Ausfithrung ge-
bracht. Es ist sehr wohl moglich, dass im weiteren Fortgang dieser
Unternehmungen auch speciell denjenigen Zielen, denen das vorliegende
Buch dienen soll, Rechnung getragen wird. Wahrscheinlicher ist mir

&.



v Vorrede.

nach dem, was ich bis jetzt sehen kann, dass mein Buch auch neben
den in Rede stehenden Unternehmungen seine selbstindige Bedeutung
bewahrt; und vielleicht werde ich wagen, die gleiche Bemerkung auch
von einem weiteren Bande auszusprechen, in welchem ich eine Reihe
von Disciplinen der Algebra und Geometrie zu behandeln beabsichtige.

Fiirs zweite mochte ich mit dem vorliegenden Buche und nament-
lich auch mit seiner eben angedeuteten Fortsetzung gewissen Wiinschen
dienen, welche sich mir bei meiner Lehrthitigkeit an einer technischen
Hochschule lebhaft aufgedringt haben. In der That ist es ein be-
rechtigter und oft ausgesprochener Wunsch, die technischen Hoch-
schulen méchten in der Heranziehung und Ausbildung ihrer kiinftigen
mathematischen Docenten mehr als bisher in freien Wettbewerb mit
den Universititen treten. Das wire gewiss von heilsamen Folgen; und
es ist auch keinem Zweifel unterworfen, dass, wenn man den tech-
nischen Hochschulen eine Entwicklung in der gekennzeichneten Rich-
tung noch mehr als jetzt erméglicht, hier ein lebenskriiftiger Zweig
derselben gewonnen werden wird. Ich kann den gelegentlich gehérten
und gelesenen Ausserungen von den so verschiedenen Beanlagungen zur
Technik einerseits und zur Mathematik andererseits durchaus nicht
beistimmen. Wohl noch keiner Gteneration von Studierenden, die ich
in die hohere Analysis einzufithren hatte, hat es an Solchen gefehlt,
die, obwohl sie die Technik zu ihrem Lebensberuf wihlten, den mathe-
matischen Wissenschaften ausgesprochene Anlage und namentlich auch
diejenige Liebe entgegenbrachten, ohne welche zumal der Lehrer der
Mathematik nicht gedacht werden kann. Es wiirde unzweifelhaft
. ntitzlich sein, solchen Studierenden auch innerhalb des geordneten
Lehrgangs der technischen Hochschulen in noch etwas erhGhtem
Masse, als es bis jetzt geschieht, Gelegenheit zu einer weitergehenden
mathematischen Ausbildung zu geben.

Diese Worte wollen nicht so verstanden sein, dass ich an den
technischen Hochschulen Pflegestitten abstract mathematischer Aus-
bildung zu sehen wiinschte. Vielmehr soll sich die Mathematik in
lebendiger Wechselwirkung zumal mit ihrer niichsten Nachbarin, der
Mechanik, dem Organismus der technischen Hochschulen einordnen*).
Dass die Mechanik die wesentlichste Grundwissenschaft der Technik
ist, wird kaum einen Widerspruch erfahren; und man kann nur

*) Wir stehen in einer Zeit, wo diese Wechselwirkung zwischen Technik
und Mathematik trotz mancher Hindernisse an Boden gewinnt. Unter anderen
Erscheinungen spricht hierfir die allseitig beifillige Aufnahme, welche die der
angewandten Mathematik zugekehrte Tendenz der unter Mehmke's Leitung
stehenden Zeitschrift fir Mathematik und Physik gefunden hat.



Vorrede. v

wiinschen, dass diese so vielgegliederte und reich entwickelte Wissen-
schaft der Mechanik an den technischen Hochschulen mdglichst all-
seitig zur Pflege und Geltung gelangt. Die Mathematik sollte daneben
aber insoweit zum regelmissigen Lehrgegenstand werden, als sie zum
Verstindnis der Mechanik (und selbstverstindlich auch anderer Teile
der technischen Wissenschaften) erforderlich ist. Allerdings wird man
ja heutigestags in Deutschland noch nicht an allen massgeblichen
Stellen die Meinung Lord Kelvin’s teilen, die uns Perry in den
Worten itbermittelt, ,,...... there is no useful mathematical weapon
which an engineer may not learn to use“*). Aber ich darf wohl auf
Zustimmung hoffen, wenn ich die Meinung #ussere, dass zu einem
tiefer gehenden Verstindnis der Mechanik sowohl in ihren Grund-
problemen als in ihren Einzelausfithrungen verschiedene mathematische
Disciplinen erforderlich sind, die zur Zeit leider eine regelmissige Pflege
an den technischen Hochschulen nicht finden. Ich glaube, dass die im
vorliegenden Buche zur Behandlung kommenden Gegenstinde den ge-
meinten Disciplinen mittelbar oder unmittelbar zugehdren; die Aus-
fuhrungen an Beispielen aus der Mechanik, welche ich einigen Kapiteln
beigefiigt habe, mogen hierfiir sprechen.

Diese Bezugnahme auf die Anwendungen hilt sich in den nach-
folgenden Vorlesungen einstweilen noch in bescheidenen Grenzen. In
Amerika und England sehen wir vielfach ein Unterrichtssystem in
Kraft, bei welchem mit relativ geringfiigigen mathematischen Hilfs-
mitteln hochst ausgedehnte Gebiete der Anwendungen berithrt werden.
Der richtige Weg liegt auch hier gewiss in der Mitte. Um ihn mit
Erfolg zu betreten, wird die Mathematik mit den technischen Wissen-
schaften unter gegenseitiger bereitwilliger Férderung Hand in Hand
gehen miissen. —

Die Tafeln der Kugelfunctionen ete. (pg. 69ff.) habe ich dem
Pg- 26 genannten Werke von Byerly entlehnt, desgl. die Tafeln der
elliptischen Functionen (pg. 273 ff.) dem pg. 272 genannten Werke von
Lucien Lévy. Beide Herren Verfasser haben mir hierzu freundlichst
die Erlaubnis erteilt, wofiir ich auch hier danke.

Ein pasr Verbesserungen und Ergiinzungen sind am Schlusse des
Buches angefiigt; ich bitte den Leser hiervon gleich anfangs Notiz zu
nehmen, damit bei der Lectiire der einzelnen in Betracht kommenden
Stelle die Ergéinzung sogleich mit zu seiner Kenntnis gelangt.

Braunschweig, den 10. April 1900. Robert Fricke.

*) Cf. Perry, The calcwlus for engineers (London 1899), pg. 6.
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Erstes Kapitel.

Fourier'sche Reihen.

Fiir die anregende Wirkung, welche die Probleme der theoretischen
Naturbetrachtung auf die Entwicklung der Mathematik ausgetibt haben,
ist das Beispiel der sogen. ,Fourier’schen Reihen“ ein sehr lehr-
reiches.

Es war um die Mitte des vorigen Jahrhunderts, als eine Anzahl
hervorragendster Mathematiker, unter ihnen d’Alembert, Euler,
Daniel Bernoulli, das Problem der Schwingungen einer elastischen
gespannten Saite zu untersuchen begann. Handelt es sich um ebene
und rein transversale Schwingungen und entfernen sich die einzelnen
Punkte der Saite nur sehr wenig aus ihrer Gleichgewichtslage, so ist
die Schwingung nahehin eine solche, dass fiir sie bestéindig die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung:

2 3
&) =l
giltig ist*). Hierbei sind z, y die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes der Saite, £ bedeutet die Zeit und o ist eine gewisse positive
Constante; es liegt ferner der Differentialgleichung die Annahme zu
Grunde, dass die Saite in ihrer Ruhelage auf der z-Axe gelegen sei,
etwa zwischen # =0 und z = [, unter ! die Saitenlinge in der Ruhe-
lage verstanden.

Mathematisch kleidete sich daraufhin das vorliegende Problem
folgendermassen ein: Zur Zeit ¢ = O habe die Saite die durch y=f(z)
gegebene Gestalt, wo f(x) eine im Intervall 0 < z <1 willkiirlich ge-
wdhlte stetige Function ist, welche wegen der festgehaltenen End-
punkte der Saite fiir z == 0 und z = verschwindet; es sei ferner zur

Zeit t =0 die Geschwindigkeit jedes Punktes der Saite durch 24 — g (z)

*) Man findet eine Ableitung dieser Differentialgleichung z. B. in den von
K. Hattendorf herausgegebenen Vorlesungen B. Riemann’s dber ,,Partielle

Differentialgleichungent* (Braunschweig 1882) pg. 190 ff.
Fricke, analyt.-functi th. Vorl g 1
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gegeben, wo von g(z) dieselben Bemerkungen gelten, wie von f (z):
Welches ist alsdann die Gestalt der Saite zu irgend einer beliebigen
Zeit t? Dieselbe wiirde durch ein Integral y = F'(z, f) der obigen
partiellen Differentialgleichung (1) gegeben sein, welches den vorliegenden
Anfangsbedingungen :

@) F@O)=f@, ) _=9@

zu genfigen haben wiirde.

Hier war es nun D. Bernoulli*), welcher eine Bemerkung Taylor’s
verwertete, dass namlich der fraglichen Differentialgleichung jedes der
beiden Producte:
®3) cos#t-sin”—l—“z, sin#f-sin'%‘x
und zwar fir jede ganze Zahl n Geniige leiste (wobei iibrigens sogleich
fir # = 0 und z=1 die Werte dieser particuliren Integrale in Uber-
einstimmung mit der Forderung des Problems verschwinden). Bei der
Bauart der Gleichung (1), welche in den Ableitungen von y ,linear“
und ,homogen“ ist, folgerte Bernoulli a. a. O. hieraus, dass auch jede
Summe:

2(a.cos———t+b sin 275 t) sin 2% z

mit beliebigen Constanten a,, b, der Gleichung (1) geniige; und es
entstand insbesondere die lange umstrittene Meinung, dass in der un-
endlichen Reihe:

nra

4 = Gy €08 —— ¢ + by sm——tsxn—a:

@ y= 3 + )

das ,allgemeine Integral“ unserer Differentialgleichung vorliege*¥).
Hieraus nun ergab sich das Grundproblem, welches die Theorie der

Fourier'schen Reihen beschiftigt hat. Liegt unter (4) wirklich das

oben gesuchte Integral F(z,¢) vor, so erhdlt man fir ¢ = 0:

®) f@=asin="+asin2 "+ a3

und also muss es mdglich sein, die im Intervall 0 < z <1 ,willklirlich
gewihlte“ Function f(z) in eine Reihe zu entwickeln, die nach den Sinus

*) Siehe die ,,Mémoires de 1'académie de Berlin* von 1753 pg. 147.

**) Man vergl. die ausfiihrlichen Angaben Riemann’s dber die Geschichte
der Fourier'schen Reihen am Anfang der Abhandlung ,Uber die Darstellbarkeit
einer Function durch eine trigonometrische Reihe”, B. Riemanns gesammelte Werke
(Leipzig, 1876) pg. 213.
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der Vielfachen von sz fortschreitet. Unter unwesentlicher Verall-

gemeinerung werden wir hier zu folgendem Probleme gefithrt: Im
Intervall — z <2<+ 7 sa eine willkiirlich eu wihlende Function
f (z) eindeutig definiert; giebt es fiir dieselbe eine Darstellung durch die
Reihe:
6) f(z)=—;b,,+blcosa:+b,cos2a:+b,cos3x+-'--

' +a,sinz+ a;s8in 2z 4 aysin 3z 4 - - -,

welche nach Cosinus und Sinus der Vielfachen vonm z fortschretet, und
welches ist fir diesen Fall das Bildungsgesets der Coefficienten a, b?

Dieses Bildungsgesetz war in Specialfillen bereits bei Lagrange
angegeben; es handelt sich um Darstellungen der a,, b. durch gewisse
psoestimmte Integrale“, wie wir sie alsbald kennen lernen werden.
Fourier®) behauptete 1807 die Allgemeingiiltigkeit des fraglichen
Bildungsgesetzes fiir willkiirliche Functionen; sein Eingreifen ist so
entscheidend fir die Theorie der Reihen (6) geworden, dass man sie
nach ihm als , Fourier'sche Reihen® bezeichnet.

Der einwurfsfreie Beweis fiir die Richtigkeit der Fourier'schen
Angabe ist aber erst 1829 durch eine dusserst scharfsinnige Con-
vergenzbetrachtung Dirichlet’s**) fiir eine grosse Classe von Func-
tionen f (z) gefihrt worden, und zumal fiir alle diejenigen Functionen,
welche bislang fiir die Anwendungen eine Bedeutung gewonnen haben.

§ 1. Integralgestalt der Coefficienten einer Fourier'schen Reihe.

Die im Intervall — z <z < 4 x willkiirlich gegebene eindeutige
Function f(x) gestatte die Darstellung in einer unendlichen Reihe:

(1) f(z)=-;—bo+blcos:c+b,cos2z+b,cos3a:+----
+a sinz+ agsin2z 4 aysin3z 4 ----

Zur Bestimmung von b, multiplicieren wir mit cos nz - dz und
integrieren zwischen den Grenzen — z und + . Darf man die un-
endliche Reihe rechter Hand gliedweise integrieren, so folgt:

” -!-x
2 ﬁ(x) cos nz dz = —} by | cos nz dz
—=

—_%

n n
+2 [b,,.fcos mz cos nx dz 4+ a,,:j:in mz cos nx dz].

m=1 —_n —_n

*) Cf. ,Bulletin des sciences pour la société philomatique® t. 1, pg. 112.
*%) Journ. f. Math. Bd. 4, pg. 158.
1%
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Das erste rechts auftretende Integral verschwindet fiir » > 0 und
ist = 23: fir n = 0. Fir das zweite Integml gilt:
+n
2‘/003 mz cos nx dx =jcos (m+n)z-dz+ [ cos (m—n)z-dz.

—n

Da aber m eine positive und n eine nicht-negative ganze Zahl bedeutet,
so verschwindet in der letzten Gleichung rechter Hand das erste Inte-
gral stets, und das zweite ist nur fiir m — n von O verschieden, und
zwar dann = 2x. Das dritte Integral auf der rechten Seite von (2)
verschwindet stets, da der Integrand sin mz cos nz eine ungerade
Function von z ist. Man folgert somit aus (2) fir jede nicht-negative
ganze Zahl n:

n
f(z) cos nx dz = b, - x.

—n

Die Multiplication der Gleichung (1) mit sin nz - dz fithrt ver-
moge Integration zwischen den gleichen Grenzen — x und 4 =z in
entsprechender Art zur Berechnung der Coefficienten a,.

Man gelangt auf diese Weise zu den von Fourier a. a O. an-
gegebenen Integralgestalien fir die Coefficienten an, ba:

n +n
@) an= -,17 f@)sinnzdz, b= % f f (%) cos nz dz.
—_n —_n

Ftr die Brauchbarkeit dieser Formeln ist offenbar erforderlich,
dass fiir die Function f(z) und damit auch fiir die Producte f(z) sin nz,
f (z) cos nz bestimmte Integrale (3) tiberhaupt existieren, dass also
in f(z) eine sogen. integrierbare Function“ vorliege. Diese Voraus-
setzung, welche bei den fiir die Anwendungen bislang wichtig ge-
wordenen Functionen erfillt ist, soll fiir jede weiterhin in Betracht
kommende Function f(z) als giiltig angesehen werden.

Wie aber die andere oben gestellte Bedingung, dass némlich
die Reihe (1) zur Berechnung der Integrale f f(z)cosnzdz u. s w.
gliedweise integriert werden diirfe, in Dirichlet’s Behandlung der Fou-
rier'schen Reihen aufgelst wird, soll in § 3 erklirt werden. Einige
hierzu nétige Hilfssitze werden in § 2 vorausgesandt.

§ 2. Dirichlet’s Hilfssktze zum Oonvergenstheorem der Fourier'schen
Reihen.

Bildet man die Gleichung:
sin (2k 4+ 1) « — sin (2% — 1) u = 2 sin u cos 2ku
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fir k=1,2,..., n und addiert alle #» so entstehenden Gleichungen,
so folgt:
(1) si"(2"+l)—u—l=22cos2ku,

k=1

sin

x
2

. j
*sin 2n + Du x
J—sm——du—? —22fcos2kudu.
0 =1y

Da hier jedes der rechts stehenden Integrale einzeln verschwindet, so
ergiebt sich:

EY

sin (2n 4 u d“=1

8in 2

2

.

Die wesentlichste Grundlage fiir die Dirichlet'sche Behandlung der
Fourier'schen Reihen wird nun geliefert durch folgenden

Hilfssatz I: Ist a eine dem Intervall 0 < a _<_% angehirende Zahl,
und bedeutet @(u) eine Function, die im Intervall 0 < u < a eindeutig,
stelig, positiv und mit u niemals gleichdindrig ist*), so gilt die Grens-
formel:

. in (2 1
(4) lim. [ @) =5t a0 =3 90)-
0

Der etwas umstindliche Beweis dieser Behauptung ldsst sich

folgendermassen gliedern:
1) Unter n eine positive ganze Zahl verstanden, setze man zur

Abkiirzung:
3) f¢(u) sin@nt Du g o,

sin %
[

Das Integrationsintervall werde in (k 4 1) durch
0 n 2% 3= kx
'en 17 2mF1? ;417777 a1’
fixierte Teilintervalle zerlegt, wobei die ganze nicht-negative Zahl % so
gewihlt sein soll, dass

a

kx &4 1=
2n+l<aS 2n 41

zutrifft. Setzt man:

*) d. h. mit wachsendem w niemals selber wichst.
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(r+1)=n

Snd1
v sin 2n 4+ 1) u
©) 6, =(—1) f Pu) — g — %,
vn
ind1

wobei jedoch filr v =k die obere Integralgrenze durch a ersetzt werden
soll, so ist offenbar jedes &, positiv, und man hat fir @, die Dar-
stellung: -

(5) O, —6p—0,+06,—6,+ -+ (—D'a.
Transformiert man Formel (4) in die Gestalt:

3--{-1 9 "
f? v +2n+l .sm(n”v+ 0 dv’
fin (2n+ it ")

so folgt aus der Eigenschaft von ¢(«), im Intervall 0 <u <a mit u
niemals gleichéindrig zu sein, die Ungleichung 6, > 6,4+, fiir alle In-
dices v=20,1,---,k — 1.

Hieraus und aus der Formel (5) ziehen wir den Schluss, dass fir
jeden Index 2u <k die Ungleichungen gelten:

(6) 6—0,+ 03— -—03u_1 < Pa< G,—0, + 63—+ 63,-
2) Diesen Ansatz specialisiere man flir den zuléssigen Fall ¢ (u)=1

T . . . . . . .
und a = o, wobei k=1 wird. Bezeichnen wir die speciellen hier

eintretenden Integralwerte o, etwa durch 7, und berficksichtigen, dass

zufolge (2) gegenwirtig das Integral @, — —’25 wird, so tritt an Stelle
von (6) im speciellen:

M "’o—"1+fs—"'— Tep—1 <%<'o_"1 + 75—+ T4,

wo 2u in derselben Bedeutung wie unter (6) gebraucht ist.
3) Da @(w) im ganzen Intervall des Integrals o, nirgends grisser
((v +1)

als @ (Eﬁ‘-—i) und nirgends kleiner als g (%=

aus (4)

ist, so ergiebt sich

i r+1=
w(m)‘fyZO',gq)( 2”+1) * Ty
Man schliesst hieraus leicht auf die Richtigkeit von:
? (5ars) Br—1—) S Gros—0, -

Wendet man diese Bedingungen auf die beiden in (6) vereinten Un-
gleichungen fiir @, an, so folgt:
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D> 9 (T:-l') (—m)+ o (2:;%) (rs—1s)
+--+9 (%“m‘ (Pap—3s—Tau—1),

D, <9p(0)7,— o (27_’;_—1) (m—7)—9 (2—,:%]) (rs—70)

——9 (%) (Tau—1—73,) -

Da aber keiner der hier vorkommenden Werte ¢ (2” +1) kleiner als
® (2:—‘_’:1) ist, 80 werden um so mehr die beiden folgenden Ungleichungen
richtig sein:

@, >0 (2:‘:_‘1) G—n+Hm—%+ T —T—1),
<[r@— o (55) | = + @ (rrps) o=+ 7 — -+ 1)
Unter Vermittlung von (7) schliessen wir von hieraus auf:

(8) 79 (2:‘:-‘1) T 9 (2n+ 1) <o
<50 () + [pO— v (@F) o+ o (@)

4) Man lasse jetzt die ganze Zahl n grossere und grossere Werte
annehmen und wihle dabei insbesondere u stets als die grosste unterhalb

9———'2”'*' gelegene ganze Zahl, so dass man hat:

® Lim. g — o0, ”li::g_,,_ﬁ=0'
Fir r, folgt aus (4), indem man @(u) =1 setzt:
(r+1)n
In4-1
W< —— (_‘;) /;m @Cn4+1)u- du—l’ .2"'1',: ,
1 - T
v
Inti
woraus man fir v — 2y vermdge (9) den Grenzwert lim. z;, =0 ent-

nimmt, wihrend fiir ¥ = 1 unter Gebrauch von (7) folgt:

2 2nf1
n<Fta<i4g

2n+41
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Da hiernach 7, fiir lim. %2 = oo unterhalb einer angebbaren endlichen
Zahl bleibt, so haben wegen der Stetigkeit der Function ¢(u) die
beiden Ausdriicke, zwischen welche der Betrag @, in den Formeln (8) ein-
geschlossen wurde, fiir lim. n = oo den gemeinsamen Grenzwert —;5 2(0).
Hiermit aber ist die Gleichung (A) bewiesen.

Hilfssatz II: Ist O<a<b__<=g-, und geniigt @(u) im Intervall

a<luZlb den beim Hilfssale I genannten Bedingungen, so gilt die
Grensformel :

b
(B) lim. [(u)22CrE0%,, 0.

e sinu
a

Definiert man némlich die Function ¢(%) im Intervall 0 <u <a
dahin, dass sie daselbst constant = @(a) sei, so hat zufolge (A) jedes
der Integm.le

sm(2n+ Hu sm(2n+l)u
f(p( ) sin ¥ du, fq)( ) 8in ¥

fiir lim. n = oo den Grenzwert % 9(0). Ihre Differenz hat demnach in
der That den Grenzwert O.
Zusatz I: Die Formeln (A), (B) bleiben giiltig, falls man von
der Forderung, @(u) set im Inmtegrationsintervall iiberall positiv, absieht.
Da nidmlich ¢(«) im Intervall diberall stetig und also endlich ist,
so kann man eine positive Constante ¢ so wihlen, dass ¢ 4 ¢ (%) im
Intervall iiberall positiv ist. Dann kniipfe man z. B. fir Formel (A) an:

c‘/‘sm(its::: l)“du-l-f(p(u)sm(zs;t l)udu f[c_,_ (“)]gm(i;t 1)u
0

woraus sich fiir lim. # = oo ergiebt:

of +lim [o) OEE du=[c+ 9 0] F,
0

d. i. die Gilltigkeit der Formel (A) fiir ¢(u).

Zusatz II: Man kann ferner an Stelle der Forderung, @(u) sei
mit w niemals gleichindrig, die entgegengesetzte treten lassen, dass @(u)
im Integrationsintervall mit w niemals ungleichdindrig ist.

Im letzteren Falle gelten nimlich die Formeln (A), (B) fir die
Function — ¢ (%) und also zufolge ihrer Bauart auch fiir ¢(u).

Hilfssatz III: Die Formel (A) bleibt giiltig, falls die Function @ (u)
im Intervall 0 < u < a eindeutig und endlich ist und ebenda nur endlich
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viele Maxima und Minima besitst, sowie nur eine endliche Anzahl von
Unstetigkeitsstellen (mit endlichen Spriingen) aufweist.
Durch die Argumente % mit den Maximal- und Minimalwerten
o(u) sowie durch die Unstetigkeitsstellen ist das Intervall 0 <u<a
in endlich viele Teilintervalle zerlegt. Fir das am Punkte u =0
liegende Teilintervall gilt Formel (A), fir die #@ibrigen Formel (B).
Die Addition dieser einzelnen Formeln ergiebt die Richtigkeit der Be-
hauptung. —

Ist u, eine Unstetigkeitsstelle von ¢ (%), so werde symbolisch
durch ¢(u, 4 O) resp. ¢(¥, — 0) der Grenzwert der Function bei An-
néherung an u, von rechtsher resp. von linksher bezeichnet. Im
gleichen Sinne wird man den in Formel (A) gemeinten Functionswert
¢ (0) genauer durch @(-+ 0) zu bezeichnen haben.

Hilfssatz IV: Ist % < a <=, wihrend tibrigens die Voraussetzungen
des Satzes III erhalten bleiben, so gilt:

8ln %

@) i, [p RO 4y 2 g (4 0),
(]
falls a < = qilt; dagegen hat man fiy a = x:
©  lm w(u)f%ﬂd u=13[9(+0)+9@—0).
Man hat némlich gegenwirtig:
J it e, j o) Gt du— A ) o du,
3

oder wenn im letzten Integral u = x — v geschrieben und zugleich
der Grenziibergang fir lim. n = oo vollzogen wird:

IR

n

]
2n41 i g
tim, [(p() 28t D du =5 p(+0)+lim [o(x—o) =G50
0 "

sin %

Hieraus ergeben sich mit Ricksicht auf die vorangehenden Sitze die
Behauptungen des Hilfssatzes IV.

§ 3. Dirichlet’s Convergenstheorem der Fourier'schen Reihen.

Man setze jetzt fiir irgend ein z des Intervalls —x <z <+ =
die unendliche Fourier'sche Reihe:
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(1) 5 bo =+ b, c08 % + b, cos 2z + by cos 3z + - - -
+ a,sinz + a;8in 2z + aysin 3z - - -
an; die Coefficienten sollen in Ubereinstimmung mit (3) pg. 4 durch:

+=x =
@ a,.=%‘/'f(t)sinnt-dt, b.=%ff(t)cosnt-dt.

gegeben sein, unter f(z) eine gleich ndher zu bezeichnende Funktion
verstanden. Die Reihe (1) soll auf Convergenz und Summenwert
untersucht werden. Man verstehe zu diesem Zwecke unter S, die
Summe der (2n +4 1) ersten Glieder:
S.=%bo+b1cosz+b,cos2x+--- ~+ b, cos nz
+ a, sin z 4 a; sin 22 + - - - 4 a, sin nz.
Trigt man fir die a;, b ihre Werte (2) ein, so folgt:

k=1

S.=2(ro [% + Z.;’(cos kt cos kz -+ sin kt sin ka:)] at,

S, = % f’zt) [:% +Scos k(t—x)] dt

und unter Benutzung von (1) pg. 5:
+=n

. gin (2n+ 1)‘—T‘”
@) o= g [ IO ————3t
8in ——
2 2
Man kann hierfiir auch schreiben:
+= —n
. sin @n41) =2 . sin @n 4122 %
Semga [ 1O —— gt — g [ 1O ——
2 2

oder, wenn man im ersten Integral ¢ =2z 4 2u, im zweiten { =2z —2v

setzt:
n—z x4z

3 3
_1 sin(2n41)u 1 sin(2n4-1)v
(4) Sa= f(z+2“)—TdTr-d“+;/f(x—2v)——— dv.

sin v

Um auf diese Integrale die Hilfssitze des § 2 anwenden zu kdnnen,
formulieren wir folgende
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Dirichlet’sche Bedingungen: Die Function f(z) soll im Inter-
vall —x <z < 4 x vberall eindeutig, endlich und integrierbar sein; sie
soll daselbst hochstens endlich viele Maxima und Minima darbieten und
hichstens endlich viele Unstetigkeitsstellen (mit endlichen Spriingen) be-
sitzen.

Ist nun z==--x, so findet auf jedes der Integrale in (4) fiir lim. n = oo
die Grenzformel (A) pg. 5 bez. 9 Anwendung; man gewinnt:

®) lim. 8, = 3 [f(= + 0+ f(z—0)].

Ist hingegen z = -+ x oder — =, so ist beide Male eines der In-
tegrale in (4) gleich O, wihrend das andere nach der Grenzformel (C)
pg- 9 zu berechnen ist; man findet in beiden Fillen:

(6) lim. 8, = ¢ [f(x — 0) + f(— = +0)]. —

Diese Ergebnisse gestatten den einfachsten Ausdruck, falls man
f(x) tber das bisherige Intervall — x < z <+ x hinaus fir un-
beschrinkt verinderliches z definiert; und zwar hat man zu setzen:

f@=f@zt2x)=fzt4n)="--,

so dass f(z) eine periodische Function mit der Periode 2= wird. Es
wird alsdann die rechte Seite von (6) z. B. fiir z = + x in der Gestalt

-:!— [f (x—0) 4 f(x + 0)] geschrieben werden kénnen und sich der

rechten Seite von (5) unterordnen. Wir gelangen solchergestalt zu

Dirichlet’s Convergenzsatz: Jede den ,Dirichlet’schen Be-
dingungen” gentigende periodische Function f(z) von der Periode 2% ge-
stattet die Darstellung durch eine convergente Reihe (1), fiir deren Coeffi-
cienlen das ,,Lagrange-Fourier'sche Integralgesets (2) gilt, und zwar ist der
Summenwert der Reihe fiir jede Stetigkeitsstelle z gleich f (z), fur jede
Unstetigkeitsstelle x gleich dem arithmetischen Mittel aus den beiden Grens-
werten f(z + 0) und f(z — 0)*).

§ 4. Zwei Specialgestalten Fourier’scher Reihen.

Ist f (z) nur fir das Intervall 0 <z <= und zwar in Uberein-
stimmung mit den Dirichlet’schen Bedingungen gegeben, so liegt es

*) Das Ziel neuerer Entwicklungen ist gewesen, zu untersuchen, inwieweit
convergente Reihen von der Gestalt (1) fir solche Functionen existieren mdgen,
welche nicht oder nur zum Teil den Dirichlet’'schen Bedingungen geniigen. Vergl.
hiertiber z. B. die Darstellung in Serret-Harnack, Lehrbuch der Differential-
wnd Integralrechnung (Leipzig, 1885) Bd. 2, Teil 1, pg. 848.
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besonders nahe, den Definitionsbereich der Function auf das Intervall
— = < z < 0 dadurch auszudehnen, dass man entweder f(— ) = — f(z)
oder f (— z) == f (z) vorschreibt.

Im ersten Falle wird man fiir die so vervollstindigte Function
eine Darstellung (1) pg. 10 gewinnen, in der alle Coefficienten b ver-
schwinden; im zweiten Falle werden entsprechend alle Coefficienten a
verschwinden. Man erkennt von hieraus leicht die Richtigkeit des
Satzes: Eine im Intervall 0 < x < n definierte und den Dirichlet schen
Bedingungen daselbst geniigende Function lisst sich ebenda durch die com-
vergente Fourier'sche Reihe:

1 f(z)=a,sinz 4 aysin 2z 4 ay sin 3z 4 - - -
darstellen, und zwar ist dabei:

n
@) an = = [(t) sin nt - dt;

[

sie ist gleichfalls dortselbst durch die convergente Fourier'sche Reihe:
3) f(x)=-;-bo+blcosz+b,cos2x+b,cos3x+---
darstellbay, und swar gilt alsdann:

4 ba =%ﬁ(t) cos ni - dt.

Jedoch ist hier der Zusatz zu machen, dass der Summenwert der Reihe (1)
sowohl im Anfangspunkte 0 wie Endpunkte m des Intervall nur dann den
richtigen Funktionswert liefert, wenn letzterer gleich O ist.

Die Reihe (1) bezeichnen wir kurz als eine ,,Fourier'sche Sinus-
reihe und entsprechend (3) als eine ,Fourter'sche Cosinusrethe”.

§ 5. Beispiele Fourier'scher Reihdn.

1) Die im Intervall —z <2z <=« durch f(x) == gegebene ungerade
Function lisst sich durch eine Fourier'sche Sinusreihe darstellen, deren
Coefficienten geliefert werden durch:

n
a.=3/tsin nt-dt=(—1)""" 2.
7‘. n
1}

Man hat also im Innern des genannten Intervalles:

1) x=2(sina:-——%sin.?:c-l—%sin?):c—%sin4x+---).
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Allgemein ist der Summenwert der Reihe durch die in Figur 1
stark markierten Geraden und Punkte versinnlicht, wenn wir hier und
weiterhin zur Veranschaulichung unserer Functionen rechtwinklige
Coordinaten z und y = f(z) benutzen.

/ X £ =%

Fig. 1.

Fir 2 =3 gilt die Gleichung (1) und liefert:
= 1 1 1 1 1
=l—s+ts—7tv—at

2) Die im Intervall 0 < z < x durch f(z) = —:— definierte Function
gestattet die Darstellung durch eine Fourier’sche Sinusreihe, in welcher:

ki
1. 14 (—1)*!
) a,=?fsmnt-dt= “en

ist. Man hat also als in dem genannten Intervall giiltig:
T . 1 . 1 .
@) 52 =s8nz+sindz+ ¢sinbz 4 ---.

Versteht man unter S,(z) die Summe der # ersten Glieder der
einzelnen Reihe, so ist es interessant zu beobachten, wie schnell z. B.
im vorliegenden Falle die durch y, = S, (z), y, = S;(z), . . . dargestellten
Curven sich der dem Summenwerte der Reihe entsprechenden, aus lauter
" geradlinigen Strecken und isolierten Punkten bestehenden Curve an-
nihern. Man kann hierbei aus der einzelnen Curve die néchstfolgende
sin nx

stets leicht durch ,,Composition“ mit einer einfachen Sinuscurve y =

herstellen; hierbei besteht der Process der Composition zweier gegebenen
Curven einfach in der Herstellung einer neuen Curve, deren Ordinate beim
einzelnen z gleich der ,Summe“ der zugehdrigen Ordinaten der gegebenen
Curven ist. In Figur 2 findet man fiir das Intervall — 2 <2 < 4 # die
vier ersten Anndherungen fir die Reihe (2) zusammengestellt. Die
jeweils punktierten Curven sind die zu componierenden; die Anniherungs-
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curve ist ausgezogen, die den Summenwert der Reihe (2) darstellenden
Geraden und Punkte sind stark markiert®).

T~

N AN
AN

X0

e

Ty S

mee””

- Lo

Fig. 3.
3) Definieren wir eine Function fiir das Intervall 0 <z < —;5 durch
f (@) = z, sowie fir 3 <z <= durch f(z) == —a, 5o ist bei der

Entwicklung in eine Fourier'sche Sinusreihe:
A}

3 .
a,.=%ftsinntdt-}——:-f(x—t)sinntdt.
0 n

*) Man findet diese und analoge Figuren sowie eine reiche Auswahl weiterer
Beispiele in dem Werk von W. E. Byerly, ,,An elementary treatise on Fourier's
series etc.”“ (Boston 1898).
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Die Darstellung der vorgelegten Function f(z) im Intervall 0 <z<=zx
ist somit zufolge einer leichten Zwischenrechnung gegeben durch:

3) f(z)=%(sinz—%sin3x+§lssin5x——1%sin7z+-~-).

Da hier die Quadrate der ungeraden Zahlen in den Nennern auftreten, so
ist die Convergenz der Reihe eine besonders schnelle. Die in Figur 3

N\

gezeichnete Niherungscurve, welche der Summe der ersten vier Glieder
entspricht, schliesst sich an die der Function y = f(z) zugehdrige
Zickzacklinie bereits sehr eng an.

Nimmt man in (3) fiir z speciell %— , 8o folgt:
: 1 1 1
* s=ltmtetnto

4) Die im Intervall — x < z <= durch f(2) = z - sin z gegebene
gerade Function von z wird sich in eine Fourier'sche Cosinusreihe ent-
wickeln lassen. Fir dieselbe gilt:

Fig. 8.

n n n
bu = —:—ft sin ¢ cos nt dt = % tsin (n4-1) tdt—%/tsin(n-— 1) tdt,
v 0

1 n—1
b1==—-2—, bl=(—1) n?

2

— fir n4=1.

Man hat also im genannten Intervall die Entwicklung:

= . 1 2 3 4
®) z-smz=2(?—-°°:z—— c‘;’.: + c‘:f.—";“.: +)
Fir z = % folgt:
kg 1 1 1 1 1
(6) T=vtms—sster Tt

5) Wir setzen endlich f(x) = cos pz, unter p eine beliebige
positive oder negative, jedoch nicht ganzzahlige Constante verstanden.



16 I. Fourier'sche Reihen.

Diese Function gestattet im Intervall — x <z < 4 x die Darstellung
durch eine Fourier'sche Cosinusreihe, wobei der Coefficient b, gegeben
ist durch:

be = %Jios ptcosntdt = %j:[oos (» + n)t + cos (u — n)t] dt,

0

1 uin(p-l-n)n sin (p—n) — 2
b"=?[ ptn p—n 1= sm,m pi—nt’

Es gilt hiernach im Intervall —z <z < + = die Darstellung:

28 . cos X cos 2z cos8x
™ cospz=;"sm;m[2u F_1+“_2, “_a,+---]-

Setzt man z =z und ersetzt demniichst u wieder durch z, so er-
giebt sich die Partialbruchreihe fir cotg zz:

(8) E’ECOtg“z-—_éLzl_'-zlill-'-x1121+xlisl+“"

Aufgabe 1. Man entwickele im Intervall 0 Lz<= die Function £ (z)= z*
in eine Fourier'sche Sinusreihe.

Aufgabe 2. Die Function £ (z) = ¢* im Intervall 0<.'c< = in eine Cosinus-
reihe zu entwickeln.

Aufgabe 3. Es sei f(x)=0 fir —z<z<0 und f(z) =2z fir 0<z<a
Wie laatet die zugehdrige Fourier'sche Reihe der Gestalt (1) pg. 10?

Aufgabe 4. Die Function sin pz fir das Intervall 0 <2 < in eine Fourier-
sche Sinusreihe zu entwickeln,

§ 6. Aligemeinere Gestalt der Fourier'schen Reihen.
Man setze in den Formeln der §§ 3 und 4:

1 x=",;—zu f(z)=f(’,;‘z1)=f1(x1)r

wobei [ irgend eine positive endliche Grdsse bedeutet. Das Intervall
— n < z < + = liefert dabei fiir z, das Intervall — I <z, <1 Lassen
wir nach Transformation der Formeln (1) und (2) pg. 10 die Indices
bei der Variabelen z, und der Function f, (x,) wieder fort, so ent-
springt folgender allgemeinere Anéatz fiur die Fourier'schen Reihen:
Jede den ,, Dirichlet schen Bedingungen® sm Innern des Intervalls—1 <z <41
geniigende periodische Function f(x) mit der Periode 21 gestattet die Day-
stellung in Gestalt einer convergenten Fourier'schen Reihe:

2) f(x)=%bo+b,oosﬂ”+bcs % 4 byoos 254
4+ a, sin =~ —{-a,sm -|-a3 m——+ .
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8 =7 f(t) sin 70 dt,  ba= () con 22t i,
-1

wobei jedoch an Jeder Unstetigkeitsstelle der Summenwert der Reihe gleich
dem arithmetischen Mittel aus den beiden Grenswerten [ (z 4 0) und
f(z—0) st

Die besonderen Theoreme des § 4 aber kleiden sich in folgende
allgemeinere Gestalt: Eine im Intervall 0 < z <1 definierte und da-
selbst den ,Dirichlet'schen Bedingungen® geniigende Function f (%) ldsst
sich ebenda durch die convergente Fourier'sche Rethe:

“4) f(:c)=alsin’—'lf+a,sinz"—l-$+a,ain3_’;f+...
darstellen mit: '
(6) =T J f(t) sin 23 at

sie ist gleichfalls in diesem Intervall durch die convergente Reihe:
(6) f(2) =5 b + by co8 57 + b, cos 3= + b, cos 2= - -
darstellbar, in welcher gilt:

M b.=-%/£f(t) cos’l’;—‘- dt.

Jedoch ist hier wieder der Zusatz zu machen, dass die Formel (4) fiir
=0 und z = x nur dann gilt, falls f(0) == O beew. f(x) = O ist.

§ 1. Die Fourier'schen Integrale.

Trigt man in (2) § 6 fur a., b, die Integralausdriicke (3) ein, so
ergiebt sich unter Zusammenfassung jeweils der beiden Glieder mit
gleichem Index n:

f@) = f(t) at+3> ff(t) cos 222 dt.

n==1

Diese Formel kann man mit Benutzung des Umstandes, dass der
Cosinus eine gerade Function ist, auch so schreiben:

f(z) = ﬁ (£) cos 22— (‘ 2 dt)

Wir nehmen nun an, dass diese Gleichung auch dann noch giltig
bleibt, wenn ! iiber alle Grenzen wichst. Die Summe geht alsdann,

Fricke, analyt.-functionenth. Vorlesungen.
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indem wir '1; =u, % = du schreiben, in ein Integral iber; man
gewinnt nimlich:

1
1) f®) =43 (du f(t) cosu(t — z) dt) .

Man sagt, es handele sich i dieser Formel um die Darstellung
einer ,willkiirlichen Function f(x) durch ein ,Fourier’sches Integral“. In
der That kann man durch eine genauere Untersuchung¥) feststellen,
dass die Formel (1) unter gewissen Voraussetzungen betreffs der Function
f(z) eine richtige ist. Hinreichende Bedingungen sind z. B. die, dass
f (x) eine iiberall stetige, eindeutige und integrierbare Function ist, die
fir £ = — 00 und z = +4 oo verschwindet, und die im ganzen nur
endlich viele Maxima und Minima aufweist.

Zwei specielle Fourier'sche Integralformeln schliessen sich an die
@Rleichungen (4) und (6) § 6 an. Man gewinnt fir alle positiven
Werte von z:

(?) f(z) = %ﬂdu f(t) sin uz sin ut dt) ,
3) © f(z) = %ﬂdu f(t) cos uz cos ut dt) .

Bei Ausdehnung auf negative z erweist sich die in (2) dargestellte
Function f(z) als ungerade, die in (3) dargestellte als gerade.

§ 8. Physikalische Anwendungen der Fourier'schen Reihen und
Integrale.
1) Das bereits in der Einleitung zum vorliegenden Kapitel ent-

wickelte Problem der Saitenschwingung werde fiir den Fall geldst,
dass die Gtestalt der Saite zur Zeit

¢t = 0 die in Fig. 4 angegebene ist.
> Es erscheint hier also die Saite an
,.,|., = == der Stelle z = a etwa durch einen

Stift abseits gezogen. Zur Zeit
t =0 denke man den Stift fort-
genommen und die Saite ihrer
eigenen Spannkraft iiberlassen. Es
ist die Frage, wie sich die Saite bewegen wird.

Fig. 4.

*) Siehe hierfiber z. B. das pg. 11 genannte Werk von Serret-Harnack,
pg. 8711
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Die pg. 2 mit f(z) bezeichnete Function ist hier fiir das Intervall
0 < <1 definiert, unter ! wie oben die Saitenlinge verstanden; und
zwar haben wir:

f@)=2zfir 0<2<a, f@)=b1=2 fir a<2 <],

wenn hierbei b die zu z = a gehdrige Ordinate der Saite zur Zeit
t =20 ist. Da ferner eine Anfangsgeschwindigkeit fiir keinen Punkt
der Saite vorliegt, so haben wir fiir g(z) in (2) pg. 2 die Constante 0
einzutragen.

Wir 16sen nun unsere Aufgabe dadurch, dass wir eine Function
y = F (z, t) angeben, welche die Gtestalt der Saite zu jeder beliebigen
Zeit ¢ darstellt. Als Integral der Differentialgleichung (1) pg. 1 setzen
wir diese Function in der pg. 2 unter (4) gegebenen Gestalt an:

y =2(a. cosm;“ t+ b, sin’# t) sin 1;5 z.

Die zuniichst noch unbekannten Coefficienten a., b, werden auf
folgende Art aus den Anfangsbedingungen bestimmt.
Man hat zur Zeit ¢ = 0:

y=F(z,0)= (@) = an sin *Za,

n=1

und also ergiebt sich aus dem Ansatze (5) p. 17¥):

J .
= i;— f@s) sin”—’;s ds,
0

a ]
a.=—35 —:—fssxn"“ds+l baf(l s)sm-mds,

0 a
2b® . gin nrxa
a(l—a)n'n? sin =3

Zur Bestimmung der Coefficienten b, kniipfen wir an:
9(=) = (8t):=o 2 nb. sin ﬁl’—‘ z

=1

a.=

Da nun g(z) constant gleich null ist, so erkennt man mit Hilfe von
(5) pg. 17, dass alle Coefficienten b, verschwinden.

Die Bewegung der Saite ist hiernach durch folgende Formel dar-
gestellt:

*) Wir haben hierbei zur Vermeidung von Verwechslungen mit der Zeit
die Integrationsvariabele ¢ darch s ersetzt.
2‘
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1 __ o Q_l_. nuaco mmtm.nnnz.
(1) y_a(l—a)u’”=ln’sm 1 87 [}

Es handelt sich hiernach um eine periodische Bewegung; die Dauer
einer einzelnen Schwingung ist { = %*).

2) Ein anderes wichtiges Gebiet der Anwendung der Fourier'schen
Reihen und Integrale ist die Theorie der Wirmeleitung.

Wir denken z. B. den gesamten rechts von der ys-Ebene eines
rechtwinkligen dreiaxigen Coordinatensystems gelegenen unendlichen
Raum durch eine Substanz erfiillt, welche nach allen Richtungen hin
die Wirme gleichmissig zu leiten fihig ist*¥). Die Verteilung der
Temperatur % sei eine solche, dass zur Zeit ¢ =0 jeweils in allen
Punkten der einzelnen Ebene z = Const. eine und dieselbe Temperatur
herrscht;  wird demnach allein von z abhingig sein und mdoge zur
Zeit ¢ = 0 durch die willkiirlich zu wihlende stetige Function n=f(z)
gegeben sein. Fiir z =0 werde f(z) = 0, und es sei eine Anordnung
getroffen, dass die Temperatur der Grenzebene z = O unseres Korpers
dauernd auf der Temperatur O erhalten bleibe. Welches wird nach
Verlauf einer beliebigen Zeit ¢ die Temperaturverteilung im Kérper sein?

Die Anderung der Temperatur % wird eine solche sein, dass auch
nach Verlauf einer beliebigen endlichen Zeit n von y und ¢ unab-
hingig, d. i. wieder fiir alle Punkte der einzelnen Ebene x = Const.
selber constant ist. Es stellt hiernach die Temperatur % eine Function
allein der Coordinate x und der Zeit ¢ dar; und zwar ergiebt eine ein-
gehendere Untersuchung, dass diese Function 7 = F'(z, ) der Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung geniigt:

]
@ =,
in welcher o« eine von der Natur der Substanz abhiingende positive
Constante ist.
Der Differentialgleichung (2) genfigt nun die Function:

e~ “!gin uz,

unter u eine beliebige, von z und ¢ unabhingige Grosse verstanden.

*) Vergl. wegen der akustischen Bedeutung dieser und #hnlicher Entwick-
lungen H. Helmholtz, ,Die Lehre von den Tonempfindungen” (Braunschweig,
1877) pg. 604 .

*%) Man sehe wegen einer ausfiihrlichen Behandlung dieses Gegenstandes
sowie namentlich betreffs des Beweises der im Texte unter (2) mitgeteilten
Differentialgleichung die pg. 1 genannten Vorlesungen B. Riemann's pg. 117
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Da wir aber wieder mit einer homogenen linearen Rleichung (2) zu
thun haben, so ist auch

e~ %! ginuz - ¢ (u) du
ein Integral von (2), unter ¥ () eine beliebige Function von % und
unter du das Differential von u verstanden. Es werden aber auch
Summen solcher fiir verschiedene u gebildeten Ausdriicke die Differential-

gleichung (2) befriedigen, und wir setzen insbesondere die gesuchte
Function % als eine solche Summe, ndmlich als das folgende Inte-

gral sn¥):

®

] =Je-"’““ sin uz - ¥ («) du.

Fir { =0 soll nun = f(«) werden. Man hat also zu fordern:

f (@) = [ sin uz - y(u) du,

wahrend andrerseits zufolge (2) pg. 18 der Ansatz gilt:

o

f(z) = %J(siﬂ uz - du [ f(s) sin us-ds).

0

Der Vergleich dieser beiden Darstellungen von f(z) liefert:

Y (u) = —;ff(s) sin us - ds
0
und damit die gesuchte Function:

T
0 o

2 (7 . ¥ (e ai
7 =—J(e—¢'“"sm ux [ f(s) sin us - ds) du.

Wechseln wir hier die Reihenfolge der Integrationen:

n =%/’(f(s) dsjz—f“" sin 4z sin %S - du),
(]

so lisst sich die Integration nach u ausfihren. Man hat erstlich:

*) Da es sich im Texte nur um die Ausfithrung eines Beispiels handelt, so
unterbleibt eine genaue Untersuchung der Frage, inwieweit die Zulissigkeit der
gezogenen Schlussweise etwa an Voraussetzungen idber die Functionen 4 (w) und
f(x) gebunden ist.
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- d

n= %f(f(s) dsaf‘:a— atui (cos % (z—s) — cos  (x + s)) du).

v

Hier aber lisst sich die sogleich zu beweisende Gleichung:

2

S

3) ‘/we—!’“‘ cos qu du = —;— %e ‘e

anwenden, vermdge deren wir filr 7 das Ergebnis gewinnen:
(x—ap (=49

4) n=2—¢—l-y;_—t ﬁ(s) (e —e” ) ds.

Um aber die Formel (3) zu beweisen, setzen wir, unter r einen
Parameter verstanden:

Q-

Je“" cos rz dr = ¢ (7).

Durch Differentiation nach dem Parameter » folgt:

— e _ d@(r).
JZ sinrz-rdz = —— -

0

Andrerseits folgt durch partielle Integration:
l/‘e—"' cosrr do = % e~ sinrz 4 —‘f— e~ sginrz.zdz.

Setzt man hier die Grenzen 0 und + oo ein, so ergiebt sich unter Be-
nutzung der beiden letzten Gleichungen:

2 d
90)=— 35"
Die Integration dieser Differentialgleichung fiir ¢ (r) ergiebt:
"
o(r)=C- e * ’

wo C eine von r unabhingige Constante ist. Zur Bestimmung von C
setzen wir r = O und finden:

C=90)=[e-=dz = Va;
0
das hier auftretende Integral pflegt man in den elementareren An-

wendungen der Integralrechnung zu behandeln. Um aus der damit
bewiesenen Formel:
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1 -
jz—”cosrzdz=§— we 4
[}
endlich die obige Gleichung (3) abzuleiten, filhre man Stelle von x
die neue Integrationsvariabele u vermdge z = u J/p ein und schreibe
r Vo =g%. '

*) Weitere Beispiele von physikalischen Anwendungen der Fourier'schen
Reihen und Integrale findet man u. a. in dem pg. 14 genannten Werke von
Byerly.



Zweites Kapitel.

Kugel- und Cylinderfunctionen.

Die in diesem Kapitel zur Behandlung kommenden Functionen
werden in verschiedenen Gebieten der mathematischen Physik sowie
auch in der Astronomie gebraucht. Zur Einfihrung ist es zweck-
missig, an den Begriff des Potentials solcher Kriifte anzukntipfen,
welche dem (esetze der allgemeinen Massenanziehung gehorchen.

Es mogen n materielle Punkte der Massen m,, my,..., m, im
Raume fest gegeben sein, und es seien die Coordinaten des %**® Punktes
dieses Systems in einem rechtwinkligen dreiaxigen Coordinatensystem
durch a:, by, ¢; bezeichnet. Diese n materiellen Punkte mdgen nach
dem Gravitationsgesetze von Newton anziehend auf einen beweglichen
Angriffspunkt der Coordinaten z, y, ¢ wirken, dem wir der Einfachheit
wegen die Masse 1 erteilen. Die Entfernung 7. des Angriffspunktes
vom k*® Punkte des Systems ist:

@® n=VY@—a)+y—b)+(—a)

Wir bilden nun die mit dem Angriffspunkte (z, y, ) verinderliche
Summe:

@) Vg, g8 =2+7+ -+

und bezeichnen dieselbe nach Gauss¥) als das , Potential des gegebenen

Massensy. “. Bereits Lagrange**) kannte die erste Grundeigen-
schaft dieser Function V, dass ihre drei partiellen Ableitungen %—:, aa—::,
g;" den nach den Axen genommenen Componenten der auf den An-

*) Siehe die 1840 erschienene Abhandlung , Allgemeine Lehrsitze in Be-
zichung auf die sm verkehrten Verhilinisse des Quadrats der Entfernung wirkenden
Anziehungs- und Abstossungskrifte. Gauss’ Werke Bd. 5 pg. 195.

**) Vergl. den Aufsatz ,,Sur U'équation séculaire de la lune” in den ,Mémoires
de I'académie des sciences* (Paris, 1778) oder ,Oeuvres® t. 6 pg. 849.
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griffspunkt wirkenden Anziehungskraft gleich sind; und Laplace®)

stellte 1787 die nach ihm benannte partielle Differentialgleichung:
v , 'V , o'V

® ottt =0

auf, welche fiir jeden von den Punkten m; verschiedenen Punkt (z, y, #)

richtig ist**).

Auch die Ausdehnung dieses Ansatzes auf den Fall, dass die an-
zichenden Massen Teile des Raumes continuierlich erfillen, hat schon
Lagrange®™*) ausgefithrt. Hier tritt an Stelle der Summe (2) das
Integral:

“) V(z,y,8) = d‘,ﬂ ’

wo dm ein Element der anziehenden Masse und r dessen Entfernung
vom Angriffspunkt (2, y, #) ist, wihrend das Integral tiber die ge-
samte anziehende Masse auszudehnen ist. Die oben genannten Grund-
eigenschaften des Potentials bleiben hier erhalten, wenn wir an der An-
nahme festhalten, dass der Angriffspunkt ausserhalb der anziehenden
Masse gelegen ist.

Bei Untersuchungen, welche mit dem Potential von ,Punkten auf
einer festen Kugelfliche zusammenhiéngen, wurden nun Legendre
vermutlich zu Beginn der achtziger Jahre vorigen Jahrhunderts®***)
und Laplace 1782) zur Einfilhrung einer Gattung neuer Functionen
gefihrt, welche wir nach Gaussit) als ,Kugelfunctionen bezeichnen.
Die Definition und die Grundeigenschaften dieser Kugelfunctionen sollen
in dem vorliegenden Kapitel entwickelt werden. Wir haben dabei
neben den rechtwinkligen Coordinaten z, y, & auch noch Polarcoordi-
naten im Raume zu benutzen. Die letateren sollen gleich zu Anfang

* Cf. ,,Mémoire sur la théorie de Vanneau de saturne in den ,Mémoires de
l'académie etc.** (Paris, 1787) oder ,,Oeuvres* t. 11 pg. 278.
**) Die Beweise dieser Behauptungen, welche iibrigens auf Grund der Formeln
(1) und (2) leicht durchfghrbar sind, findet man in jedem Lehrbuche der Potential-
theorie; man vergl. etwa R. Clausius, ,,Die Potentialfunction und das Potential®,
3. Aufl. (Leipzig, 1877) oder P. G. Lejeune-Dirichlet, ,,Vorl. siber die sm um-
gekehrten Verhilinis des Quadrats der Entfernung wirkenden Krdifte“, herausgegeben
von Grube, 2. Aufl. (Leipzig, 1887).
*#*) An der bereits oben genannten Stelle.
#*+%) Seine bezilglichen Verdffentlichungen finden sich in den ,,Mémoires des
savants étrangers” (Paris 1786).
1) Vergl. die Abhandlung , Théorie des attractions des sphéroides in den
»Mémoires de l'académie des sciences* (Paris, 1782) oder ,,Oeuvres t. 10 pg. 862.
+1) Siehe den letzten Teil eines von Gauss verfassten Referates in den
@dttingischen gelehrten Anzeigen vom 10. Jan. 1828, Gauss’ Werke Bd. 6 pg. 648.
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des Kapitels eingefithrt werden; und es soll insbesondere die Laplace’sche
Differentialgleichung (3) auf Polarcoordinaten transformiert werden¥).

Es kommen in der theoretischen Physik und Astronomie noch ver-
schiedene Gattungen von Functionen vor, welche mit den Kugelfunctionen
nahe verwandt sind. Am leichtesten ist von den Kugelfunctionen aus
der Ubergang zu den sogenannten ,Cylinderfunctionen zu gewinnen,
welche ihren Namen daher tragen, weil sie beim Potential des Cylinders
eine dhnliche Rolle spielen, wie die Kugelfunctionen beim Potential der
Kugel.

Historisch treten die Cylinderfunctionen zuerst in Fourier’s
Untersuchungen tiber Wirmeleitung**) auf. Noch nachhaltiger wirkte
der Gebrauch, den Bessel von diesen Functionen bei Losung der sogen.
Kepler'schen Aufgabe machte, d. i. der Aufgabe, aus der mittleren Ano-
malie eines Planeten die exentrische Anomalie desselben zu berechnen***).
Die fraglichen Functionen werden dieserhalb vielfach auch als ,Bessel-
sche Functionen“ bezeichnet.

Die Grundeigenschaften der Cylinderfunctionen und die Losung
der Kepler'schen Aufgabe vermittelst derselben sollen unten behandelt
werden.

Fir das ausfuhrliche Studium der Kugelfunctionen und der mit
ihnen verwandten Functionen sei auf E. Heine’s ,,Handbuch der Kugel-
functionen“****) verwiesen. Kiirzer und an Anwendungen reich ist das
schon im vorigen Kapitel mehrfach genannte Werk Byerly’s ,4n
elementary treatise on Fourier's series and spherical, cylindrical and

ellipsoidal harmonics“t).

§ 1. Polarcoordinaten im Raume.

Die rechtwinkligen Raumcoordinaten z, y, ¢ sollen wie in Fig. 5
angeordnet sein. Die positiven Axenrichtungen 0X, 0Y, OZ sind hier

*) In dieser, auf Polarcoordinaten bezogenen Gestalt wurde die fragliche
Differentialgleichung von Laplace sogar zuerst aufgestellt; siehe die schon ge-
nannte Abhandlung in den ,Mémoires de I'académie des sciences* (Paris, 1782),
»Oeuvres* t. 10 p. 862.

**) Gesammelt in der ,,Théorie analytique de la chaleur” (Paris, 1822).

¢**) Siehe die Abhandlungen Bessel’s , Analytische Behandlung der Kepler-
schen Aufgabe in den ,Abhandlungen der Berliner Akademie* von 1816—1817
pg. 49 und , Untersuchungen tber den Teil der planctarischen Storungen, welcher
aus der Bewegung der Sonne entsteht in den ,Abhandlungen der Berliner Akademie*
von 1824 pg. 1.
se¢¢) Zwei Bande, 2. Aufl. (Berlin 1878 und 1881).
+) Boston, 1898.
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mit Pfeilen versehen. Denkt man p)
die z s-Ebene mit der Ebene des ST P
Papiers zusammenfallend, so soll :
die positive y-Richtung die dem
Leser abgewandte sein.

In der yz-Ebene nehme man
den Nullpunkt O zum Pol und
die positive y-Axe zur Axe eines
Systems von Polarcoordinaten g, @, Fig. 8.
so dass z. B. fir den Punkt @
dieser Ebene die Coordinaten ¢ = 0Q und ¢ =— <X QOY sind. Man
hat alsdann:

(1) y=e@cCos g, ﬂ=08inq>', 0=Vy’+3’, tg¢=_§_’

NY

und es sind ¢ und ¢ variabel in den Intervallen ¢ >0, 0 < ¢ < 2.

Fir einen beliebigen Punkt P des Raumes mit den rechtwinkligen
Coordinaten z, y, # fille man das Lot PQ auf die ys-Ebene. Hat
der Fusspunkt @ desselben die Polarcoordinaten ¢, ¢, so bezeichnet
man z, ¢, ¢ als ,Cylindercoordinaten des Punktes P. Durch eine
einzelne Gleichung ¢ = Const. ist in der That ein gerader Kreiscylinder
mit der z-Axe als Axe dargestellt.

Um zu den Polarcoordinaten im Raume zu gelangen, setzen wir
noch den ,Radius vector r — OP des Punktes P hinzu, sowie den
Winkel & = ¢ POX, welchen dieser Radius vector gegen die posi-
tive z-Axe bildet. Hierbei gilt ¢ ==7sin &, und es sind  und &
variabel in den Intervallen » >0, 0 <& <z Man bezeichnet aber
r, &, @ als die ,Polarcoordinaten“ von P. Dabei heisst O der ,Pol“
und die bisherige positive z-Axe die ,Polaraxe“ des Systems; der
durch y > 0 charakterisierte Teil der zy-Ebene, welcher eine durch
die z-Axe berandete ,Halbebene“ darstellt, heisse die ,Polarebene® des
Systems.

Der Zusammenhang der rechtwinkligen mit den Polarcoordinaten
ist gegeben durch:

@) x=rcosd, y=rsindcosep, #=rsind sinep;
'l/l 3
@ r=Va+yr+s, wo=LrFEL, ge—L.

Man veranschauliche sich, dass durch r = C, unter C einen va-
riabelen Parameter verstanden, das System aller concentrischen Kugeln
um den Pol dargestellt ist. Weiter liefert & = C” das Biischel aller
Kreiskegel mit der Polaraxe als Axe und dem Pol als Spitze, und end-
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lich stellt ¢ = C” das Biischel aller Halbebenen dar, welche durch die
Polaraxe und ihre Riickwértsverlingerung berandet sind.

Auf der einzelnen der eben genannten Kugeln hat man in & und
¢ ein Coordinatensystem, welches der geographischen Ortsbestimmung
auf der Erdoberfliche entspricht.
Wir fassen hierbei den Schnitt-
punkt der Polaraxe mit der Kugel-
fliche als den ,Nordpol“ der letz-
teren auf, so dass der durch die
yz-Ebene ausgeschnittene grisste
Kugelkreis der ,,Aquator” wird. Es
wirdalsdann & die , Poldistanz® und
¢ die ,Linge“ darstellen, Bezeich-
nungen, die gelegentlich gebraucht
werden sollen; durch & = C ist
ein ,Parallelkreis®, durch ¢ = C’
ein, Meridianhalbkreis“dargestellt,
wenn hierbei C, C’ constante Grdssen sind.

Die drei oben genannten Flichenbiischel r=C, =", p=C" liefern
eine Einteilung des ganzen Raumes in unendlich kleine rechtwinklige
Parallelepipeda. Eines derselben werde eingegrenzt durch die beiden
Kugeln der Radien » und r 4 dr, die beiden Kegel der Poldistanzen &
und & 4 d#, sowie die beiden Meridianebenen der Langen ¢ und ¢ + de.
Der Volumeninhalt dieses Raumelementes sei dr; die auf der Kugel-
fliche des Radius r gelegene Grundfliche desselben habe den Flichen-
inhalt de, so dass jedenfalls dz = dr - do ist.

Zur Bestimmung des Oberflichenelementes do aber dient Fxg 6,
wo dasselbe durch Schraffierung ausgezeichnet ist. Man hat mit einem
unendlich kleinen Rechteck zu thun, dessen eine Seite der zum Centri-
winkel d@ gehdrige Bogen des Kreises vom Radius r ist, wihrend die
andere Seite der zum Centriwinkel dp gehorige Bogen auf dem Parallel-
kreise des Radius r - sin & ist. Der Inhalt des Rechtecks ist hiernach
rd® - r sin @ dp. Wir merken als Resultat an: Bei Gebrauch von
Polarcoordinaten r, &, @ stellen sich das Raumelement dt, sowie das
auf der Kugel des Radius r gelegene Flichenclement do wie folgt dar:

4) dv=1r'sin @ dr dd dp, do— s sin & do dg.

Wir 16sen gleich noch die Aufgabe, den Winkel @ zwischen zwei

Radien vectoren r = OP und ' =— OP zu bestimmen. Die Polar-
coordinaten der Punkte P und P’ seien r, &, @ und 7/, &', ¢’, die
rechtwinkligen Coordinaten der gleichen Punkte z, y, # und 2, y',

Y

Fig. 6.
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Driickt man das Quadrat der Entfernung PP’ einmal durch z,y,---#
sodann durch 7, ', @ aus, so folgt:

—2)V+Y—y)»P+@E—2)Y=r4+r"—2r cos a.
Mit Hiilfe der ersten Relation (3) pg. 27 folgt hieraus weiter:
rr’' cos m = zz’' + yy + z2’,

so dass der Gebrauch der Formeln (2) zu dem Satze filhrt: Der Winkel @
ewischen zrgend swei vom Pol auszichenden Strahlen der Coordinaten &,cp
und 8', ¢’ bestimmi sich aus:

(5) cos @ = cos & cos &’ - sin & sin &’ cos (p —¢@’).

§ 2. Transformation der Laplace’schen Differentialgleichung auf
Cylinder- und Polarcoordinaten.

Die Laplace’sche Differentialgleichung (3) pg. 25 soll zunichst auf
Cylindercoordinaten z, ¢, ¢ transformiert werden; es sollen also an
Stelle von y und # die Variabelen ¢ und ¢ eingefithrt werden, deren
Beziehung zu y und 2 durch die Gleichungen (1) pg. .27 gegeben ist.
Man hat erstlich: v a7 o

=277 @
W oy ~dedy Tawdy
Aber bei partieller Abéinderung von y allein folgt aus (1) pg. 27:
oy—=—20¢cosp —psinpdp, 0=20psing 4 gpcosgpdyp,

de __ o _ _ sing
@ 7y 89, 3y e !
so dass sich aus (1) ergiebt:
ov. __ v oV sing
oy — 3¢ % iy e

Bei nochmaliger Differentiation nach y folgt, wenn man sogleich
die Formeln (2) benutzt:

v oV  sing 3V) sing 9 (cos oV __ sing oV
?.

oy* cos‘pao(cosq’a_e_ e 09/ e J9 P3¢ ™ "o 9
oder explicite:
nv g NV singcosp 9V , sin’g 'V
F LAl & PY —2 e Fers T ¢ 29*
sin' g 9V sin @ cos @ a_V
+= '3—0+2 e 09

Auf analoge Weise findet man:
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*v __ .4 'V singpcosgp o'V cos’p 'V
P il A TS +2 Py e 09 o' 09!
cos?q 0V singcosg OV
Tt w2 e o

Die Addition dieser beiden Gleichungen liefert:
av , 'V o'V 10'V 10V

®) wtw—wtemtea

Fiigt man noch die partielle Ableitung % hinzu, so ergiebt sich

als Gestalt der Laplace’schen Differentialgleichung in Cylindercoordinaten:
'V , 9V, 10V , 10V
C) wtetewtea—0
Der Ubergang zu Polarcoordinaten erfordert den Ersatz von z
und ¢ durch r und & vermdge der Formeln:

z=rcosd, eg=rsind.

Diese sind den Gleichungen (1) pg. 27 vollkommen analog gebaut.
Wir werden somit aus der eben zuletzt unter (3) angegebenen Regel
sogleich ablesen konnen:
o'V , o'V o'V , 19V , 1
wtw—wtamts
Andrerseits findet man:
oV __oVor , oVo® __ oV . oV cos &
To“ar’a_o'*‘a—oao"’ar“m 28 r
Die linke Seite der Gleichung (4) liefert somit, wenn wir noch den
Factor 7 zufiigen:
1 o'V

o'V ov o'V ov
rwttataEsy tmteln =0
Unter Zusammenzichung der zwei ersten Glieder und ebenso der

beiden letzten findet man als Gestalt der Laplace’schen Differential-
gleichung bei Zugrundelegung von Polarcoordinaten:

v
r

17 1 9 (. o8V 1 vV
®) T +s_1'_170"2_0(sm'&53)+ain'&6_¢’—0'
Setzt man zur Abkiirzung cos & = u, so wird sin & 99 = — oy; die
Gleichung (5) nimmt dann die Gestalt an:
0! 0 oV 1 o'V
(6) '—3—(’%)+3—F((1-P’)W)+1—_—p551=0-

§ 3. Die Legendre’schen Kugelfunctionen P, (cos &).

Im Nordpol der Kugel des Radius 1 um den Pol O unseres
Polarcoordinatensystems finde sich ein materieller Punkt der Masse 1.



Legendre'sche Kugelfunctionen P, (cos®). 31

Das Potential desselben auf einen beliebigen Angriffspunkt der Co-
ordinaten (r, &, ¢) und der Masse 1 werde durch die besondere Be-
zeichnung 7 ausgezeichnet. Man hat nach der Definition (2) pg. 24

des Potentials:
1

@ I= iceremogr

Die Weiterentwicklung entspringt aus der Aufgabe, den Ausdruck
von T nach Potenzen von r zu entwickeln.

Man nehme zu diesem Ende zunichst » < 1 an und setze

1
T=(1-— re"‘)—"'- 1 —re—9%)

Jeder der beiden Factoren rechter Hand ldsst sich alsdann in eine
wegen r < 1 convergente Binomialreihe entwickeln, und zwar wird der
erste Factor*):

(I —re®) T=oy + qre® + ayrle?® 4 arled® 4 .. .,
wo die Coefficienten «,, @, - folgende Bedeutung haben sollen:

@) gg=1, = a’=1'_3 PR L0 LI
IR 2.4 2.4.6°

1
3,

L
3

Man trifft nun den richtigen Wert von 7' mit dem positiven Vor-
zeichen der Wurzel Y1 — 2 r cos & + r*, wenn man setzt:

T = (e + eyre® + Pt 4 ) (g gyre= % 4 qyrte=t 96t .0,

Multipliciert man rechter Hand aus und ordnet nach ansteigenden
Potenzen von r, so entspringt als Coefficient von r* der folgende hin-
fort durch P, (cos &) zu bezeichnende Ausdruck:

*) Dies soll heissen, dass einer der beiden Werte der an sich zweidentigen

—1
Function (1 —re”) 3 durch den Summenwert der rechts stehenden convergenten
Entwicklung gegeben ist. Findet der Leser eine Schwierigkeit im Gebrauch der

1
binomischen Entwicklung fidr (1 —£) 3 bei complexem 2, so lasst sich der An-
satz des Textes so bestitigen: Ist der durch |z| zu bezeichnende absolute Betrag
von ¢ kleiner als 1, so ist die Reihe («, + o, 2+ @2+ --) convergent. Be-
rechnet man die zweite Potenz des Summenwertes dieser Reihe nach der Regel
der Multiplication zweier convergenten Potenzreihen, so zeigt sich:

@+ st ags t oyt Pt sttt
Die hier rechts stehende filr jedes reelle oder complexe £ mit | s | <1 convergente

Reihe hat aber in der That den Summenwert (1 — ). Ubrigens vergl. man
die Angaben des niichst folgenden Kapitels diber Potenzreihenentwicklungen com-
plexer Funktionen.
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3) P, (cos®) =y, coBNnY 4 & &y_ycos(n —2)&
+ g @p_scos(n—4) 8+ 4 an_10,c08(—n+2) ¥+ a, e cos(—n) .
Der hiermit gewonnene Ausdruck wird in seiner Abhdngigkeit von & als
die ., Legendre’sche Kugelfunction n*r Ordnung“ bezeichnet, eine Benennung,
welche spiter motiviert wird.
Explicite schreibt sich die Definitionsgleichung (3) der Kugel-
function P, (cos &) nach Division durch «ye, so:

2.4.6--(2n)

O T 56 @n—1 L»(c0s®)
_ 1 n 1-8 n(n—1)
==CO08 ”&-I— T (2—”_—15008(”—2)8’ + ie’ m_—s)(SOS ”—4) i

1-83-5 nin—1)(n—2)
+tiss ‘Grn—1)(n—28) (2n—56

Fir die niedersten Zahlwerte n findet man insbesondere:
P,(cos &) =1,

P, (cos &) = cos &,

P (cos &) = ':T (Bcos 28+ 1),

Py (cos &) = % (5cos38 + 3 cosd),

P, (cos #) — o (35 cos 48 + 20 cos 28 + 9),

)cos(n——6)&+~--+cos(—n)&.

(6) ]

\

Ist » > 1, so setze man Gleichung (1) in die Gestalt:

TSR

Es wird sich hiernach r T' in eine convergente Reihe nach ansteigenden
Potenzen von -;— entwickeln lassen, wobei der Coefficient von (—1—)' wieder

P, (cos &) wird. Unter Zusammenfassung beider Fille merken wir das
Resultat an: Das oben beseichnete Potential T gestattet fir r < 1 die
convergente Entwicklung:

(6) T="P,(cos &)+ P, (cos &) -r+ P;(cos®)-r*-} P, (cosd)-r*+ .-,
wo P, (cos &) die Legendre'sche Kugelfunction n*r Ordnung ist; fiir
r > 1 tritt an Stelle von (6) die convergente Reihe:

(1) T=P,(c088) 1 + P, (c088) 75 + Py (08 8) 75 + P, (c08 8) g 4+

Ist ' == — &, so ist cos " = — cos & und cos ¥®’ = (—1)"cos 9.
Man folgert daraufhin z. B. aus (3):
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(8) P, (— cos &) = (— 1)* P, (cos &).

Die simtlichen Coefficienten «; e, —; in (3) sind positiv. Da nun
der einzelne Cosinus héochstens gleich 1 und mindestens gleich —1
ist, so ist P, (cos &) stets auf das durch die beiden Werte:

+ (woen + tjon—1+ g ta_s + -+ + aneg) =+ Py (1)

eingegrenzte Intervall beschrinkt. Man hat aber zufolge (1) fir
cos & =1 und etwa r < 1:

T=T 14+r4+r 424~
so dass P, (1) =1 ist. Hieraus ergiebt sich als eine stets giltige Un-
gleichung :
9 —1<P,(cosd) <+ 1.

§ 4. Differentialgleichung der Kugelfunctionen P, (u). Zweite Dar-
stellung derselben.

Als Potential geniigt 7' der Differentialgleichung (6) pg. 30; und
da T von ¢ unabhéngig ist, so hat man (unter Wiederaufnahme der
Abklirzung cos & = p):

T 0
I + a “ ,) 1) =0.
Trigt man hier etwa unter der Annahme r <1 fir T die Ent-

wicklung (6) pg.32 ein und ordnet die linke Seite wieder nach an-
steigenden Potenzen von r, so ergiebt sich:

©  Srele+oerw+ E(@-mEY]=o.

n=0

Bei beliebig fixiertem stehenden Werte p muss diese Gleichung fiir
alle r <1 richtig sein. Daraus geht hervor, dass notwendig der
Coefficient jeder Potenz »* einzeln verschwinden muss*). Man hat also
als Ergebnis: Die Function P, () ist ein Integral der homogenen linearen
Differentialgleichung sweiter Ordnung:

@ n(n + )P0 () + 1 (1 — o9
der man auch die Gestalt geben kann:

apP, (u)) 0
H

*) Denn es liegt auf der linken Seite von (1) die fiir das Intervall 0 <r <1
giltige Mac-Laurin’sche Entwicklung derjenigen Function f(r) vor, welche da-
selbst zufolge der rechten Seite von (1) constant den Wert 0 besitzt.

Fricke, analyt-functionenth. Vorlesungen. 3
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3
® - 2T e R =0
Diese Differentialgleichung soll bei einer zweiten Darstellung der
Kugelfunctionen P, Verwendung finden. Um diese neue Darstellung
der P, zu gewinnen, kniipfen wir an den Umstand, dass die Cosinus
der Vielfachen von & durch die hoheren Potenzen von cos® aus-
gedriickt werden konnen. In der That hat man:

2*—1lcos" & = %(e"‘ + e %) =cos nd + (';) cos (n—2)8+4---,
cosnd = 2"—1cos" & — ('1') cos (n—2) & — (;) cos(n—4)8—---

Driickt man rechter Hand cos (» — 2) & entsprechend durch cos*—%9
und cos (» —4)#,--- aus und fihrt analog fort, so folgt fiir alle
positiven ganzen Zahlen #%:

4) cosnd=2""1lcos"® 4 c cos"— 2P 4 ¢cos"—4tP4-..-
G ’

wobei die Werte der Coefficienten ¢;, ¢;, - - - nicht nsher bestimmt zu
werden brauchen.

Ersetzt man nunmehr in der Darstellung (4) pg. 32 von P, die
Cosinus der Vielfachen von & nach der soeben unter (4) angegebenen
Regel durch ihre Ausdriicke in Potenzen von p = cos &, so folgt,
wenn man die ganze Gleichung noch durch 2" teilt:

1.3.5..”‘!(2,,_1) P.p)=p"+a,p—Fap—*t4---,

WO a,, Gy, -+ von u unabhiingige Coefficienten sind. P, (u) ist hier-
nach eine ganze rationale Function n*" Grades von g, die je nachdem
nur Potenzen mit geraden oder nur solche mit ungeraden Exponenten
enthilt.

Zur Bestimmung der Coefficienten a,, ag,--- benutzen wir nun
die Differentialgleichung (3), der mit P, (x) auch die rechte Seite der
letzten Gleichung geniigt. Tragen wir die hier stehende ganze Function
n'® Grades von p in (3) ein, so ergiebt sich, falls man wiederum nach
Potenzen von g anordnet:

=13 [y (n—2K) (n—2k— 1)+ 0 11(2k+ 2) (20— 2k—1) | =0
£=0,1,83,

als eine fiir jeden Wert p giiltige Gleichung; hierbei hat man ay =1

zu nehmen und die Summation bis k = '1%3 bez. ?—;—'—E auszudehnen, je
nachdem n gerade oder ungerade ist. Es ergiebt sich, dass der Coef-

ficient jeder einzelnen Potenz von p verschwinden muss:
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ar(n—2k) (0 — 2k — 1) + ar g1 (2% + 2) n — 2k — 1) = 05

hiermit aber ist eine Recursionsformel gewonnen, aus der wir die
simtlichen @ von @, =1 an berechnen kdnnen. Die Legendre’sche
Kugelfunction n*r Ordnung P, stellt sich in u als ganse rationale Function
n'* Grades dar:

1-8:6---@a—1)r  nm—1) . o anr—1)n—2)n—3)
6) Palw)= nl [“ “2en—nH i —nan—st "

AA—D—YM—Bm—H?m—5)
T T2 a6 @n—1@En—8@En—25) ¥ 6"'"']’

wobei die in der Klammer stehende Reihe durch das Bildungsgesets threr

Cocfficienten von selbst bei u' resp. p® aufhort.
In den niedersten Fallen gelten folgende specielle Formeln:

Po(l‘)=1) Pl(l")=l‘7
Py(w) = Bu* — 1),

®) 1 o) =5 6u* —3m),

P,(u) = § (35u* — 304* + 3),

\ .

§ 5. 8ats tiber die Wurseln der Gleichung P, (z) = 0.

Man verstehe unter z eine unbeschriinkte reelle Verinderliche und
definiere P, (z) aus Gleichung (5) § 4, indem man dortselbst g durch
z ersetzt. Durch binomische Entwicklung und nachherige wiederholte
Differentiation erkennt man, dass sich die ganse rationale Function P,(x)
in Gestall einer n'* Ableitung so ausdriicken lisst:

1 a[@—1)]
@ Pu(@)= *al dz®

Aus dieser Formel kinnen wir einen bemerkenswerten Schluss auf
die Losungen der Gleichung n*" Grades P,(x) = O ziehen.

Eine ganze rationale Function g(z) ist mit ihren simtlichen Ab-
leitungen fiir alle endlichen Werte z stetig; ein Maximum oder Mini-
mum von g(z) kann demnach nur unter Verschwinden der Ableitung
9’ (z) eintreten. Ein einzelner Wert 2 heisse ein Nullpunkt von g(z),
falls fir denselben g(z) = 0 ist. Da zwischen zwei Nullpunkten von
g (#) wenigstens ein Maximum oder Minimum dieser Function liegt,
so liegt zwischen denselben auch wenigstens ein Nullpunkt von g’ (x).

Diese Uberlegung wende man auf die Function g (z) = (z* — 1)*
an, Die Ableitung g°(z) hat wenigstens einen Nullpunkt im Inter-

8*
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vall —1<z< -+ 1, und da g’ (2) sowohl fir z=—1 als z=+41
im Grade (» — 1) verschwindet, so treten weitere Nullpunkte iiberhaupt
nicht auf. Durch Wiederholung des gleichen Schlussverfahrens findet
man, dass g”(z) zwei Nullpunkte im Intervall — 1 <2<+ 1, jedoch
keinen einzigen ausserhalb desselben hat. Indem man in der gleichen
Weise bis zur n*" Ableitung, d. i. bis 2* . n! P, (z), fortfihrt, ergiebt
sich als Resultat: Die Lisungen der algebraischen Gleichung n** Grades
P, (z) = 0 sind simtlich reell und im Intervall — 1 < z < -+ 1 gelegen.

Dieser Satz kommt fir die niedersten Fille # in der am Schlusse
des Kapitels angefiigten Tafel der Werte der zugehorigen Functionen
P, (u) direkt zum Ausdruck. Die Tafel bezieht sich freilich nur auf
das Intervall 0 < yu <1; doch schliesst man von hieraus auf das Inter-
vall —1 < p <O sofort vermdge der Relation P, (— p) = (— 1)* P, (u),
die in (8) p. 33 gewonnen wurde.

§ 6. Recursionsformeln fiir die Functionen P, ().
Ist r < 1, so gilt zufolge (6) pg. 32:
-1

A—2pr+r) ¥ =P )+ P @) 7+ B () P+ By () 4.
Durch Differentiation nach r folgt hieraus:
—E L =P W)+ 2RWr+3R@r + 4P+
(1—2pr+r9)
Durch Combination dieser beiden Gleichungen schliesst man auf die
Giltigkeit von: '

I—2pr4+r) (P, +2P,wr + 3P @r*+--)

+—w)@Pw+P@r+ P@r+--)=0,
eine Gleichung, welche bei Anordnung nach ansteigenden Potenzen von
r folgende Gestalt annimmt:

ST [0+ 1) Paga(e) — @0+ 1) wPa (@) + #Pacs(@)] = 0.
n=0
Wie oben schliessen wir hier wieder, dass der Coefficient jeder Potenz
von r verschwinden muss. Die Legendre'schen Kugelfunctionen je drei
auf einander folgender Ordnungen sind hiernach durch die Recursions-
formel verkniipft:
1) (1) Papa(e) — @n + 1) pPu(s) + nPacs(w) = 0.
Vermoge dieser Formel kann man die am Schlusse des Kapitels
mitgeteilte Tafel der Werte von P,, P, - - - Py leicht auf die Functionen
P,, P,, .- ausdehnen,
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An die Recursionsformel (1) reihen wir auch noch die folgende
Gleichung an:

@) + 1(®)

n—l("')

— @n + 1) Py(p) — =0.

Den Beweis derselben kann man auf die Formel (1) pg. 35 griinden.
Zufolge derselben ist:

dP,..'.l(,‘) dP,‘_l(l‘)
ds  adp

1 a* (u*—1) +1
- 2 (T_) —4(n+ )0 — 1).-1] .
Die rechte Seite dieser (leichung zieht sich nach kurzer Zwischen-
rechnung auf:

2n41d"[( —1)]__
o ‘; (2n + 1) Pa(p)

zusammen, womit Gleichung (2) bewiesen ist.

§ 7. Zwei Integralgestalten fiir die Functionen P,(u).

Indem man unter a und b zwei reelle Zahlen versteht, von denen
a > 0 ist, setze man das Integral an:

k3
dn
/.a+1'bcosq'
o
Dasselbe ist ndaher erkldrt durch:
Yo A oad 4 a
n . adng . cosndy
(1) fa+ibcosn —fa’+b’coa'1, b | o T preosty
1] 0 0

Das zweite dieser Integrale verschwindet; denn man hat:

7t n

n T T
cosndn cospdyg cosndn
a'Fbd¥cos’y ) a®F b¥cos?q a4 b¥cos®n’
0 0 b1

und hier erweist sich das letzte Integral nach Ausfithrung der Sub-
stitution %y = x — § als gleich mit dem ersten Integral der rechten Seite.

Durch weitere Umwandlung des ersten Integrals auf der rechten
Seite von (1) folgt:

adn _ = adtgn
fa-}-tbcosn f(a'-l—b’)cos’q-}-a'sin’n_ @06 fa'tg’y

T=0
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Bestimmt man, dass das Vorzeichen von }a® - b® positiv genommen
werden soll, so findet man durch Ausfilhrung des letzten Integrals:
n

n==sn

an atgn
fa+ib cos 9 m [arc tg Va’-l-b’)],‘,o'
0

Im Integrationsintervall durchliuft das Argument der Function arc tg
alle Werte von O bis 4+ oo und weiter von — oo bis 0. Der Wert
der Klammer rechter Hand ist hiernach - zx; man hat also:

¢ dn n
©) Ja+o’bcosq=y;t—_|_"b’i.

Hier trage man nunmehr ein:

a=1—upr, b=—ryl1—pd
Da p = cos & absolut <1 ist, so werden die an a und b zu stellenden
Bedingungen jedenfalls erfillt sein, wenn r < 1 angenommen wird.
Die Gleichung (2) aber liefert alsdann mit Ricksicht auf (1) pg. 31:

£

dn

l—pr—rcosn}/y -

Man kann nun das hler rechts stehende Integral auch so behandeln,
dass man zunschst den unter.dem Integralzeichen stehenden Ausdruck
nach ansteigenden Potenzen von r entwickelt und dann erst die Inte-
gration ausfilhrt. Auf die Weise folgt:

zT=2’[r-j(p+ cos n Y — 1) dq].

n=0

T =

Der Vergleich mit der Entwicklung (6) pg. 32 fiur T liefert als
erste Integralgestalt der Function P,(u):

@) Py(n) =%f(p, +cosqYp' —1) dy. —

Nehmen wir ferner zwar g <1, aber gr > 1 an, so ist es statt-
haft in (2) einzutragen:

a=ur—1, b=ryl—u

Ed

al = dn
yr-l-rcosn}/y, —1—1

Man gewinnt so:
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Entwickelt man unter dem Integral nach fallenden Potenzen von
r und integriert die entstehende Reihe gliedweise, so folgt:

* d
xT =§' I:r—" N ] .
<L J eteosnvur—1)

Da aber diese Entwicklung von 7' mit derjenigen in (7) pg. 32
tibereinstimmen muss, so entspringt als eine sweite Integraldarstellung der
Function P,(u):

=1 dn :
“4) P,.(y,)—_“ (ot cosnyur =)+

§ 8. Allgemeiner Begriff einer Kugelfunction der %'*" Ordnung.

Ein materieller Punkt der Masse 1 sei auf der um den Pol O mit
dem Radius 1 beschriebenen Kugel an beliebiger Stelle (1,8, ¢”) ge-
legen. Das Potential I' dieses Punktes auf einen beliebigen Angriffs-
punkt (7, 9, @), dessen Masse gleichfalls 1 ist, stellt sich durch:

1
(1.) T—V1—2rcosm+r’
dar; dabei ist ‘'@ der Winkel zwischen den beiden Strahlen der Coor-
dinaten &, ¢ und 9, ¢, und man hat nach (5) pg. 29:

(2) cosm=cos-cosd® - sindcosqp-sind cosgp’ - sindsing-sind’sing".

Man fasse I’ bei stehenden &', ¢’ als Function von r, 9, ¢ und
entwickele etwa unter der Annahme » <1 nach Potenzen von r. Der
Coefficient P, (cos @) von r* wird eine Function von & und ¢ allein
und werde als solche X, (9, @) genannt:

®) 7= 31X, (8,9) .
n=0

Aus dem Bildungsgesetz der Functionen P, folgt mit Riicksicht
suf (2), dass X, eine ganze rationale Function #n'" Grades der drei
Grossen:
4 E=cos®, n=sindcosp, f=sindsing
ist, welche bei gleichzeitigem Zeichenwechsel dieser drei Argumente,
d. i. beim Ubergange von @, @ zu x — &, @ + x den Factor (— 1)*
annimmt:
®) Xo(x— 8,9+ 72)=(—1)X.(89)

Als Potential geniigt 7' der Laplace’schen Differentialgleichung (5)
pg. 30. Hieraus ergiebt sich, wenn man in die genannte Differential-
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gleichung fiir 7' seinen in (3) rechter Hand gegebenen Ausdruck ein-
trigt, die Gleichung:
. 1 9 /. 0X, 1 0*X,
n=0

Wie frither schliesst man, dass diese nach Potenzen von r entwickelte
Reihe nur dann besténdig mit O identisch sein kann, wenn der Coeffi-
cient jeder Potenz von r einzeln verschwindet. Es folgt somit, dass
X, (9, ) der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt:

0X 0*'X
©) w41 Xt gip 2 (sin 0 55%) + g or = O

Wir erweitern nun diesen Ansatz in folgender Weise: Als eine
Kugelfunction w*r Ordnung X,(®, @) zweier Variabelen &, ¢ soll jede
Function beseichnet werden, welche folgende Eigenschaften besitet:

1) X, ist als ganze rationale Function n'* Grades in den drei unter
(4) definierten Grossen &, v, & darstellbar;

2) X, geniigt der Relation (5), d. h. es kommen bei der Darstellung
m &, n, £ nuwr Glieder geraden (ungeraden) Grades vor, wenn die Ord-
nung n eine gerade (ungerade) Zahl ist.

3) X, ist ein Integral der linearen homogenen Differentialgleichung (6).

Versieht man die Glieder (n — 2v)*® Grades im rationalen Aus-
druck von X, durch §, %, ¢ mit dem Factor (£ 4 %* - £%)”, dessen Wert
1 ist, so geht X, ohne Wertinderung in eine ,homogene“ Function
n® Grades der §, 5, § tber. Daraufhin wird »* X, = V eine ganze
rationale homogene Function n'*® Grades von z = r§, y=ry, s=r¢;
und es ist das Bestehen der Differentialgleichung (6) fir X, gleich-
bedeutend mit der Giiltigkeit der Laplace’schen Differentialgleichung fiir
V, wie man auf’s directeste beim Gebrauch der Gestalt (5) pg. 30 fir
letztere Differentialgleichung erkennt.

Da sich diese Entwicklung auch leicht umkehren lisst, so gewinnt
man den Satz: Die gesamten Kugelfunctionen n'" Ordnung werden gerade
von allen der Differentialgleichung:

v , *V | 'V

Fiz T 'y +5; =0
geniigenden gamzen rationalen homogenen Functionen V des w* Grades
n x, y, z geliefert, wenn man in shnen z, y, z durch §, u, § ersetst.

Die Benennung ,Kugelfunction® erscheint jetzt dadurch motiviert,
dass die gesamten mit §* 4 %® 4 £ = 1 vereinbaren Wertsysteme der
E 7n, ¢ den Punkten der Kugeloberfliche des Radius 1 um O cor-
respondieren. Man kann direct, wenn man &, ¢ zur Coordinatenbestim-
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mung auf dieser Oberfliche benutzt, X, (9, @) als eine ,Function auf
der Kugeloberfliche“ auffassen.

Eine von ¢ unabbingige Kugelfunction #** Ordnung ist not-
wendig von der Gestalt:

G+ afr a4

Die Differentialgleichung (6) reduciert sich hier auf die gewdhnliche
Differentialgleichung:

nn+ ) X+ & (- 52) =0,

welche wir oben (pg. 33) fir P, als Function von g aufstellten. Ver-
moge dieser Gleichung waren nun, wie in § 4 pg. 34 u.f. gezeigt wurde,

alle Quotienten -‘;’—j, g*;, Z—'o, .- eindeutig bestimmt; a, hingegen bleibt
hier willkiirlich wahlbar. Die allgemeinste von ¢ unabhingige Kugel-
function n' Ordnung ist das Product einer belicbigen Constanten mit der
Legendre’schen Function P, (cos 9).

§ 9. Mannigfaltigkeit der Kugelfunctionen 7'** Ordnung.
Die sugeordneten Functionen P (cos ).

Mit Ricksicht auf den Umstand, dass die Differentialgleichung der
Kugelfunctionen linear und homogen ist, sowie auf Grund der beiden
Fundamentaleigenschaften 1) und 2) der Kugelfunctionen erkennt man
den Satz, dass mit XW, X®, ..., X stets auch:

M X, =0, XO 4+ XD 4o 4 0, XV

eine Kugelfunction n'* Ordnung ist, wenn hierbei ¢, ¢, - - -, ¢, irgend
welche » Constante sind. '

Es entspringt hier die Frage, wie gross die Anzahl der von ein-
ander linear-unabhiingigen Kugelfunctionen n** Ordnung ist, in denen
jede weitere dieser Ordnung angehdrende Kugelfunction X, linear in der
Gestalt (1) darstellbar ist. Die Beantwortung dieser Frage ist in einem
wichtigen Theoreme enthalten, welches zugleich eine charakteristische
Darstellung der X, (8, @) in & und ¢ zum Gegenstande hat.

Schreibt man X,(®, ¢) als homogene Function n*" Grades von
& 7, § so kann man explicite setzen:
€)) X.(9,9) =20., ¢ Cos*—* & sin’ & - cos‘e s8I’ @,

3t
wo man fiir s von s =0 bis s=n und bei stehendem s fiir ¢{ von
t = 0 bis £ = s zu summieren hat; die C, . sind Constante. Umgekehrt
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stellt jede Summe dieser Art, fiir welche die Differentialgleichung (6)
9. 40 erfillt ist, eine Kugelfunction n'" Ordnung dar.

Nun hat man aber allgemein fiir irgend zwei nicht-negative ganze
Zahlen 1, m:
2+m . im cost @ sin™ @ = (&P + €9y (69 — e—iP)m

= eli+m)ig + (l —_ ”l) ei+m—2)ig + e + (__ l)m e—U+m)ig,

Mit Ricksicht auf das Verhalten dieses Ausdrucks bei Zeichenwechsel
von ¢ schliesst man bei geradem m auf die Gilltigkeit der Formel:

cos'@ -sinm@p=aycos({4+m)p+a,cos(l+m—2)¢
+aenl+m— Do+,
wogegen man bei ungeradem m hat:
cos'@-sinmp=>0b,sin(l+m)p 4 bsin(l4+m—2)¢
+bsin(l4m—4)p+---;
die @ und b, sind Constante, und in beiden Fillen beziehen sich die
Reihen auf alle nicht-negativen Vielfachen (I + m — 2k)g von ¢.

Unter Benutzung dieser Ansétze schreibe man auf der rechten
Seite von (2) fiir cos’ @ sin*—* ¢
2«1; cos (s — 2k)p resp. Zb,, sin (s — 2k)g.
k k
Im einzelnen Gliede des damit fir X, entspringenden Ausdrucks er-
setze man cos®—*9 sin*® cos (s — 2k)¢ durch:
sin’—3*9 . [(1 — cos® @)t cos*—*®] cos (s — 2k)gp
bezw. cos"—*® sin’ & sin (s — 2k)g durch:
sin—** 9 . [(1 — cos? #)* cos*—*&] sin (s — 2k)gp. .
Den ganzen so entspringenden Ausdruck von X, wolle man schliess-

lich nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von ¢ entwickeln. Auf
diese Weise gewinnt man:

(8) Xn(8,9)= @, + @, cos 9 + B, cos 29 + - - - + D, cos ng
+ ¥, singp + ¥,sin2¢ 4 --- 4 P, sinngy,
wobei die Abkiirzungen @ und ¥ gebraucht sind fir:
D, = sin*® (¢, cos"—* & + ¢, cos* ¢~ P | ¢ cos" 4P 4 - - 1),
P, =sin*® (d, cos®* & 4 d; cos* ¢~ 8 4 d cos* 4P 4 - - ).

Die Umkehrung dieser Entwicklung, d. i. die Umsetzung eines be-
liebigen Ausdrucks X, von der Gestalt (3) in eine ganze rationale
Function von §, 7, §, ist ziemlich leicht vollzogen, indem man riickwiarts
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cos sg und sin s¢ als homogene Functionen s'*® Grades von cos ¢ und
sin ¢ darstellt*) und daraufhin sin’ & cos sp und sin’® sin s als homo-
gene Ausdriicke s*" Grades in %, { schreibt. Da offenbar auch die
Relation (5) pg. 39 erfilllt ist, so ergiebt sich, dass jeder Ausdruck (3)
eine Kugelfunction w Ordnung darstellt, falls er der Differentialgleichung
(6) pg. 40 gensigt.

Setzt man aber in diese Differentialgleichung den Ausdruck auf
der rechten Seite von (3) ein, so ergiebt sich:

4) G+ @Qcosp 4+ Qucosng - R, sing+----+4 R,sinng = 0,
wobei @, R Abkiirzungen fiir folgende Ausdriicke sind:

Q.=[n(n+1)—m—f’—:0] ¢.+;13%(sino‘%),
R.=[n(n+1)—8i:—:0] qx;+$dia(sina%").

Interpretiert man nun die Gleichung (4) fir beliebig gewihltes &
und veriinderliches ¢, so zeigt die Theorie der Fourier'schen Reihen
(cf. (3) pg. 4), dass diese Gleichung stets und nur dann erfiillt ist, wenn
die samtlichen @ und R einzeln verschwinden. Man hat also in (3)
die allgememste Kugelfunction n' Ordnung, wenn @, die Gleichung be-
friedigt: , ; 0

1 . ]
(5) [”(”+1)_§i:Tﬂ ¢,+mﬁ(81n07§)=0,
und wenn P, ein Integral derselben Differentialgleichung ist.

Zur ndheren Discussion dieser Differentialgleichung setzen wir:
(6) ®,=sin'9 - T,(cos ¥), W,=sin’d T, (cosd).

Es sind alsdann T, und U, Functionen von cos & allein, die sich bei
Gebrauch der Abkiirzung cos & = u so schreiben:

T‘=c°“n—-a+clyu—a—8+c’“n—a-—4 + ceey,
Ui=dypr—'+dypr' - dy gt

wobei sich die rechts stehenden Reihen auf alle nicht-negativen ganz-
zahligen Exponenten (n — s — 2k) beziehen. Die Gleichung (5) aber
rechnet sich um auf:

@ Q—w2 .

1T, d
T — 26+ Ve L+ et D—s6+ D T =0,
und derselben Differentialgleichung geniigt auch U,.

*) Die damit postulierte homogene Darstellung wird man z. B. fiir cossg
durch eine sebr einfache Umwandlung der Formel (4) pg. 84 gewinnen.
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Diese Gleichung wird fir s = 0 direct die Differentialgleichung
(3) pg. 34 der Legendre'schen Kugelfunction P, (cos #). Vermdge der
ebenda durchgefithrten Rechnung ziehen wir bei der Gestalt von T,
die Folgerung, dass T, von P,(p) nur um einen constanten Factor ab-
weicht.

Aber die damalige Uberlegung ist auch bei beliebigem s durch-
fihrbar. Trigt man in (7) fir 7, seinen Ausdruck in g ein und
ordnet nach Ausfilhrung der Differentiation nach fallenden Potenzen
von u, so muss wieder der Coefficient jeder Potenz von p einzeln ver-
schwinden. Die Rechnung zeigt, dass dies zu der Recursionsformel
fihrt:

a-2k(2n—2k+41)4 ey - (n—s —2k+4+2)(n—s—2k4+1)=0,

welche die eindeutige Bestimmung aller Quotienten %‘—, cﬁ, cﬁ y o
(] (] 0

gestattet. Auf diese Art haben wir gefunden, dass die allgemeinste
zulissige Function 7, das Product einer beliebigen Constanten in die

ganze rationale Function:

n—s m—8s)(n—s—1) .
@) ' — ey
—8(n—8—1)(n—8—2)(n—s—38)

(n n—t— ..
+ 2.4.@n—1)2n—38) prtmt—

ist, welche zufolge des Bildungsgesetzes ihrer Coefficienten von selber
bei u! resp. u® abbricht.

Indem wir jetzt wieder cos & statt p schreiben, den Factor sin® &
zuftigen, sowie einen weiteren geeignet gewahlten numerischen Factor
zusetzen, schreiben wir:

©) PY(cos®) = -—- @M gins 8 [cos*— &
2" (n 4 8)! (n — s)!

m—s8)(n—s—1) —ge-
— e s e

Fiir s — 0 hat man alsdann nach (5) pg. 35 direct P” (cos &) = P, (cos #).

Es reihen sich aber weitere # Functionen P, P, ..., P an, welche
wir als die der Ordnung » ,zugeordneten Functionen“ bezeichnen *).

Von P weichen nun die beiden Functionen @, und %, nur um
unbestimmt bleibende constante Factoren ab. Damit aber haben wir
das fundamentale Ergebnis gewonnen: Die allgemeinste Kugelfunction
n*" Ordnung gestattet vermoge der zugeordneten Functionen die Dar-
stellung :

*) Cf. das pg. 26 genannte Handbuch Heine’s Bd. 1 pg. 200.
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(10) X, (9, §) = A, Px (c08 9) + (4, 008 ¢ + B, sin p) P (cos )
+ (4, cos 29 + B, sin 2¢) P (cos &) 4 - - -
-+« 4 (4 cos np + B, sin ng) P (cos 9);

hierbei sind die Ay, A, -, B. willkiirlich wihlbare Constante. Die am
Anfang des Paragraphen aufgeworfene Frage beantwortet sich also da-
hin, dass der Ausdruck der allgemeinsten Kugelfunction n'r Ordnung
(2n + 1) willkiirliche Constamte linear und homogen enthilt, oder dass
sich jede Kugelfunction n'r Ordnung aus (2n - 1) particuliren und von
einander linear-unabhingigen Functionen ihrer Ordnung linear und homogen
mit constanten Coefficienten aufbaut.

§ 10. Verschiedene Darstellungen der sugeordneten Functionen P{-

Bildet man die unter (8) pg. 44 angesetzte Function fiir irgend ein
s<n und differenziert nach g, so entspringt die mit (n — s) multi-
plicierte Function der nichst folgenden Zahl (s 4 1). Geht man auf
Grund der Formel (9) pg. 44 zu den zugeordneten Functionen tiber, so
kleidet sich diese Regel nach Fortheben tiberfliissiger Factoren in die

Gleichung: +
P(l 1)

d P‘"
0 T ) =t s+ 1)
welcher man auch die Gestalt geben kann:

d Py
sctgd Py — —= = (n+ s + P,
Durch wiederholte Anwendung der Formel (1) findet man als Dar-
stellung der sugeordneten Function P (cos ®) durch die Legendre'sche
Kugelfunction P,:
a*P,

(2) .P(‘) (cos ‘9) n! sin' :ﬂ"_ (“) .

Setzt man den Differentialausdruck (1) pg. 35 fir P,(u) hier ein,
so entspringt als ein weiterer Differentialausdruck der sugeordneten

Function PY (cos 9):
) _ _sn'e afe—a]
(3) H‘ (COS a.) - on (ﬂ+8)! dl"n+'
Weit wichtiger (wegen der spiteren Anwendung auf die Cylinder-

fanctionen) ist eine ,Integraldarstellung” von P¥', welche die Formel (3)
pg- 38 als Specialfall einschliesst.

Man kniipfe an den Umstand, dass jedenfalls ¥V = (z 4 4y)* und
damit sowohl der reelle wie der vom Factor ¢ befreite imaginire Be-
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standteil dieses Ausdrucks der Laplace’schen Differentialgleichung (3)
pg. 25 geniigt. Es wird demnach:

€+ i) =(p+ cos @ Vp? —1)

als Kugelfunction n'** Ordnung in dem Sinne bezeichnet werden diirfen,
dass sowohl der reelle als der von ¢ befreite imaginire Bestandteil eine
solche Function darstellt (cf. pg. 40).

Drticken wir nun diese Kugelfunction mit Hilfe complexer Coeffi-
cienten 4,, 4,,---, B, in der Gestalt (10) pg. 45 aus, so werden alle
B verschwinden, da es sich in (cos & - ¢ sin & cos )" in jedem Falle
um eine ,gerade“ Function von ¢ handelt. Man hat also den Ansatz:

(4 + cosgl/u™—1)"= A4, P () + 4, P2 ()cosp+ -+ 4. PV () cos n .

Zur Bestimmung der Coefficienten 4, verfahren wir nach (4) pg. 12,
d. h. wir multiplicieren diese Gleichung mit cos s¢ de und integrieren
zwischen den Grenzen O und =; es folgt:

CY) APf’(y)=%f(n+cowl’u’—1)'cosswd¢-

Diese in p identische Gleichung bilde man fir einen sehr grossen
Wert u, wobei das hichste Glied linker Hand nach (9) pg. 44 zu be-
rechnen ist; es ergiebt sich nach Division durch p*:

() 4,- 2,‘(”—(_::'));(.: —f(l-l—cosq))"coss(pdq:

Man hat aber:
@ _gi\m
el e 2
(1 4 cos p)* = 2» cos”'% =2 (L.) ,

(1+cos<p)"=2,,l_ [003“<P+( )005(”—‘1)‘?'" +3 (2)]

Trigt man aber den so berechneten Ausdruck in (5) rechter Hand ein,
so kommt vermdge einer bereits pg. 4 (oben) durchgefithrten Rechnung
fir s> 0:

7
) @n)te _2 1 (2,;'/‘ 3 =;(2n )
A, Dy ”_s)o cos?spdo =i \n— )

Diese Formel vereinfacht man leicht zu A4,-i'=2. Gleichung (4)
liefert daraufhin den Satz: Die eugeordnete Function PY (cos @) oder
PY (u) gestattet die Integraldarsteliung:
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n
PY(u) = ;lf(y, + cos o Yud — 1)" cos s dop.
0
Fir s = O ordnet sich die Formel (3) pg. 38 ein.

§ 11. Integralsitze der Kugelfunctionen.

Nach einer pg. 41 erwihnten Auffassung konnen wir eine beliebige
Kugelfunction X, (®, ¢) als eine Function des Ortes auf der Ober-
fliche der Kugel des Radius 1 um den Pol O ansehen. Sei X, (9, ¢)
irgend eine zweite Kugelfunction, so bilde man das Product von X, - X,
und dem an der Stelle &, ¢ der Kugeloberfliche gelegenen Flichen-
element do, welches sich nach (4) pg. 28 explicite in der Gestalt
do = sin® d¥ do darstellen lisst. Integriert man X, (8, ) Xa(9,9)de
iber die ganze Kugeloberfliche, so entspringt das fundamentale Er-
gebnis, dass der Wert dieses Integrales, so oft m == n ist, stels gleich
null ast:

) JEZnds—0, m+n,
eine Formel, die man ausfiibrlicher so #u schreiben hat:
n Sn
&) S f X (9, 9) - Xn (3, ) sin 8 46 dg — 0.
0

Hierbei bezieht sich das erste Integral auf &, das zweite auf ¢.
Diesen ,ersten Integralsatz der Kugelfunctionen beweist Laplace¥)
so: Zufolge der Differentialgleichung fir X, (8, ¢) ist:
9 20X, 1 0°X,
n(n 4+ 1)sin X, = — ﬁ(sm& 30) b 797

Multipliciert man diese Gleichung mit X, d® de und mtegnert iiber
die Kugelfliche, so folgt:
n In

3) (n+1)ffx X, 6in® do dp —

—-—-f "‘80 sm& ao)d&dip stmoa s Xn A8 dp**).

*) Sxehe die pg. 26 gegebenen Litteraturnachweise.
%%) Im lotzten Integral wird zwar der erste Factor ﬁ fiir & — 0 unendlich;

*X

indessen enthilt aa 5 zufolge (10) pg. 46 bei dem Bildungsgesetz der zugeordneten
L4

Functionen P den Factor sin 8.
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Durch partielle Integration ergiebt sich:

o (. . aX, X, . X, 0X, .
fX,,. 7% (sm& %—) a9 = Xn 25 fnd —j% g sind ag,
g
0X "9X, 0X
4) fX,,,aio(sin& a—o") d8=— 8? 59 Sinddd.
0
Weiter folgt gleichfalls durch partielle Integratlon-

*X, 0X, 0X, 0X,
me Er - dp = X, d‘P;

™99 J 09 09
¥ oax Bx ox,
- ”
® o[X"' 7t 9= T 75 19

denn man bemerke, dass sich die Integration nach (p bei stehendem &
auf einen vollen Parallelkreis erstreckt, wobei X,,.

und oberen Integralgrenze gleich ausfillt. Unter Benutzung der
Formeln (4) und (5) nimmt die Gleichung (3) die nachfolgende Ge-
stalt an:

n 2n

n(n+1) fx.x,,sinadadgp
(6) °
90X, 0X, 1 0X, 0X,
—ff(sma o0 00 +sm0 9 3¢)dad‘p
Die Durchfithrung der analogen Betrachtung im Anschluss an die
fir X, giltige Differentialgleichung fithrt entsprechend aof:

n 2z

m (m + 1)ffx. X,, sin® do d

6X,0X, 1 0X,0X,
_ff s nd 08 o8 +sm& o9 8tp>d8d‘p

Da die rechte Seite dieser Gleichung mit derjenigen in (6) genau
ibereinstimmt, so sind auch die linken Seiten gleich, was filr m 4=n die
Formel (2) und also den ,ersten Integralsatz“ zur Folge hat.

In Falle m = n setzen wir die eine der beiden Kugelfunctionen
speciell gleich P, (cos w). Hierbei soll fiir cos @ die Formel (2)
pg. 39 gelten, d. h. es soll ® der Richtungsunterschied des vom Pole O
nach dem variabelen Punkte &, ¢ ziehenden Strahles gegen den Strahl
nach einem festen Punkte &', ¢" sein, Man zeigt durch direkte Rechnung,



Integralsiitze der Kugelfunctionen. 49

dass P, (cos ®) in Abhiingigkeit von &, @ eine Kugelfunction n** Ord-
nung ist. Als ,sweiten Integralsatz* formulieren wir jetzt, dass das
iber die ganze Kugeloberfliche ausgedehnie Integral des Differentials
X, (9, 9) P, (cos o)da gleich dem im Punkte &' 5 (p wrhegenden Werte

X, (8, @") der Function X, multipliciert mit ——— 2"_'_1 ist:
) JXu(0,9) Pu(eoso) do = 5155 X (0, 9),
oder ausfiihrlicher:

n 2n

@) J J X,(3, 9) Pa(cos @) sin® d0 dp — 117 X, (9, 9).

Zum Beweise fithren wir zuniichst eine Drehung des Coordinaten-
systems um den Pol O aus, wobei an Stelle von &, ¢ die Coordinaten
1, ¥ treten mogen; und zwar soll die Drehung eine solche sein, dass
der festgewihlte Punkt &', @  im neuen System den Nordpol unserer
Kugelfliche darstellt. Man hat zu setzen:

9 X.(3,9)=Y.(n,9), P.(coso)=P,(cosn), do=sinydydy.

Hier gilt es alsdann, zuniichst einzusehen, dass Y, (%, ¥) eine Kugel-
function »** Ordnung von 5 und ¥ ist. In der That erkennt man die
Fundamentaleigenschaften 1) und 2) (pg. 40) der Kugelfunctionen bei
der Qestalt der Transformationsformeln der Coordinaten an Y, (4, ¢)
sofort. Dass aber auch die Differentialgleichung der Kugelfunctionen
n'* Ordnung fir Y, (y,4) besteht, leiten wir am leichtesten unter
Rickgang auf rechtwinklige Coordinaten auf Grund der Uberlegungen
von pg. 40 aus dem Umstande her, dass die Laplace’sche Differential-
gleichung (3) pg. 25 unverindert ihre Gestalt behiélt, wenn man das
Coordinatensystem um den Nullpunkt O dreht*).

*) Eine solche Drehung ist néimlich dargestellt durch:

z=uz' 4+ oy +aoz,

y=pfz+6 y:+ﬁs ‘::

t=n2+ny+n,
wo fiir die neun Coefficienten die sechs bekannten Gleichungen bestehen:

d+eita=1 PHAHR=1L AHn+n-1,
Bt +Bavs+Bavs =0 1o+ re+r0=0, of + tgf + ety =0.

Hieraus ergeben sich nach leichter Zwischenrechnung
v v o? V v o'V
P s:c'ﬁac’-'_ﬁ:ay’ :az’+ P m 3y3 t2ne ’aza +2 ""axay
oy v
oy’*’ 9z’

Fricke, analyt.-functionenth. Vorlesungen. 4

and zwei entsprechende Gleichungen fiir Die Addition dieser drei
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Das Integral auf der linken Seite von (7) kleidet sich vermdge
der Formeln (9) in die Gestalt:

2n

n
(10) . f [P, (cosn) sing dy J Y. (1, %) dv).
0
Y, kann man nach der Formel (10) pg. 45 so darstellen:

Y. (, ¥) = A, P, (cos7) +Z"7(A. cos s9 + B, sin sy) P¥ (cos 1),

=1

so dass wir fiir das innere Integral unter (10) gewinnen:

n n n
fY,. dy=2n A, P, (cosn) +2P§.” (cosq)f(A, cos sy + B,sinsy) dy.
0 =1 1

Hier verschwindet nun jedes der rechts unter dem Summenzeichen
stehenden Integrale einzeln, so dass wir gewinnen:

S 1, ) dy = 27 4, P, (eos ).

Specialisiert man aber die eben fiir Y, angegebene Formel fiir den
Nordpol 7 =0, so werden an dieser Stelle alle zugeordneten Func-
tionen wegen ihrer Factoren sin’y verschwinden, wihrend P, nach
pg- 33 den Wert 1 annimmt. Es ist somit 4, der Wert von Y, im
Nordpol =0 und also zufolge der ersten Gleichung (9) der Wert
X, (®,¢"). Der Rickgang zum Integral (10) liefert daraufhin:

n Sn

(11) ffY. (7, ¥) Py (cos ) sin 4 dy dy

v 0

=2z X, (9, (p')'/.[P,. (cos 1)]® siny dr.
o

In dem rechts noch itbrig bleibenden Integral setze man cos = p,
wodurch man erhilt:

z 11
j [Pa (cosm)] sinyg dy = j P, () dp.

Gleichungen liefert bei Benutzung der fir «,,--,y, angegebenen Relationen:
o'V v V'V + o'V o'V
ox’* "oyt 0z 0z 0y ' 9z%'

was bewiesen werden sollte.
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Nun ist aber nach (1) pg. 35-

+1
T | d"[(u —v] @l -0,
[ P, (u)* dp = ) i i

du,

wo das Integral rechter Hand durch partielle Integration reducibel ist.
Man hat némlich:

Tle—] Fle =iy,  Sle =) ey

dl&" d{l.' dy" dy"_l
. fd"'"[(u’ L0 I —1)"]
d“n-}-l dl&”_l
Nun verschwindet (u® — 1)* fiir g = -+ 1 und g = — 1 je n-fach,
also die (n — 1)*¢ Ableitung je einfach; es folgt:
+1
d"[m a* [ —1)"] @ [(u?- —1)"] j‘m+‘[<u —1)"] @&~ ’[(u’—l)"]
) d“ d n d“"+l d n—1
—_ —1

Durch weitere (n — 1)-malige Anwendung der partiellen Integration
werden wir zu
+!2 [ — 1] +1
d* ™
(o [ EETL G — 1y = (1 @) f @ — 1 e
—1 ) —1
gefithrt. Bei Wiedereinfithrung von 7% findet man:

n

n

¥ g .: — @en)! . a1
j[P,. (cosm)]? siny dy 23“(m),‘/sm ndy.
0] [\]

Das letzte Integral behandelt man gleichfalls durch partielle Inte-

gration und findet als dessen Wert 2 - 12—:—%%2—13'

diesen Wert in die voraufgehende Formel ein, so zieht sich deren rechte

Setzt man

Seite auf ——— + | Zusammen. Hiermjt aber gewinnt die rechte Seite

der Formel (11) die Gestalt - + ;7 Xa(8,9), so dass der ,zweite

Integralsatz“ der Kugelfunctionen bewiesen ist.

+1
Aufgabe 1. Man beweise die Formel [ P, (u) P, (u) dp = 0 fiir m 4=% durch

=1
die am Schlusse des vorliegenden Paragraphen verwendete Methode der partiellen

Integration.
+1

Aufgabe 2. Man beweise die Formel f P, (")’d"=ﬁgf}:—1 , indem man

-1
4‘
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einmal T nach (6) pg. 32 in eine Reihe nach Potenzen von s entwickelt und bei
der Integration auf die in Aufgabe 1 bewiesene Regel Bezug nimmt, wihrend
+1 1
man andrerseits | T%dp— [ —**___ direct susfihrt und darauf nach Po-
1—2ur 41?2
=1 =1
tenzen von r entwickelt.

§ 12. Entwicklung einer Function f(&, ) nach Kugelfunctionen.

Die Sitze itber die Werte der Integrale f X X, da, .ausgedehnt
dlber die ganze Kugelfliche, sind analog den pg. 4 benutzten Formeln
iiber f cos mz cos nz dxr und dhnliche Integrale, ausgedehnt iiber die
ganze Peripherie des Kreises, d. i. von — x bis 4 z. Waren nun
damals die eben genannten Formeln bei Entwicklung einer willkiirlich
gegebenen Function f(z) in eine Reihe nach ,Kreisfunctionen® cos nz,
sin nz dienlich, so werden wir hier bei dem jetzt zu behandelnden
Probleme, eine auf der Kugeloberfliche willkiirlich gewdhlte Function
f(®, @) in eine Reihe nach Kugelfunctionen X, (8, @) 2u entwickeln,
einen entsprechenden Gebrauch von den Integraltheoremen des vorigen
Paragraphen machen.

Dabei nehmen wir sogleich an, dass die in jedem Punkte (&, ¢)
der Kugeloberfliche endlich und eindeutig definierte Function f(8, ¢) in
eine convergente Reihe:

® (09 =X09+ X0 + X069+

nach Kugelfunctionen ansteigender Ordnungen entwickelbar sei, und
dass die sogleich gliedweise auszufithrende Integration der rechten
Seite dieser Gleichung gestattet sei.

Um alsdann die Bedeutung der hier zur Verwendung kommenden
Kugelfunctionen zu erkennen, verstehe man unter (&, @) einen fest-
bleibenden, unter (8, ") einen variabelen Punkt der Kugeloberfliche
und gebrauche cos ® im bisherigen Sinne (2) pg. 39. Man multipli-
ciere f (9, ¢") mit P, (cos o) d6’, unter n irgend eine nicht-negative
ganze Zahl verstanden, und integriere iiber die ganze Kugelfliche. Man
findet aus (1) unter der soeben genannten Voraussetzung:

f f(®,9) P, (cosw) de’ = S f X (9, 9") Py (cosw) do’.
m=0

Hier verschwinden rechts simtliche Glieder der Reihe bis auf das-

jenige filr m = n, dessen Wert sich aus (7) pg. 49 ergiebt. Man hat

als Resultat: Euxistiert fiir die auf der Kugeloberfliche willkiirlich ge-

wihlte endliche und eindeutige Function f (8, @) eine convergente und
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gliedweise integrierbare Entwicklung (1) nach Kugelfunctionen, so ist jede
der letzteren eindeutig bestimmt und gegeben durch:

n 2n
@) X. (09 =221t f f (8, 9") P, (cos w) sin 8 o’ dg’.
0 0

Die Argumente cos &, sin & cos ¢, sin & sin ¢ von X, sind rechter
Hand rational und ganz in P, (cos ®) enthalten.

Die genaue Untersuchung der Giiltigkeit der in Rede stehenden
Entwicklung fiir £(9, ¢), welche in den Rahmen der hier beabsich-
tigten Darstellung nicht hineinpasst*), verfolgt einen #hnlichen Ge-
dankengang, wie die pg. 5 ff. entwickelte Convergenzuntersuchung der
Fourier'schen Reihen. Man kiirzt die Reihe (1) auf die (n 4 1) ersten
Glieder, welche man durch (2) definiert. Man berechnet sodann den
Summenwert und. sucht die Grenze des letzteren fiir m = oo zu be-
stimmen.

Dieser Grenzwert aber lisst sich folgendermassen beschreiben.
Um die zu untersuchende Stelle (¥, ¢) beschreibe man mit einem
kleinen Bogen o als Radius auf der Kugeloberfliche einen Kreis. Auf
der Peripherie des letzteren habe f(®, ) einen Mittelwert, der F (w)
heisse. Hat dann F(w) in ndchster Nihe von @ = O nicht unendlich

viele Mazima und Minima, so ist lim. F (o) der Summenwert ZX,. (3,9)
0=0

n=0

der unendlichen Reihe, d. i. der oben genmannte Gremswert.

§ 13. Entwicklung beliebiger Funectionen ¢ (z) in Reihen nach
Kugelfunctionen P, (7).

Man specialisiere die Siétze von § 12 fiir den Fall einer von ¢
unabhiingigen Function f(#). Der eben am Schlusse von § 12 mit

lim. F (@) bezeichnete Grenzwert wird hier, wenn anders er existiert,
w=0

offenbar in die vom vorigen Kapitel her bekannte Gestalt:
1
s[f@+0)+r@—0)]

*) Auch in der Frage der Convergenz der Reihen nach Kugelfunctionen ist
Dirichlet bahnbrechend gewesen (in der Abhandlung ,,Sur les séries, dont le
terme général dépend de deux angles etc.”, Journ. f. Math. Bd. 17, 18387). Doch
enthielt Dirichlet’s Beweisfilhrung eine Liicke, welche von Kronecker und Dini
bemerkt wurde. Letzterer entwickelte eine einwurfsfreie Convergenzbetrachtung
in der Abhandlung ,,Sopra le serie di funzioni sferiche“ Annali di Matematica,
2t Ser., Bd. 6 (1874). Vergl. iibrigens die Darstellung in dem pg. 26 genannten
Handbuche von Heine, Bd. 1, pg. 432 ff.
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gesetzt werden konnen. Es gilt also der Ansatz:

(1) - [f(a +0) + f(8 —0)]

_22”+1 f(%) sin 9’ d&fP (cosm)dqp)

Als Kugelfunction von 8', ¢’ gestattet P, (cos ) nach (10) pg. 45
die Darstellung:

P, (cos @) = Ay P, (cos®’) + (4, cos ¢’ + B, sing’) P (cos#) - ---
-+ (4, cos ngp’ + B, sin ng’) PY (cos "),
wo die Coefficienten 4, B von & und ¢ allein abhéingen. Fiir 8#'=0

wird @ = &, so dass man fiir diesen Fall wegen P,(1)=1 und
Formel (9) pg. 44 aus der letzten Gleichung P, (cos &) = A, abliest.

Integriert man hiernach P, (cos ) do’ fiir ¢’ zwischen den Grenzen
0 und 2z, so ergiebt sich, da alle von ¢’ abhingenden Glieder im
Ausdruck von P, (cosw), also simtliche Qlieder bis auf das erste zu-
folge ihrer Bauart verschwindende Betriige liefern:

27
f P, (cos 0) dg’ — 2 P, (cos &) P, (cos #").
0

Die Gleichung (1) fithrt hiernach auf die wichtige Formel:
1
@) S [f@+0) +(®—0)]

n=0

=2¢2”;' lp, (cos O)Jf(f&') P,(cos®’)sind®’ dd".

Man setze hier endlich noch cos# = u, cos & = z und schreibe
f(®)=f(arccosp) = @ (u) und f(#) =@ (z). Es gilt alsdann das
folgende Theorem: Die im Intervall — 1 < x < + 1 willkiirlich ge-
wihlte eindeutige Function @ (x), welche ebenda nicht unendlich viele
Maxima und Minima annimmt und Unstetigkeitsstellen jedenfalls awch
hichstens in endlicher Anzahl besitzen soll, gestattet in diesem Intervall die
convergente Entwicklung:

3) 9@ = Po(2) + ¢, Py(3) + ¢ Py@) + - -,
) o = 2241 f ® (1) Pa (u) du,

—1

Jjedoch mit dem Zusatee, dass fir alle Unstetigkeitsstellen x von @ (x)
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der Summenwert der Reihe das durch + [ (« 4 0) + ¢ (z — 0] 2u be-
zeichnende Mittel der zugehorigen beiderseitigen Gremzwerte ist.
Beispiel 1. Durch directe Rechnung findet man aus (6) pg.35:
x = P, (z)
2 1
a* = 3 P, (z) + 3 Py (x),
2 3
£’ = 3 Py(z) + 3 P\ (),

o = g Py(2) + + Py(@) + + Py(a),

Um das in diesen Formeln enthaltene allgemeine Gesetz zu er-
kennen, setze man an:

o = B + P () + B +

1

en= 2241 fym -(n)du—‘,%‘fk:.'f“ d[(';fl)]d!‘
—1 —1

Man findet nun vermége einer schon pg. 51 benutzten Uberlegung
durch %-malige partielle Integration-

ar _u
‘/'y l(# 1) du

=(—1km@m—1)---(m—Fk+ l)f“m_k d— (l:(l:——k 1)"] du,

®

wobei k keine der beiden Zahlen m und » iibertreffen soll. Ist nun %> m,
so setze man k¥ = m und erkennt, dass das rechts in (5) stehende Inte-
gral verschwindet; die Coefficienten ¢m41, ¢ms, - - - 8ind also alle = 0.
Ist m > n, so setze man & = n und hat das Integral auszuwerten:
+1
fn"“" (u* —1)"du.
=1
Dasselbe verschwindet, falls (m — n) ungerade ist, da in diesem
Falle die zu integrierende Function p™—* (u® — 1)* mit u das Zeichen
wechselt. Bei geradem (m — n) findet man durch erneute n-malige
partielle Integration:
0!

+1 1
m-—n 2 ”n
f ((l —1) dy,—( 1) m—n+1)(m—n-+-38).--(m+4n— l)ﬁ + dp.

—1
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Nach Auswertung des letzten Integrals und Zusammenfassung ent-
springt fiir die Coefficienten cn., ¢m—2, Cum—4, - - - allgemein:

_ 3 mm—1)--..(2k+4 1)
Cn—gp = (2m — 4k +-1) - CrFDHEEF3)---Em—2k+1)

Hiernach gilt als allgemeine Formel:
! 2 1
6) =" = o D Pa(@) +@n—3) 5 P_y(2)

+(2,,,..7)@%1"L9P _4(a:)+--~:|~

Nimmt man noch hinzu, dass 2° = 1 = P, (z) ist, so wird hiernach
jede ganze rationale Function von z in eine endliche Reihe nach Kugel-
functionen P,(z), P, (z),- - - entwickelt werden konnen.

Beispiel 2. Ist y absolut > 1, so gilt unser in den Formeln (3)
und (4) zum Ausdruck kommender Ansatz offenbar filr die Function

1 . .
p(z)= y—o Wir gewinnen:
@ = 2 @+ D P @),
n=0
wo zufolge (4) gilt: " "
1 n
) =1 7 du

—1

- Da y absolut > 1 ist, so entwickele man nach fallenden Potenzen
von y und findet:

+1
11! (.
Q"(y)—ﬁzzy_'"f“ Pu(p)dp.
m== -1
Die hier rechts auftretenden Integrale sind in Beispiel 1 bestimmt.
Sie sind von O verschieden nur fir m =n, n 4+ 2, n 4+ 4,---, und
die elementare Zwischenrechnung ergiebt:
_ n! 1 m4+1)n42 1
@) hW =155 @ | F T 2 ants e
+ mt+)n+2)(n48m+4 1 + .. ]
24-@n+3)@nt6)  gts

Diese Functionen @, (y) werden als , Kugelfunctionen zweiter Art“

bezeichnet. @, (y) geniigt der Differentialgleichung:
arQ, agQ,

(9) (l_yg)'d—yt'_2y7;+”("+l)gn=07
welche in anderer Bezeichnung wieder die fiir P, giiltige Differential-
gleichung (3) pg. 34 darstellt. Trigt man ndmlich in die linke Seite
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der Differentialgleichung (9) fiir @, die Reihe (8) ein und ordnet nach
Ausfithrung der Differentiationen nach fallenden Potenzen von y, so
verschwindet der Coefficient jeder Potenz von y einzeln*).

Aufgabe 1. Man beweise nach Formel (2):
sind =7 [% P, (cos8) — b (%) (%)’ P, (cosd) — 9 (%) (%)’ P, (cosd)— .- ] .

Aufgabe 2. Aus der Darstellung von sin & entwickele man durch Diffe-
rentiation und Benutzung von (2) pg. 87 die Formel:

ctgb==%[3 (%) P, (c08®)47 (%) (%)’P, (cos8) 411 (%) (g),P, (cosO)+---]-

§ 14. Elektrostatische Anwendung der Kugelfunctionen.

Es sei eine fiir Elektricitat leitende Kugel des Radius 1 gegeben
und ausserhalb derselben ein irgendwie elektrisierter Isolator J. Der
Kugel sei freie Elektricitit in der Gesamtmenge M mitgeteilt. Es soll
untersucht werden, welche Verteilung diese letztere Menge auf der
Oberfliche der Kugel durch die vom Isolator J herriihrende Influenz
erfahrt. -

Nach den Grundgesetzen der Elektrostatik wird sich freie Elek-
tricitit ausser im Isolator J nur unmittelbar an der Oberfliche der
Kugel finden. Indem wir ein Polarcoordinatensystem mit dem Pol im
Kugelmittelpunkt einfithren, sei an der Stelle (8, @) der Kugelober-.
fliche die Dichtigkeit der dortselbst lagernden Elektricitit durch £ (9, @)
bezeichnet. Die Aufgabe ist alsdann, diese Function f(#, ¢) wirklich
anzugeben.

Zur Losung dieser Aufgabe benutzen wir den Grundsatz, dass das
Potential ¥ aller vorliegenden freien Elektricititsmengen im Innern
der leitenden Kugel allenthalben einen und denselben Wert haben
muss**). Dieses Potential V setzt sich aber additiv zusammen aus
dem Potential ¥’ des Isolators J und demjenigen V” der Kugelober-
fliche. Berechnen wir also zuniichst diese beiden Potentiale ¥ und V.

An der Stelle (r, 8, ¢’) von J sei 0’ die Dichtigkeit der elek-
trischen Ladung. In einem dortselbst gelegenen Volumelement dz’
wird sich somit die Elektricititsmenge 0 dz’ finden. Ist also (r, &, @)

*) Siehe wegen der Kugelfunctionen zweiter Art @, (y) das pg. 26 genannte
Handbuch Heine’s Bd. 1 pg. 125 ff.

**) Die physikalische Bedeutung dieses Grundsatzes kann man noch deut-
licher dahin aussprechen, dass im Innern der Kugel die drei partiellen Ableitungen
oV oV oV

e »537, 3z allenthalben verschwinden miissen.
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irgend ein Punkt im Innern der Kugel, so wird das Potential V'(r, 8, )
fiir diesen Punkt gegeben sein durch:

, » 6'1'
V(r,a,¢>=jy—;;:

P ———————— )
— 277’ cosw 4 r'?

wenn hierbei cos @ im bisherigen Sinne von:
cos @ = cos & cos 9’ - sin & sind’ cos (p — @)
gebraucht ist und sich die Integration auf den gesamten von J ein-
genommenen Raum erstreckt. Da r < r’ ist, so schreibe man ¥V’ so:
V(9 ¢ = i':.lf_ - ! —
Vl—?rcosm-{-(?)

und findet, indem man den Wurzelausdruck nach (6) pg. 32 entwickelt
und gliedweise integriert:

, ~ & ,
V'(r, 9, @) =Z[,.uf;;¢—lP,. (cosm)dt].
n=0

Das bei 7~ als Factor auftretende Integral stellt in Abhingigkeit von
von & und ¢ als Summe von Kugelfunctionen %*" Ordnung selber
eine Kugelfunction dieser Ordnung dar, welche X, (9, @) heissen moge.
Wir gewinnen damit:

i (1) V'’ ("‘y b, (P) =2 r X, (1?, ‘P) .

n=0

Da der elektrische Zustand des Isolators J als bekannt gilt, so hat man
die X, (9, ) als gegebene Functionen anzusehen.

Die auf der Kugeloberfliche gesuchte Function f (8, ¢) denke man
nach § 12 in eine Reihe nach Kugelfunctionen:

(2) f('&; (P) =2 Y. (87 (P)

m=0

entwickelt. Die zu losende Aufgabe kann dann dahin formuliert werden,
dass man die Functionen Y,, (8, ) finden soll.

Das Potential ¥" der Kugelbelegung fiir den innern Punkt (r, 9, ¢)
wird gegeben sein durch:

” —_— _f(_'ﬂ_':_q") dd'
Vi 9, (P) o V1—2rcosm 7t ’

wo das Integral iiber alle Stellen (8', ¢") der Kugeloberfliche auszu-
dehnen ist. Durch analoge Rechnung wie oben finden wir:

V'(r,® @) =§7 [r" }"(«‘}', ¢’) P, (cosm) dd':l.

n=0
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Setzt man den Ausdruck (2) fiir (9, ¢") ein, so folgt:
j £(8,¢") Py (cos @) do’ — of Y, (8, 9") Py (cos ) d”.

Zufolge des ersten Integralsatzes der Kugelfunctionen fallen aber hier
rechter Hand alle Glieder der Summe als verschwindend aus bis auf
das eine mit m = n. Dieses eine Glied bestimmt man sofort nach dem
zweiten Integralsatze (7) pg. 49 und findet fiir ¥":

V(8 9) = 4”2#_}-1 Y.(3,9).

n=0

Das Gesamtpotential ¥ ist nun = V' + V" und gestattet somit
fir das Kugelinnere die Entwicklung:

~ 4
B Ve8e)=Dr[X0 9+ 51710 9)]
r=0
Da dieser Ausdruck nach dem oben erwihnten Grundsatze constant
und also von r unabhiingig sein muss, so verschwinden die Coefficienten
aller Potenzen 7, 7% 73 - - - einzeln, d. h. fiir alle Indices » > 1 gilt:

0 Y, (8,9)=—22t1 % (5,9).

Wir haben jetzt allein noch das Anfangsglied Y, (9 ¢) der Reihen-
entwicklung (2) zu bestimmen. Zu diesem Ende bemerken wir, dass
die eben schon zur Benutzung gekommene Gleichung:

v ’ 4 ;
J16° 9) Pucos ) do’ = 522 V. 8, 9)
doch auch fiir den Fall n = O giiltig ist. Aber in diesem Falle kommt
links f f(®,9)de, wo f(8',9")de’ die im Element d¢’ befindliche
Elektricitdtsmenge ist und die Integration sich auf die ganze Kugel-
oberfliche bezieht. Das Integral hat hiernach, da im Kugelinnern freie
Elektricitit nicht auftritt, den Wert M der der Kugel mitgeteilten
freien Elektricititsmenge, und man hat:
M
Yo (3, 9)= in

Die Antwort auf die vorgelegte Frage ist also dahin zu erstatten,
dass die gesuchte Dichtigkeit der Kugelbelequng an der einzelnen Stelle
D, @ gegeben ist durch:

®) F@9) = o — = 2(% +1) X, (9, 9). —
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Als einfachsten Specialfall betrachte man den, dass J ein einzelner
Punkt der Masse 1 in der Entfernung ¢ >1 vom Kugelmittelpunkt
ist. Legt man die Polaraxe durch diesen Punkt hindurch, so wird:

P, (cos&)
2orcoso+r’ 2

n=0

Vi, ¢) =

womit die Kugelfunctionen X, (9, p) fir diesen Fall bestimmt sind.
Die Eintragung in Formel (5) liefert fiir das vorliegende Beispiel als
Losung:

(6) f(8,¢)=4—l;[M——§'(2”+1) P—";.@]'

Ubrigens kann man die hier rechts stehende unendliche Reihe in
einen endlichen Ausdruck zusammenziehen. Differenziert man ndmlich

die Formel:
1 E 2 ]
Vﬁ-é’ﬁ&if—{-”?‘ o ,.=or Pa (cos®)

nach » und multipliciert hernach mit 27, so folgt:

2rcos & —21r? =2 2n 1 P, (0088).

(1-—2rcos&+r')'} =0
Durch Addition dieser beiden Gleichungen entspringt:
2(2n+ 1) 7 P, (cos 8) = 1—r .
n=0 (1—21'0,0340-1-1")’1r

Mit Hilfe dieser Formel giebt man der Gleichung (6) ohne Miihe die
Gestalt: ,

—1
™ [ 9) = o[ M+ — = ]

(e*—2¢ cos&-{-l)i

Wihlt man z. B. M =0, ¢ = 2, so sammelt sich am Nordpol
negative Elektricitdt der Dichtigkeit %, am Siidpol positive von der

Dichtigkeit --—

§ 15. Definition, Potensreihenentwicklung und Differentialgleichung
der Oylinderfunctionen.

Die am Schlusse der Einleitung (pg.26) erwihnten beim Potential
des Cylinders auftretenden , Cylinderfunctionen” lassen sich durch einen
Grenziibergang aus den in § 9 und 10 untersuchten zugeordneten Func-
tionen P¥(cos®) herstellen. Man setze nimlich in P%’ an Stelle von
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& den Wert % ein. Als Definition der Cylinderfunction s Ordhung
J,(9) soll alsdann gelten:

1 (8 = (—1)"- Lim. P (cos 0)

2)-
Aus der pg. 47 angegebenen Integralgestalt von PY folgt zunichst:

n

PY (cos %) = ;; / (cos% +4 sin% cos (p)' cossp do.
[}

Lisst man hier bei stehendem s die Zahl » weiter und weiter wachsen,
80 wird fiir den Grenzibergang lim. n = oo

L . & s . & » :
cong =1, sing =3, lim[(142509) = coeo

n= 2 n

zu setzen sein*). Daraus geht der Satz hervor, dass sich die Cylinder-
function s** Ordnung durch folgenden Integralausdruck darstellen lisst:

@) () =2 j €% 9 o8 s dg.
)

Setzt man fiir die Exponentialfunction unter dem Integral (2) die
Potenzreihenentwicklung derselben ein und integriert gliedweise, so

folgt:

*) Die Regel lim. [(1 + z )":I = ¢ wird in den einfithrenden Vorlesungen

n=uoo n
meist nur erst fir reelles x bewiesen. Setzt man aber (1 + _a;z)ﬂ= r”c""‘ ’
unter r, den absoluten Betrag des links stehenden Ausdrucks und unter «, dessen

Amplitude verstanden, so folgt erstlich: |

1
FAL tx\» ¥\ n?—
2= (2 (== [0+ )T
und da der Ausdruck in der grossen Klammer rechts mit wachsendem = der
Grenze ¢ zustrebt, so wird:

al
lim ¥} = lim.e™ =1.
n=awm n=00
Die Amplitude «, aber berechnet sich aus:

x F.] x® a8
o=ty (T) = n (3 — gt — ).
woraus man lim. e, = z direct abliest. Damit ist die Giltigkeit der fraglichen
Grenzformel fir rein imaginires Argument bewiesen.
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J,(8) = (— i 2 jcos"‘qp cossp dg.

m=0

Nun wurde bereits pg. 34 die Formel:
[cosm(p + ( )cos (m —2)p + ( )cos(m — ) - ]

benutzt, wobei das letzte Glied der Klammer % (,’,': ) oder (,,,_2_,) cosg

2 2

1
cos™@p =
9 2m

2
ist, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Mit Riicksicht auf die
Integralformeln von pg. 4 ergiebt sich hieraus, dass das Integral:

n

j 'cos'"cp cosspdy

0

stets verschwindet, wenn m < s ist, sowie wenn (m — s) ungerade ist.
Hat man aber m = s + 2k, wo % eine nicht-negative ganze Zahl ist,

so ist é;.— (7:) der Wert jenes Integrals. Unter Benutzung dieses Er-
gebnisses findet man nach kurzer Rechnung als Potenzreihenentwicklung

der Cylinderfunction J,(9):
3) Ji(8) = 2(

“~ 2'+“L'(s+k)'
qiiltig fir alle Ordnungen s =0, 1, 2, .-, oder explicite:
T o ]
4) ( )_2’—31 T 2@s+2) ti @s+2@s+4 )
Speciell fir s = 0 hat man:
9 o4 o0
To@)=1l—sitap—gauet
Die zugeordnete Function P (cos &) = ®, genilgte der unter (5)

pg. 43 angegebenen Dlﬂ'erentmlglelchung Trigt man in dieselbe 7
statt & ein und teilt durch n?, so folgt:

(1+71‘-—”’8m, )P"’(cos )
n
P cos 2

7n 8sip —
n

Setzen wir noch den Factor (— 1)* hinzu und lassen » iiber alle
Grenzen wachsen, so folgt:
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s? 1 d [ 3,8)
(1— %) % +3ﬁ(ﬁw)="'
Hieraus geht der Satz hervor: Die Cylinderfunction J,(8) ist ein
Integral der homogenen linearen Differentialgleichung:

dJ
() 0,+ i+ (1—

Das Bestehen dieser Gleichung kann man durch Eintragen der Potenz-
reihe (4) fiir J, direct bestitigen.

)J_o

§ 16. Verschiedene Integralausdriicke der Cylinderfunctionen.

Ersetzt man auf der rechten Seite von (2) p. 61 die unter dem
Integral auftretende Exponentialfunction durch ihren Ausdruck
cos (& cos @) - i sin (9 cos ), so zerlegt sich die ganze rechte Seite
der genannten Gleichung in einen reellen und einen imaginéiren Be-
standteil. Ersterer giebt den Wert von J,(9), wihrend letzterer ver-
schwindet. Man muss hierbei unterscheiden, ob die Ordnung s eine
gerade oder ungerade Zahl ist. Die Cylinderfunctionen gerader Ordnung
J3.(®) gestatten die Integraldarstellung:

1 g2, (®) = (—_—“——l)'fcos (¥ cos @) cos 259 do,
1]
diejenigen ungerader Ordnungen J, 4 ((9):
Ed
2 Joat1(8) = l) sin (& cos @) cos (2s + 1) dep.

0

Zugleich merke man die beiden (leichungen an:

n

fsin (¥ cos @) cos 2spdp =0,
0

©) .
fcos (& cosp) cos(2s + 1)p dep = 0.

0

Die hier auftretenden bestimmten Integrale sind nun im wesent-
lichen gerade diejenigen, welche nach den im vorigen Kapitel pg. 12
entwickelten Ansitzen als Coefficienten der nach Cosinus der Vielfachen
von ¢ fortschreitenden Reihen filr cos (& cos @) und sin (& cos¢) auf-
treten. Der Vergleich der vorstehenden Formeln (1), (2) und (3) mit
den damaligen liefert den Satz: Die Cylinderfunctionen gerader Ordnung
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treten als Coefficienten der Fourier'schen Entwicklung von cos (9 cos )
auf, indem man hat:

4) cos (& cos ) = Jy(#) — 2J5(9)cos2¢
+ 2J,(#)cos4p — 2J5(#) cosbp + ---;

entsprechend stellen sich die Functionen ungerader Ordnung bei der Ent-
wicklung ein:
(5) sin(P cosp) =2J,(8)cosp — 2J;5(9)cos 3 + 2J;(9)cosHp —---.

Man kann diese Entwicklungen zum Beweise einer wichtigen Re-
cursionsformel der Functionen J benutzen: Dic Cylinderfunctionen irgend
dreier auf einander folgender Ordnungen sind ndmlich durch die Gleichung
verbunden :
(6) 25d,(8) =9 J,_1(®) + & L, 41(9).

Auf Grund dieser Relation kann man aus den Werten von J, und J;
successive diejenigen aller weiteren Functionen J berechnen.

Zum Beweise der (leichung (6) differenziere man die Formel (4)
nach ¢:
) sin (# cos ) - ¥singp = 22(— 1) " '2sd;,sin 25 9.

s=1

Formel (5) aber liefert:

sin (9 cos @) - ¥sing = 22(— 1)’ " '9d5, —1sing cos(2s — 1) ¢.
=1

Schreibt man hier:
2singcos(2s —1)p =sin2sp — sin2(s — 1)@
und fasst je die beiden Glieder mit dem gleichen Multiplum von ¢
zusammen, so folgt:
sin(® cosg) - #sing =2(—— 1)._1'3‘(J2._1 + J3:41) 80 2s.

s=1

Da nach den Grundeigenschaften der Fourier'schen Reihen die rechte
Seite dieser Gleichung mit derjenigen unter (7) gliedweise iiberein-
stimmen muss, so ergiebt sich die Richtigkeit der Recursionsformel (6)
fir alle geraden Ordnungen s.

Kniipft man die vorstehende Entwicklung an die Differentiation
der Gleichung (5), so folgt entsprechend die Giiltigkeit von (6) fiir
die ungeraden s.

Eine ganz analoge Uberlegung lisst sich an die Differentiation der
Gleichungen (4) und (5) nach & ankniipfen. Hierbei entspringen die
nachfolgenden Relationen fiir die Ableitungen der Cylinderfunctionen:
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(e) dJ(a) ;
= (®), 2 a5 = i—1(8) — og1(®) fiir s>0.

Wir merken endlich noch zwei weitere Inmtegraldarstellungen der
Cylinderfunctionen an. Die erste lautet:

td

a 1 .
(9) cf,(ﬂ') == i—m . ;“/'COS(‘B' cos ¢) Blnh¢ d(P.
. 1)

@

Zum Beweise dieser Gleichung entwickele man cos(# cos ) nach
Potenzen von & cosg und findet, wenn man gliedweise integriert:

n

n
2 k
f cos (& cos @) sin¥*p dg =2(_ 1) (g_’i)—! / sin®*g cos™* @ dp.
0 E=0 [y

Nun erhilt man aber durch wiederholte partielle Integration:

td

sin¥* @ cos** g dp = 1-8-6---(2k—1)-1-3-5---(28—1)

2kt 4 o) !

0

so dass die voraufgehende Gleichung liefert:
n

Spde — et
cos(& cos @) sin**pdp =1-3-5-- 1)}27 LG TR
0 =0
Der Vergleich mit Formel (3) pg. 62 ldsst die zu beweisende Dar-
stellung (9) von J, als richtig erscheinen.

Der letzte hier mitzuteilende Integralausdruck fiir J, ist:

n

(10) J,(8) = = | cos(sp — ?sinp)dep.

0

Diese Formel zeigt man sehr leicht durch Reduction auf die ur-
spriinglichen Integraldarstellungen (1) und (2). Handelt es sich z. B.
um eine gerade Ordnung 2s, so ergiebt sich durch die Substitution
o=v+ 5

n
I 3
fcos(?sq: — ¥sing)dp = (—1)" | cos(2sy — Hcosy)dyp

b4

2

und durch Entwicklung der rechten Seite:
Fricke, analyt-functionenth, Vorlesungen. )
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n
n 3

fcos(?sq; — #sing)dp = (—1)’ [ cos (¥ cos ¢) cos 25y dy
0 n

2
+ 5

+ (— 1)’ | sin(® cos ¢) sin 2sy dy.
F

Das letzte Integral rechter Hand verschwindet, weil die zu integrierende
Function sin(®cosy)sin2sy bei Zeichenwechsel von 3 selber das

Zeichen wechselt. Beim ersten Integral darf man das Intervall — %

bis O durch dasjenige von % bis z ersetzen, weil die zu integrierende

Function bei Vermehrung von ¢ um x unveriindert bleibt. Hiernach gilt:
L n

fcos(?scp — @singp)dyp = (— l)fws(a cos ) cos 25y dy.
0 0

Daraus aber folgt mit Riicksicht auf die Formel (1) pg. 63 die Giiltig-
keit der Darstellung (10) fiir alle Cylinderfunctionen gerader Ordnung.
Bei den ungeraden Ordnungen s fithrt eine &hnliche Rechnung zum
Ziele¥).

§ 17. Bessel’s Lésung der Kepler'schen Aufgabe.

Die in Figur 7 iiber der grossen Axe FN errichtete Ellipse sei die
Bahn eines Planeten; die grosse Halbaxe der Ellipse heisse a, die
kleine b. Die Sonne be-
finde sich im Brenn-
punkte S der Ellipse. Die
Zeit werde vom Durch-
gange des Planeten durch
die Sonnenndhe N ge-
messen; zur Zeit ¢ be-
finde sich der Planet an

F o @ der Stelle P seiner Bahn.
Fig. 7. Man errichte iiber der

*) Weitere Ausfihrungen dber die Cylinderfunctionen findet man ausser in
den pg. 26 genannten Werken u. a. auch noch in folgenden Monographien:
C. Neumann, ,,Theorie der Bessel’schen Functionen, ein Analogon gur Theorie
der Kugelfunctionen (Leipzig, 1868); E. Lommel, ,,Studien vber die Bessel’schen

Functionen (Leipzig, 1868); J. H. Graf und E. Gubler, ,FEinleitung in die
Theorie der Bessel'schen Functionen” 1 (Bern, 1898).
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grossen Axe der Ellipse als Durchmesser einen mit der Ellipse con-
centrischen Kreis und verlingere die Ellipsenordinate PR zur Kreis-
ordinate QR, welche letztere sich zur ersten bekanntlich verhilt wie
a zu b. Der in der Figur mit ¢ bezeichnete Winkel 9C Q ON heisst
die ,,excentrische Anomali¢ des Planeten zur Zeit &

Wir lassen nun P durch einen die Peripherie des Kreises mit
gleichformiger Geschwindigkeit durchlaufenden Punkt P’ begleitet
werden, welcher mit P jedesmal in der Sonnennéhe N und der Sonnen-
ferne F zusammentrifft. Zur Zeit ¢ befinde sich der begleitende Punkt
an der in Figur 7 mit P’ bezeichneten Stelle der Kreisperipherie. Der
Winkel ¢ = <2 P’O N, welcher der Zeit ¢ proportional ist, heisst alsdann
die ,mittlere Anomalie“ unseres Planeten zur Zeit ¢.

Das von Kepler zu Anfang des 17. Jahrhunderts aufgestellte
Problem, welches hier besprochen werden soll, war nun, aus der Zeit ¢
oder, was im wesentlichen auf dasselbe hinauskommt, aus der mittleren
Anomalie ¢ eines Planeten dessen excentrische Anomalie ¢ zu berechnen.
Nach einer grossen Reihe wenig befriedigender Behandlungen dieser
Kepler'schen Aufgabe*) war es Bessel, welcher in den pg. 26 nam-
haft gemachten Arbeiten die endgiiltige Losung gab. Um die Bessel-
sche Lésung zu entwickeln, formulieren wir zunichst die Aufgabe
nsher.

Nach dem zweiten Kepler'schen Gtesetze ist der vom Radius vector
SP beschriebene Sector PSN der Zeit ¢ und also der mittleren Ano-
malie ¥ proportional:

(¢)) Sect. (PSN) =C - 9.

Um einen anderen Ausdruck fiir den Flicheninhalt dieses Sectors

zu gewinnen, kniipfe man an den Kreissector ¢ ON, der gleich %a’«p

ist. Dieser Kreissector verhilt sich zum correspondierenden Ellipsen-
sector PON wie a zu b; als Flicheninhalt des Ellipsensectors findet
man also:

Sect.(PON) = + abg.

Zieht man hiervon den Inhalt des Dreiecks OPS ab, dessen
Grundlinie die Excentricitit e = 08, dessen Hohe die Ellipsenordinate:

PR =L2QR=Lasing

ist, so restiert der zu bestimmende Sector PSN:
*) Siehe hieriiber die historischen Angaben in dem pg. 66 genannten Werke
von Graf und Gubler, pg. 7ff. des ersten Teiles.
5*
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Sect. (PSN) = %abtp — %eb 8in @.
Den hier rechts stehenden Ausdruck hat man nun nach (1) gleich

Cy zu setzen und bestimme C etwa dadurch, dass man ¢ = = und
also auch ¥ = x eintriigt. Es folgt C = %ab und:

@) =@ — 5— sin @.
Die Losung der Kepler'schen Aufgabe besteht hiernach in der Berech-

nung von ¢ aus der Gleichung (2).

Da ¢ der Natur der Sache nach eine ungerade Function von @
ist, so soll ¢ im Intervall 0 <y <= nach dem pg. 12 entwickelten
Ansatze in eine nach Sinus der Vielfachen von i fortschreitende Reihe:

@ =0, siny 4 bysin2¢ - bysin3yp 4 ---

entwickelt werden, eine Darstellung, die im ganzen Intervall 0<yp <=
unter Ausschluss der oberen Grenze ¥ = z gelten wird. Der einzelne
Coefficient b, ist hierbei gegeben durch:

td

b, = ;—ftp sinsy dy.

v

Man findet aber durch partielle Integration:
f(psinstpdw = — —ls—qpcossw + —}fd(p cossi.

Setzt man die Integralgrenzen ein und beriicksichtigt, dass fiir ¥ = 0
auch ¢ = 0 ist und fiir ¢ = x auch ¢ = =, so folgt unter Benutzung
der Gleichung (2):

b n
f(psinswd¢=(—— 1)'_1% +% cos(sq;—faisin(p)d(p.
[} []

Das letzte rechts auftretende Integral ist aber nach (10) pg. 65 gleich

x J, (ﬁ); man hat also zundchst:
a

=1

Die erste hier auf der rechten Seite stchende Summe hat nach (1)
pg. 12 fir 0 <y <x den Wert 9, so dass man gewinnt:

® p— v+ 2 D7 (2) e,

s=1
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Dies ist aber die Bessel'sche Darstellung der excentrischen Anomalie ¢;
sie gilt in dieser Gestalt auch filr ¥ = x, und da sie offenbar auch
fiur das Intervall von O bis — z richtig ist, so gilt sie allgemein¥*).

*) Wegen weiterer, namentlich physikalischer Anwendungen der Cylinder-
functionen sehe man z. B. das pg. 26 genannte Werk Byerly's pg. 226ff. Es
wird daselbst angekniipft an die Integration der auf Cylindercoordinaten umge-
rechneten Laplace’schen Differentialgleichung (cf. (4) pg. 30) vermdge der Cylinder-
functionen. Bei Untersuchungen dieser Art spielen die Wurzeln der Gleichungen
J,(8) = 0 eine wichtige Rolle. Fiir einige Anfangswerte s ist unten eine Tabelle
der kleinsten in Betracht kommenden Wurzeln & mitgeteilt.

I. Tafel fiir die Funotionen P,(u), Py(w),: - -, Ps(w).

A P | P | R® Pw | RWw | Pw
0,00 0,0000 — 0,56000 0,0000 0,3760 0,0000 — 0,3126
0,01 0,0100 | —0,4998 | — 0,0150 03746 | 00187 | —o0,3118
0,02 0,200 | —0,4994 | — 0,0800 0,3785 | 00874 | — 0,3099
0,03 0,0300 | —0,4986 | —0,0449 | 03716 | 00660 | — 0,3066
0,04 0,0400 | —0,4976 | — 0,0598 0,3690 | 00744 | —0,3021
0,05 00500 | —o04962 | — 0,0747 036567 | 0,0927 | —0,2962
0,06 0,0600 | —0,4946 | — 0,0895 03616 | 01108 | — 0,2891
0,07 00700 | —0,4926 | — 0,1041 0,8567 | 01283 | — 0,2808
0,08 0,0800 | — 0,4904 | —0,1187 03512 | 01456 | —0,2718
0,09 0,0900 | —0,4878 | — 0,1832 03449 | 01624 | —0,2606
0,10 0,1000 | — 04850 | —0,1475 08379 | 01788 | —0,2488
0,11 01100 | —0,4818 | — 0,1617 0,3803 | 01947 | — 0,2360
0,12 0,200 | — 04784 | — 0,1757 03219 | 02101 | —o0,2220
0,13 0,1300 | — 04746 | —0,1895 0,129 | 02248 | —0,2071
0,14 0,1400 | — 04706 | — 0,2031 03032 | 02389 | —0,1913
0,15 0,1500 | —o0,4662 | —o0,2166 02028 | 02623 | —o0,1746
0,16 0,1600 | — 04616 | — 0,2298 02819 | 02650 | —0,1572
0,17 0,1700 | —0,4666 | — 0,2427 0,270 | 02769 | —0,1389
0,18 0,1800 | — 04514 | — 0,2654 02581 | 02880 | — 0,1201
0,19 0,1900 — 0,4458 — 0,2679 0,2453 0,2982 — 0,1006
0,20 0,2000 | — 04400 | — 0,2800 02320 | 08075 | — 0,0806
0,21 0,2100 — 0,4338 — 0,2918 0,2181 0,31569 — 0,0601
0,22 0,2200 — 0,4274 — 0,3034 0,2037 0,3234 — 0,0394
0,23 02800 | —0,4206 | — 0,3146 01889 | 03299 | —o0,0183
0,24 - | 02400 | —0,4186 | —0,3254 0,1735 | 0,353 0,0029
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w P, () Py(w) Py () P, (w) Py(p) Py (n)
0,26 0,2500 — 0,4062 — 0,3859 0,1577 0,3397 0,0243
0,26 0,2600 — 0,3986 | — 0,3461 0,1415 0,8431 0,0456
0,27 0,2700 — 0,3906 — 0,3568 0,1249 0,3453 0,0669
0,28 0,2800 — 0,3824 — 0,3651 0,1079 0,8465 0,0879
0,29 0,2900 — 0,8738 — 0,3740 0,0906 0,3465 0,1087
0,30 0,3000 — 0,36560 — 0,3825 0,0729 0,3454 0,1292
0,31 0,3100 — 0,3568 | — 0,3906 0,0550 0,3481 0,1492
0,32 0,3200 — 0,3464 — 0,3981 0,0369 0,3397 0,1686
0,33 0,3800 — 0,3366 — 0,40562 0,0186 0,3351 0,1878
0,34 0,3400 — 0,3266 — 0,4117 — 0,0000 0,3294 0,2053
0,35 0,3600 — 0,3162 — 0,4178 — 0,0187 0,3225 0,2226
0,36 0,3600 — 0,3056 — 0,4234 — 0,0875 0,3144 0,2388
0,37 0,3700 — 0,2946 — 0,4284 — 0,0564 0,3061 0,2540
0,38 0,3800 — 0,2834 — 0,4328 — 0,0763 0,2948 0,2681
0,39 0,3900 — 0,2718 | — 0,4367 — 0,0942 0,2833 0,2810
0,40 0,4000 — 0,2600 | — 0,4400 —0,1130 0,2706 0,2926
0,41 0,4100 — 0,2478 — 0,4427 — 0,1317 0,2669 0,3029
0,42 0,4200 — 0,23564 — 0,4448 — 0,1604 0,2421 0,3118
0,43 0,4300 — 0,2226 — 0,4462 — 0,1688 0,2263 0,3191
0,44 0,4400 — 0,2096 — 0,4470 — 0,1870 0,2095 0,3249
0,45 0,4500 —0,1962 | — 0,4472 — 0,2050 0,1917 0,3290
0,46 0,4600 — 0,1826 | — 0,4467 — 0,2226 0,1730 0,3314
0,47 0,4700 — 0,1686 — 0,4454 | — 0,2399 0,1534 0,3821
0,48 0,4800 — 0,1544 — 0,4436 — 0,2568 0,1330 0,3310
0,49 0,4900 —0,1398 | — 0,4409 —0,2732 0,1118 | 0,3280
0,60 0,56000 — 0,1250 — 0,4875 — 0,2891 0,0898 0,3232
0,561 0,56100 —0,1098 | —0,4334 — 0,3044 0,0673 0,3166
0,62 0,5200 — 0,0944 — 0,4285 — 0,3191 0,0441 0,3080
0,58 0,5300 — 0,0786 — 0,4228 — 0,3332 0,0204 0,2975
0,54 0,5400 — 0,0626 — 0,4163 — 0,8466 | — 0,0087 0,2851
0,65 0,6600 — 0,0462 — 0,4091 — 0,3690 | — 0,0282 0,2708
0,56 0,56600 — 0,0296 — 0,4010 —0,3707 [ — 0,0529 0,2646
0,67 0,56700 — 0,0126 —0,3920 | —0,3815 | — 0,0779 0,2366
0,58 0,6800 0,0046 — 0,3822 —0,3914 | — 0,1028 0,2168
0,69 0,5900 0,0222 — 0,3716 — 0,4002 | —0,1278 0,195638
0,60 0,6000 0,0400 | — 0,3600 — 0,4080 | — 0,1526 0,1721
0,61 0,6100 0,0582 — 0,3476 — 04146 | — 0,1772 0,1473
0,62 0,6200 0,0766 | — 0,3342 — 0,4200 | — 0,2014 0,1211
0,63- 0,6300 0,0954 | — 0,3199 — 0,4242 | — 0,2251 0,0935
0,64 0,6400 0,1144 — 0,3046 — 0,4270 | — 0,2482 0,0646
0,65 0,6500 0,1338 — 0,2884 — 0,4284 | — 0,2706 0,0347
0,66 0,6600 0,1534 — 0,2713 — 0,4284 | — 0,2919 0,0038
0,67 0,6700 0,1734 — 0,2531 —0,4268 | — 0,3122 | — 0,0278
0,68 0,6800 0,1936 — 0,2339 — 0,4236 | — 0,3313 | — 0,0601
0,69 0,6900 0,2142 — 0,2137 — 0,4187 | —0,3490 | — 0,0926




Tafel der Kugelfunctionen P(u).
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u P, (p) S AD) Py (w) P, (w) Py(w) Py(w)
0,70 0,7000 0,2350 —0,1926 | —o0,4121 | —0,3652 | —0,1263
0,71 0,7100 0,2562 —0,1702 | —0,4086 | — 0,3796 | — 0,1578
0,72 0,7200 0,2776 —0,1469 | —0,3933 | —0,8922 | — 0,1899
0,73 0,7300 0,2994 —0,1226 | —0,8810 | —0,4026 | — 0,2314
0,74 0,7400 0,3214 —0,0969 | — 03666 | —0,4107 | — 0,2518
0,76 0,7500 0,3438 —0,0703 | —0,8501 | —0,4164 | — 0,2808
0,76 0,7600 0,3664 —0,0426 | — 03814 | —0,4193 | — 0,3081
0,77 0,7700 0,3894 —00137 | —0,3104 | —0,4198 | — 0,3333
0,78 0,7800 0,4126 00164 | — 02871 | —0,4162 | — 0,3559
0,79 0,7900 0,4862 0,0476 | —0,2618 | —0,4097 | —0,3756
0,80 0,8000 0,4600 0,0800 | —-0,2330 | —0,8995 | — 0,3918
0,81 0,8100 0,4842 0,1136 | — 02021 | —0,3856 | — 0,4041
0,82 0,8200 0,5086 01484 | —0,1685 | —0,3674 | — 0,4119
0,83 0,8300 0,6834 0,1846 | —0,1321 | —0,3449 | — 0,4147
0,84 0,8400 0,5584 02218 | —0,0928 | —0,3177 | — 0,4120
0,85 0,8500 0,6838 0,2608 | — 0,0508 | — 0,2857 | — 0,4030
0,86 0,8600 0,6094 0,3001 | —0,0063 | —0,2484 | — 0,3872
0,87 0,8700 0,6354 0,3413 0,0481 | —0,2056 | — 0,3638
0,88 0,8800 0,6616 0,3837 0,0947 | —0,1670 | — 0,3322
0,89 0,8900 0,6882 0,4274 0,1496 | —0,1023 | — 0,2916
0,90 0,9000 0,7150 0,4725 0,2079 | — 0,0411 | —o0,2412
0,91 0,9100 0,7422 0,6189 0,2698 0,0268 | — 0,1802
0,92 0,9200 0,7696 0,6667 0,3352 0,1017 | —0,1077
0,93 0,9300 0,7974 0,6159 0,4044 0,1842 | — 0,0229
0,94 0,9400 0,8254 0,6665 04778 0,2744 0,0751
0,95 0,9500 0,8538 0,7184 0,6541 0,3727 0,1875
0,96 0,9600 0,8824 0,7718 0,6849 0,4796 0,3151
0,97 0,9700 0,9114 0,8267 0,7198 0,6954 0,4590
0,98 0,9800 0,9406 0,8830 0,8089 0,7204 0,6204
0,99 0,9900 0,9702 0,9407 0,9022 0,8652 0,8003
1,00 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

II. Tafel der Anfangswerte der Functionen J,(9) und J, (%)

14 5, (@) J,(® 14 J,(®) J,(®)
0,0 1,0000 0,0000 0,6 0,9385 0,2428
0,1 0,997 0,0499 0,6 0,9120 0,2867
0,2 0,9900 0,0995 0,7 0,8812 0,3290
0,3 0,9776 0,1483 0,8 0,8463 0,3688
0,4 0,9604 0,1960 0,9 0,8076 0,4060
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14 J,(®) J, (®) @ 4 (® 5 (@
1,0 0,7652 0,4401 66 | —0,0068 | — 03414
1,1 0,7196 0,4709 5,6 0,0270 | —0,3343
1,2 0,6711 0,4983 5,7 0,0699 | —0,8241
1,3 0,6201 0,6220 5,8 00917 | —o0,3110
1,4 0,5669 0,6419 5,9 0,1220 | — 0,2051
15 0,6118 0,5579 6,0 0,1506 | — 0,2767
1,6 0,4554 0,5699 6,1 01773 | —0,2559
1,7 0,3980 0,5778 6,2 02017 | —0,2329
1,8 0,3400 0,6815 6,3 02238 | — 0,2081
1,9 0,2818 0,6812 6,4 0,2433 | —0,1816
2,0 0,2239 0,6767 6,6 02601 | — 0,1538
21 0,1666 0,5683 6,6 0,2740 | —0,1250
22 0,1104 0,5560 6,7 02851 | — 0,0953
2,8 0,0555 0,6399 6,8 02931 | —0,0652
2,4 0,0025 0,6202 6,9 02981 | —0,0849
26 | — 0,0484 0,4971 7,0 0,8001 | — 0,0047
26 | — 0,0968 0,4708 71 0,2991 0,0252
27 | —0,1424 0,4416 7.2 0,2951 0,0643
28 | — 0,1850 0,4097 73 0,2882 0,0826
29 | —0,2243 0,3754 14 0,2786 0,1096
30 | —0,2601 0,3391 5 0,2663 0,13562
31 | —o0,2021 0,3009 76 0,2616 0,1592
32 | —0,3202 0,2613 1,7 0,2346 0,1813
33 | —0,3443 0,2207 78 0,2164 0,2014
34 | —0,3643 0,792 7,9 0,1944 0,2192
35 | — 0,3801 0,1374 8,0 0,1717 0,2346
36 | —0,3918 0,0956 8,1 0,1475 0,2476
37 | —0,3992 0,0538 8,2 0,1222 0,2580
38 | —0,4026 0,0128 8,3 0,0960 0,2657
39 | —o4018 | —o0,0272 8,4 0,0692 0,2708
40 | —03972 | —0,0660 8,6 0,0419 0,2731
41 | —0,3887 | —0,1083 8,6 0,0146 0,2728
42 | —03766 | —0,1386 87 | —0,0125 0,2697
43 | —03610 | —0,1719 88 | —0,0892 0,2641
44 | —03423 | —0,2028 89 | —0,0663 0,2669
45 | —o03205 | —o,2811 90 | —0,0903 0,2458
46 | —o02961 | —0,2666 9,1 | —o,1142 0,2824
47 | —o02698 | —o0,2791 9.2 | —0,1867 0,2174
48 | —o02404 | —0,2985 93 | —0,1677 0,2004
49 | —02097 | —o0,8147 94 | —o,1768 0,1816
50 | —0,1776 | — 0,8276 96 | —0,1939 0,1613
51 | —0,1448 | —0,3871 96 | —0,2099 0,1395
52 | —0,1108 | —o0,3432 97 | —o0,2218 0,1166
58 | —0,0768 .| —0,8460 98 | —o0,2328 0,0928
b4 | —0,0412 | —0,3458 9,9 | —0,2403 0,0684



Tafel der Cylinderfunctionen J; und Jj.

4 7, (®) J, (@) 4 J,(8) Ji (@)
10,0 | —o0,2469 0,0435 14,5 0,0875 0,1934
10,1 | — 0,2490 0,0184 14,6 0,0679 0,1999
102 | —0,2496 | — 0,0086 14,7 0,0476 0,2043
10,8 | —0,2477 | —0,0813 14,8 0,0271 0,2066
104 | —0243¢ | —0,0855 14,9 0,0064 0,2069
106 | —0,2866 | — 0,0789 150 | —0,0142 0,2051
10,6 | —0,2276 | —o0,1012 151 | —0,0845 0,2013
107 | —0,2164 | —o0,1224 162 | — 0,0544 0,1965
108 | —0,2032 | — 0,1422 16,3 | —0,0736 0,1879
10,9 | —o0,1881 | —0,1604 154 | —0,0919 0,1784
11,0 | —0,1712 | —0,1768 16,5 | — 0,1092 0,1672
11,1 | —o0,1528 | —0,1913 16,6 | —0,1268 0,1644
11,2 | —0,1880 | — 0,2089 15,7 | — 0,1401 0,1402
11,3 | —o0,1121 | —0,2148 158 | —0,1588 0,1247
114 | —0,0902 | —0,2225 169 | —0,1650 0,1080

“11,5 | —0,0677 | —o0,2284 16,0 | — 0,1749 0,0904
11,6 | —0,0446 | —0,2820 16,1 | —0,1830 0,0720
11,7 | —0,0218 | —0,2833 16,2 | —0,1893 0,0630
11,8 0,0020 | —0,2323 16,8 | —0,1936 0,0335
11,9 0,0260 | — 0,2290 16,4 | —0,1960 0,0139
12,0 | 00477 | —o0,2284 16,6 | —0,1964 | — 0,0058
12,1 0,0697 | —0,2167 16,6 | —0,1948 | —0,0252
12,2 0,098 | — 0,2060 16,7 | —0,1918 | — 0,0444
12,3 0,1108 | — 0,1943 16,8 | —0,1860 | — 0,0639
12,4 0,1296 | — 0,1807 16,9 | —0,1788 | —0,0807

T125 0,1469 | — 0,1655 17,0 | —0,1699 | — 0,0977
12,6 0,1626 | — 0,1487 171 | —0,1593 | —0,1185
12,7 0,1766 | — 0,1307 172 | —o0,1472 | —o,1281
12,8 0,1887 | —0,1114 178 | —0,1337 | —0,1414
12,9 0,1988 | —0,0912 174 | —0,1190 | —0,1632
13,0 0,2069 | — 0,0708 176 | —0,1081 | — 0,164
13,1 02129 | —0,0489 17,6 | —0,0868 | —0,1719
13,2 02167 | —0,0271 17,7 | —0,0688 | —0,1787
13,3 02183 | —0,0062 178 | —0,0506 | — 0,187
13,4 0,2177 0,0166 17,9 | —0,0821 | —0,1868
18,6 0,2150 0,0380 180 | —0,0184 | — 0,1880
18,6 0,2101 0,0690 18,1 0,064 | —0,1873
18,7 0,2032 0,0791 18,2 0,0241 | —0,1848
13,8 0,1943 0,0984 18,3 0,0428 | —0,1805
13,9 0,1836 0,1166 18,4 0,0601 | — 0,1744
14,0 0,1711 0,1334 18,6 00772 | — 0,1666
14,1 0,1670 0,1488 18,6 0,0984 | —0,1672
14,2 0,1414 0,1626 18,7 0,1086 | — 0,1463
14,8 0,1245 0,1747 18,8 0,1226 | — 0,1340
14,4 0,1065 0,1850 18,9 0,1363 | — 0,1204

3
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o 4, @) J, (@) 4 4, (®) J1(9)
19,0 | o0,1466 | —0,1067 19,6 0,1789 | — 0,0209
19,1 0,156€ | — 0,0900 19,6 0,1800 | — 0,0029
19,2 0,1646 | —0,0735 19,7 0,1794 0,0161
19,3 01711 | — 0,0864 19,8 0,1770 0,0328
19,4 0,1769 | — 0,0888 19,9 0,1729 0,0501
20,0 0,1670 0,0668
III. Tafel fiir die kleinsten Lésungen von oJ,(8) = 0.
8§=0 §=1 §=2 8§=3 8=4 8=>5
2,405 3,832 5,135 6,379 7,586 8,780
5,620 7,016 8,417 9,760 11,064 12,389
8,654 10,178 11,620 18,017 14,373 16,700
11,792 13,328 14,796 16,224 17,616 18,982
14,931 16,470 17,960 19,410 20,827 22 220
18,071 19,616 21,117 22,683 24,018 25,431
21,212 22,760 24,270 25,749 27,200 28,628
24,353 26,908 27,421 28,909 30,871 31,818
27,494 20,047° | 30,571 32,060 33,612 34,983

Anmerkung. Die vorstehende Tafel II iiber die Cylinderfunctionen J,(9),
J,(®) ist Lommel’s ,,Studien tuber die Bessel'schen Functionen® (cf. Fussnote pg. 66)
entlehnt; die Tafeln I und III stammen aus dem mehrfach genannten Werke
Byerly’s. Im letzteren Buche finden sich folgende Quellenangaben.
die ersten sieben Functionen P,(u) wurden unter Leitung Glaisher’s berechnet
und 1879 im ,Report of the British Association for the Advancement of Science‘

verdffentlicht. Die Tafel Il verdankt man J. Bourget, der dieselbe in den ,,An-

nales de 1'Ecole Normale*, Bd. 3 (1866) mitteilte.

Tafeln fiir



Drittes Kapitel.

Functionen einer complexen Variabelen.

Die Theorie der Functionen einer complexen Verdnderlichen ist
im wesentlichen als eine Schopfung des neunzehnten Jahrhunderts
anzusehen. Bereits zu Beginn desselben kannte Gauss eine Reihe
wichtigster Grundsitze dieser Theorie. In seiner Dissertation*) hatte
derselbe aufgewiesen, welch’ einfache Gtestalt die Lehre von den ratio-
nalen ganzen Functionen gewinnt, falls man dem Argumente der Func-
tion gestattet, beliebige complexe Werte anzunehmen; und in seinen
vielleicht noch frither liegenden Untersuchungen iiber das arithmetisch-
geometrische Mittel**) hat er, durch richtige Erkenntnis des Wesens
der hierbei eintretenden Functionen geleitet, die Betrachtung alsbald
von reelle auf complexe Variabele ausgedehnt. Doch erst 1811 nahm
Gauss in einem oft genannten Briefe an Bessel*™*) Gelegenheit, seine
Auffassungen {iber das Wesen der Functionen einer complexen Va-
riabelen auszusprechen; die Bedeutung der Infegrationen im complexen
Gebiete (cf. unten §§ 8ff.) und der klar erfasste Begriff der ganzen
transcendenten Functionen (cf. §§ 13 und 20) sind die wesentlichsten
Gesichtspunkte dieses Briefes. Die geometrische Deutung einer Func-
tion complexen Argumentes durch winkeltreue oder comforme Abbildung
emer Ebene auf eine amdere (cf. §§ 11f.) ergiebt sich aus Art. 8 einer
im Jahre 1822 von Gauss behandelten Preisaufgabe der Gesellsch. der
Wiss. in Kopenhagent), wobei die Bedeutung dieses Gegenstandes fiir
die Geodisie kurz erwihnt wird. Doch hatte bereits in den siebziger
Jahren des achtzehnten Jahrhunderts Lagrange die Beziehung der

*) s, Demonstratio nova theorematis omnem fumctionem algebraicam rationalem
ntegram unius variabilis sn factores reales prims vel secunds gradus resolvi posse
(Helmstedt 1799), Gauss’ Werke, Bd. 8 pg. 1.

**) Cf. Gauss’ Werke, Bd. 8 pg. 861 bis 402.

***) Vergl. den Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel (Leipzig 1880) pg. 165 ff.

1) ,Allgemeine Auflosung der Aufgabe, die Teile einer gegebenen Fliche auf
eine andere gegebene Fliche so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten
in den kleinsten Teslen dhnmlich wird“ (Altona 1826), Gauss’ Werke, Bd. 4 pg. 189.



76 III. Functionen einer complexen Variabelen.

complexen Functionen zu den Aufgaben der conformen Abbildung ge-
funden und auf geoditische Zwecke angewendet.

Gegeniiber diesem universellen Gauss’schen Standpunkte haben die
spateren Forscher jeweils nur nach speciellen Richtungen hin die
Functionentheorie weiter ausgebildet.

Spiter als Gauss, jedoch unabhingig von ihm hat Cauchy die
Bedeutung der bestimmiten Integrale mit complexen Variabelen und Grenzen
als fundamental fiir die Theorie der Functionen einer complexen Variabelen
erkannt. Cauchy’s beziigliche Hauptarbeit ,,Mémoire sur les intégrales
dcfinies prises entre des limites: imaginaires” ist 1825 erschienen; doch
reichen seine Untersuchungen hieritber bis 1814 zuriick. Cauchy’s
Methoden sind namentlich durch Puiseux weitergebildet und haben zu
einer vor allem in Frankreich lange Zeit vorherrschenden Gestalt der
Functionentheorie gefithrt¥*).

Riemann’s**) Forschungen sind zundchst denjenigen Cauchy’s
nahe verwandt, stellen jedoch Gauss’ Princip der conformen Abbildung
mehr in den Vordergrund. Auf dieser Basis gelangt Riemann zu einer
allgemeinen Begriffsdefinition einer analytischen Function und nimmt vor
allem, tiberall mehr von Anschauungen als Rechnungen geleitet, mit dem
grossten Erfolge das Studium der mehrdeutigen Functionen in Angriff.

Etwa gleichzeitig mit Riemann beginnt Weierstrass seine func-
tionentheoretischen Forschungen. Derselbe kniipft den allgemeinen
Begriff ,analytischer Functionen an deren analytische Darstellungen
durch ,Potenzreihen und ,unendliche Producte“***) und entwickelt
fir die Rechnung mit solchen Gebilden gesicherte Grundlagen. Die
wganzen transcendenten Functionen®, deren Bedeutung bereits Gauss er-
kannte, kommen durch Weierstrass zur Ausbildung und allgemeinen
Geltung.

Die deutschen Lehrbiicher der Functionentheorie haben bis vor
ganz kurzer Zeit in der Regel eine nur einseitige Darstellung derselben
vermittelt. So steht Duréege’s Werk , Elemente der Theorie der Func-
tionen einer complexen verinderlichen Grosse“t) auf Cauchy-Riemann-

*) Vergl. z. B. Briot et Bouquet ,,Théorie des fonctions elliptiques’ (Paris,
1875) pg. 19 ff.

**) ,,Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verinder-
lichen complexen Grisse“ (Gottingen 1851); , Theorie der Abel’schen Functionen
Journ. f. Math. Bd. 64 (18567). Cf. Riemann’'s Werke pg. 1 und 81.

***) Vergl. namentlich die beiden folgenden Abhandlungen von Weierstrass
nZwr Theorie der eindeutigen analytischen Fumctionen®, Abhandlungen der Berl.
Akademie von 1876, und ,,Uber die Theorie der analytischen Facultiten, Journal
f. Math. Bd. 51; ges. Werke, Bd. 2 pg. 76 und Bd. 1 pg. 1563.

1) 8. Aufl., Leipzig, 1882.
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schem Standpunkte, wihrend z. B. die ,Elementare Theorie der ana-
lytischen Functionen einer complexen Verinderlichen* von J. Thomae,
welche jiingst in zweiter Auflage erschien*), den Weierstrass'schen
Auffassungen angehort. Erst neuestens sind nach dem Vorgange des
Auslands auch die deutschen Autoren umfassenderen Anforderungen
gerecht geworden; es sei in dieser Hinsicht namentlich H. Burkhardt’s
wEnfihrung in die Theorie der analytischen Functionen einer complexen
Verdnderlichen“*¥) genannt.

Als Anwendungen der Functionen einer complexen Variabelen
haben wir neben der schon erwiéhnten Beziehung der conformen Ab-
bildungen zur Geoddsie in erster Linie diejenigen Probleme der mathe-
matischen Physik zu nennen, denen die fiir zwei Variabele z, y ge-
dachte Laplace’sche Differentialgleichung:

oV, o'V

o T T 0
zu Grunde liegt. Die Vermittlung ist dadurch hergestellt, dass die
reellen Bestandteile unserer Functionen dieser Differentialgleichung ge-
niigen werden. Ein hierher gehérendes physikalisches Problem, den
stationiren Strom einer incompressibelen Fliissigkeit in einer Ebene be-
treffend, soll in § 7 behandelt werden.

Bei der Mehrzahl der Anwendungen treten allerdings nur Func-
tionen reeller Veriinderlicher auf. In dieser Hinsicht vergl. man z. B. die
im iberndchsten Kapitel zur Behandlung kommenden Probleme der
Mechanik, bei denen die elliptischen Functionen ,reeller Argumente
Verwendung finden. Dabei aber ist zu bemerken, dass man die wahre
Natur der Functionen und die wichtigsten Regeln fiir ihre Behandlung
vielfach nur erst bei Ausdehnung der Argumente auf beliebige com-
plexe Werte erkennt.

§ 1. Lineare Functionen und Kreisverwandtschaften.

Es sei ¢ eine complexe Variabele, die wir unter Trennung ihres
reellen und imaginiren Bestandteils z—= z - ¢y schreiben werden. Von
£ soll zuniichst eine lineare Function Z = X +4 ¢Y, némlich:

az+b
(1) Z= cz+d
betrachtet werden. Die Coefficienten a, b, ¢, d sollen hierbei beliebige
complexe Constante sein; nur darf nicht gerade ad — bc = 0 sein,
weil in diesem Falle Z bei veriinderlichem z constant sein wiirde.

*) Halle a. 8., 1898, **) Leipzig, 1897,
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Zur. geometrischen Deutung von # = z - iy legen wir in {iblicher
Weise eine Ebene mit einem rechtwinkligen Coordinatensystem z, y
zu Grunde, wobei der Punkt mit den Coordinaten z, y als ,Triger*
oder ,Bildpunkt“ des Wertes z 4 ¢y der Variabelen 2z gilt. Diese
Ebene wird in der Folge kurz ,s-Ebene“ genannt*). Die Werte der
Function Z deuten wir je nach Umstinden entweder in der gleichen
Ebene oder denken die ,,Z-Ebene“ von derjenigen der Variabelen z ge-
trennt liegend.

Unter Bevorzugung der letzteren Vorstellung deuten wir nun die
Function (1) dahin, dass durch dieselbe jedem Punkte der z-Ebene ein
bestimmter Punkt der Z-Ebene eindeutig zugeordnet sei. Wir be-
zeichnen dies Sachverhiltnis kurz dahin, dass die z- Ebene vermige der
Function (1) auf die Z-Ebene abgebildet sei. Im speciellen handelt es
sich hier in dem Sinne um eine ,ein-eindeutige Abbildung”, als jedem
Punkte der Z-Ebene auch umgekehrt nur ein Punkt der z-Ebene
correspondiert.

Um den geometrischen Charakter der durch lineare Functionen
vermittelten Abbildungen aufzuweisen, betrachten wir zunichst einige
specielle Fille.

I. Ganze Functionen Z=az +4 b.

Ist insbesondere a =1, und schreibt man unter Trenuung des
reellen und imagindren Bestandteils b = b, 4 ib,, so wird die Be-
ziehung beider Ebenen durch X = z 4 b,, Y =y + b, angegeben,
eine Transformation, die aus den Elementen der analytischen Geometrie
als ,, Parallelverschicbung” oder ,, Translation” bekannt ist. Das Abbild der
z-Ebene auf der Z-Ebene ist mit dem Original congruent und erscheint
gegen letzteres parallel verschoben und zwar um b, und b, im Sinne
der 4 X- bez. 4+ Y-Axe. Ein Beispiel liefert Figur 8, in welcher die

2z -Ebene

- Z-KEbene
A ) T~ T~
s
\
{ slsl7]e
9slsl7le [ wlz]7r]s
wi2]7is ) | | nl3]e]
| n|a]s|m ) - 2.
2| ss| |1 (/
< Y% By
~ 141 |/ T ——

Fig. 8.

#) Uber die geometrische Deutung der auf complexe Zahlen angewandten
vier Grundrechnungen muss auf die einfilhrenden Vorlesungen und Lehrbiicher
iber hdhere Analysis verwiesen werden.
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2-Ebene eine Einteilung in (teilweise) numerierte Quadrate enthilt; in
der Z-Ebene sind ausser der reellen und imaginiren Z-Axe die Ab-
bilder jener Quadrate gezeichnet.

Ist zweitens b = O, so benutze man fir a die ,Polardarstellung”
a = xe**, wo x der ,absolute Betrag” |a| und « die ,Amplitude“ von
a ist. Dies giebt Anlass zu erneuter Fallunterscheidung, indem man
einmal x = 1, sodann zweitens « = O wihlt. Im ersten Falle ist:

X =z cose — y sine, Y=2zsina 4 y cose,

eine Transformation, die gleichfalls aus den Elementen der analytischen
Geometrie als , Drehung” der Ebene um den Nullpunkt durch den
Winkel « bekannt ist. Gilt aber « = 0, so ist X = xz, ¥ = xy, und
man hat dann die speciell so benannte , Ahnlichkeitstransformation”, bei
welcher das Abbild dem Original unter Wahrung des Nullpunktes uund
aller Richtungen dhnlich ausfdllt. Ist weder x =1 noch e« =0, so
erscheint die Abbildung aus einer Drehung der Ebene um den Nullpunkt

z-Ebene
/’F\ ——\\--"\\
\ \
v
. ols]7]¢
CT Iwl2]s]s

300G

:ynu ‘}

) )
( )]
-

Fig. 9.

und einer Ahnlichkeitstransformation zusammengesetzt. Ein hierher
gehoriges Beispiel liefert Figur 9.

Die allgemeine ganze lineare Function Z=ag 4 b ist mit dem
Vorstehenden zugleich erledigt. Setzt man némlich 2’ =as, Z=2"+b,
so ergiebt sich, dass die der Function Z zugehirige Abbildung durch
Combination einer Drehung, einer Ahnlichkeitstransformation und einer
Translation hergestellt werden kann. Bei einer linearen gamzen Func-
tion ist die Abbildung dem Original stets dhnlich; die Abbildung ist dem-
nach conform (winkeltreu), d. h. jeder abgebildete Winkel ist seinem Ori-
ginal gleich, und man bemerke iberdies, dass den Geraden und Kreisen der
z-Ebene wieder die Geraden bes. Kreise der Z-Ebene entsprechen.

II. Die Function Z=-§~-

Die Variabelen # und Z sollen zundchst in der gleichen Ebene
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gedeutet werden, und man ziehe die ,Polardarstellung® z = re®* fiir #
(und entsprechend fiir Z) heran, wo r = |z| den absoluten Betrag und
@ die Amplitude der complexen Zahl # bedeuten. Die zur vorliegenden
Fuuction gehdrende Abbildung der z-Ebene auf sich selbst weist dem

Punkte (r, &) den Punkt (%, — 8) zu. Dieser Ubergang soll in der
Art vollzogen werden, dass man vom Punkte (v, #) zunichst zu (%, 8)
geht, hernach von hier zu (—l;,—&).

Die Transformation, welche dem Punkte P der Coordinaten r, &
den Punkt P’ der Coordinaten % , & zuweist, heisst , Transformation

durch reciproke Radien“ am Einheitskreise, d. i. am Kreise mit dem
Radius 1 um den Nullpunkt; sie wird auch als ,Jnversion® oder
»Spiegelung” am Einheitskreise bezeichnet. Der Charakter dieser Trans-
formation ist durch Figur 10 angegeben.
Die Zuordnung der Punkte ist in dem Sinne
eine sich selbst inverse oder wumkehrbare,
dass dem schon genannten Punkte P’ um-
gekehrt wieder der erste Punkt P zugehdort.
Zwei einander zugeordnete Punkte liegen
auf dem gleichen vom Nullpunkte O aus-
ziehenden Strahle, und jeder liegt auf der
Polare des anderen beziiglich des ,Inversionskreises” (d. i. des Einheits-
kreises). Jeder Punkt dieses Kreises ist sich selbst zugeordnet. Irgend
ein unendlich fern liegender Punkt der Ebene correspondiert dem Null-
punkte. Diese Sachlage giebt Anlass, nur von einem einzigen unend-
lich fernen Punmkte der Ebene mit 2 = oo zu sprechen, was man sich
dadurch veranschaulichen kann, dass man die ¢-Ebene als ,Kugel mit
unendlich grossem Radius“ denkt. Der Satz, dass die Punkte der
Ebene einander zu Paaren zugeordnet sind, gilt alsdann auch unter
Einschluss des Punktes # = oo.
Die Kreise der ¢-Ebene stellen sich in Polarcoordinaten durch:

(2) Ar*+ Breos(# —a)+C=0 -
dar, wobei sich fiir 4 =0 die gesamten Geraden als ,Kreise mit

unendlich grossen Radien“ einordnen. Der Kreis (2) geht bei der
Inversion in die durch:

Cr' 4 Breos(§ —a)+ 4=0

gegebene Curve liber. Entschliessen wir uns demnach, die Gerade den
Kreisen susurechnen, so entspringt der Satz: Jeder Kreis der z-Ebene

" P

Fig. 10.
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geht bei der Inversion ohne Ausnahme wieder in einen Kreis siber. Eine
Gerade im speciellen liefert (als Kreis durch den Punkt co) einen Kreis
durch O; die einzelne Gerade durch O geht in sich selbst iber.

Wie man leicht sieht, ist der einzelne Kreis (1) stets und nur
dann sich selbst zugeordnet, wenn 4 = C ist. Die hierdurch fest-
gelegten Kreise laufen orthogonal gegen den Inversionskreis und sollen
dieserhalb ,,Orthogonalkreise heissen. Die Anschauung zeigt, dass jeder
solche Kreis deshalb sich selbst zugeordnet ist, weil bei der Inversion
seine Schrittpunkte mit dem Einheitskreise und seine Tangenten ebenda
erhalten bleiben. Man bemerke noch, dass irgend ein Kreis durch
zwei nicht zusammenfallende, einander zugeordnete Punkte P, P’ stets
ein Orthogonalkreis ist; denn der zugeordnete Kreis liuft wieder durch
P und P’ sowie durch die Schnittpunkte des ersteren Kreises mit dem
Einheitskreise hindurch.

Hieraus geht leicht hervor, dass die Imversion eine conforme oder
winkeltreue Abbildung Uliefert. QGreift man ndmlich, wie in Figur 11
geschehen ist, aus dem System aller
durch P und P’ hindurchzulegen-
den Kreise irgend zwei auf, so er-
blickt man in jedem Falle unmittel- \
bar die Gleichheit der zugeordneten
Winkel an den Scheitelpunkten P
und P’. Handelt es sich indessen
im speciellen um einen Winkel, dessen
Scheitelpunkt auf dem Einheitskreise
liegt, so darf man den einen Schenkel Fig. 11.
des Winkels als auf einem von O
ausziehenden Strahle gelegen annehmen; denn jeder fragliche Winkel
kann als Differenz zweier Winkel von der bezeichneten besonderen Art
dargestellt werden. Dass aber ein Winkel
dieser letzteren Art seinem zugeordneten
gleich ist, sieht man durch elementare Dis-
cussion der Figur 12, wo es sich um die
beiden mit Pfeilen bezeichneten Winkel
handelt.

Die Inversion zeigt gegeniiber den unter I
gewonnenen Abbildungen in der Hinsicht
eine Abweichung, dass der Drehungssinn,
welchen wir den Winkeln zuerteilen kdnnen, Fig. 1.
bei der Inversion eine Umkehrung erfihrt. Man sagt, es handele
sich um eime conforme Abbddzmg mit Umlegung der Sclwnkel des

Frickc, analyt.-functi th. V
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einzelnen Winkels. In den Figuren 11 und 12 ist dies durch die in
die Winkel eingetragenen Pfeile angedeutet.

Zur Inversion am Einheitskreise ist jetzt diejenige Transformation
hinzuzusetzen, bei welcher der Punkt (r, &) in (r, — &) tibergeht. Diese

z- Fbene
AT T
a7 21N
VARDEORN

A 7 8 )
L [o] {u] 1] |s
{ ” L4 » ”
| || 2] |o
N [z (=] [/ T 1
N[ 25 v )
A v—/]
Fig. 13a.

Transformation hat elementaren Charakter;
jeder Punkt geht (im gewdhnlichen Sinne ge-
sprochen) in sein Spiegelbild besiiglich der
reellen 2-Aze itber. Es findet hierbei offenbar
aufs neue eine Umlegung der Scherkel bei den
Winkeln statt.

Indem wir beide Transformationen com-
binieren, ergiebt sich: Die durch die Func-

tion Z = % vermittelte Abbildung der z-Ebene

auf die Z-Ebene ist conform (ohne Um-
legung der Schenkel), und jeder Kreis der
2-Ebene liefert wieder einen Kreis der

Z-Ebene. Zur Veranschaulichung dienen die Figuren 13a und 13b. Die
geradlinigen Quadrate der z-Ebene liefern durch Kreisbogen begrenzte

Z-Ebene

K
> «q
ik

S
W
S
S

Fig. 13b.

Vierecke der 2Z-
-Ebene, welche sich
gegen den Nullpunkt
Z = 0 hin immer
dichter zusammen-
dringen. Alle un-
endlich vielen Vier-
ecke der z-Ebene,
welche  ausserhalb
des Einheitskreises
liegen, finden in der
That ihre Abbilder
im Innern des Ein-
heitskreises der Z-
Ebene; und je weiter
die Originale in der
Ebene von £ hinaus-
liegen, um so niher
riicken die Abbilder
an den Nullpunkt
der Z-Ebene heran.

)
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III. Beliebige Functionen Z = —— ar+b

cet+ad
Ist ¢ =0, so liegt der Fall I vor.
Ist hingegen ¢ 4= 0, so findet man unter Benutzung der Abkiirzung
ad —be = D: >
— a
Z= c's4cd + ¢?
wobei zufolge einer Bemerkung am Anfang des Paragraphen D 4= 0
ist. Setzt man hiernach:
’ 3 d ” 1 ”
¥=—ge—3, 8'=2, Z=2 2,
so ergiebt sich, dass die jetzt vorliegende Abbildung durch Combination
der in I und II gewonnenen Abbildungen hergestellt werden kann;
denn es ist von # zuniichst eine Function s” des Typus I gebildet, von
2’ ist alsdann die unter II besprochene Function #” = £'—1 hergestellt
u.8.w. Aus den bisher gewonnenen Ergebnissen folgt demnach un-

mittelbar: Die durch eine belicbige lineare Function Z — 2 I ° ver-
mittelte ein-eindeutige Abbildung der 2- Ebene auf die Z- Ebene ist conform;
die Kreise der z-Ebene tibertragen sich hierbei wieder auf die Kreise
der Z-Ebene. Wegen der letzteren Eigenschaft wird die hier vor-
liegende Beziehung beider Ebenen zu einander als eine , Kreisverwandt-

schaft‘ bezeichnet¥*).

Aufgabe1. Manuntersuche die durch die Function Z =13 geliferte Ab-
bildung der z-Ebene auf die Z-Ebene.

Aufgabe 2. Man bestimme, indem man Z und ¢ in der gleichen Ebene
deutet, diejenigen Punkte, welche bei der durch Z = az+b vermittelten Abbil-

cz+d
dung sich selbst entsprechen.
Aufgabe 8. Man untersuche die Bedingung, unter welcher die durch
az4b
L= ¥4
umkehrbare ist.

gelieferte Beziehung zwischen z und Z eine sich selbst inverse oder

§ 2. Stereographische Projection der #-Ebene auf eine Kugel-
oberfliiche.
Der Vorstellung, die 2-Ebene habe nur einen Punkt mit 2 = oo
kann man am besten dadurch Rechnung tragen, dass man die z-Ebene
auf die Oberfliche einer Kugel projiciert. Insbesondere soll es sich

*) Diese Bezeichnung rdhrt von Mdbius her, welcher die in Rede stehenden
Abbildungen zuerst in rein geometrischer Darstellung behandelte; cf. Abhandl.
der Leipz. Ges. d. Wiss. Bd. 2 (1856) oder Mdbius’ ges. Werke Bd. 2.

6‘
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hier um die Ableitung der sogen. ,stereographischen Projection” der Ebene
auf die Kugeloberfliche handeln.

Nach der im Anschluss an Figur 5 pg. 27 gegebenen Vorschrift
denken wir ein System rechtwinkliger Raumcoordinaten &, %, § ge-
withlt und fassen die £%-Ebene zugleich als Ebene der complexen
Variabelen 2 = z 4 4y, indem wir fiir die Punkte dieser Ebene § = z,
n =y setzen. Weiter construieren wir die durch:

& P+t e=1

gegebene Kugel des Radius 1 um den Nullpunkt O. Die stereographi-
sche Projection vollziehen wir jetzt in der Art, dass wir die 2- Ebene
auf diese Kugeloberfliche von dem auf leteterer selbst gelegenen Projections-
centrum C der Coordinaten § =0, n =0, { = — 1 projicieren.

Die Projection des einzelnen Punktes P der Ebene auf die Kugel-
oberfliche veranschauliche man sich mit Hilfe von Figur 14, welche
die Ebene durch die
§-Axe und den pro-
jicierenden  Strahl

CP darstellt. Rechts
ist der Fall eines
Punktes P mit |s]
= r < 1 dargestellt,
links der eines Punk-
tes P, mit r > 1,
welcher in P," pro-
jiciert wird. Man
erkennt: Die stereo-
Fig. 14 graphische Projection
liefert eine ein-ein-
deutige Begichung swischen den Punkien der z-Ebene und denen der
Kugeloberfliche, wobei speciell der ,Punkt“ g = oo der Ebene das Pro-
Jectionscentrum C ergiebt.
Die Coordinaten zweier correspondierenden Punkte P, P’ seien
(=, y) bez. (§, 7, £), dann ist erstlich z:y = E:y. Setzt man weiter

OP=V2*+ =17 und 0Q =VE + " = ¢, so lehrt Figur 14, in
welcher P'Q senkrecht zur zy-Ebene gefiillt ist,

N
©

-1
r

=P—_£— oder ¢=2¢
ocC oP

eine Formel, die man auch im Falle des Punktes P, mit r > 1 sofort
bestitigt. Aus diesen Angaben berechnet man mit Ricksicht auf (1)
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ohne Mithe, dass sich die stereographische Projection bei der gewdihlten
Lage der s- Ebene und Kugelfliche durch folgende Gleichungen darstellt:

@ st g
14-¢’ 14-¢
oder umgekehrt:
_ 2z _ 2y _1—a'—y
(3) E_l-l-a:’-{-_y” ’7—1+xs+yn c_m

Diese Gleichungen zeigen unmittelbar, dass die Kreise der z- Ebene
(die Geraden eingerechnet) in die gesamten Kreise der Kugeloberfliche
tibergehen. Es transformiert sich niamlich die Gleichung:

A@*+9y)+Bz+Cy+ D=0
eines beliebigen Kreises der s-Ebene vermdge (2) in:
BE+Cn+D— i+ D+ 4)=0;

hierdurch aber ist ein ebener Schnitt der Kugelfliche, d. h. wieder ein
Kreis dargestellt.

Wir nennen endlich den Satz, dass die stereographische Projection
eine ,.conforme” Bezichung zwischen der z- Ebene und der Kugeloberfliche
ligfert. Errichtet man nimlich, um die Winkel in der Umgebung des
dem Punkte P entsprechenden Punktes P’ zu messen, in P’ die
Tangentialebene der Kugel, so schneidet dieselbe aus der Ebene der
Figur 14 die Kreistangente P'T aus. Das Dreieck PP'T ist offenbar
gleichschenklig, und die ¢-Ebene sowie die eben genannte Tangential-

ebene stohen auf der Ebene dieses Dreiecks lings PT bez. P'T senk-
recht auf. "Man muss jetzt nur noch hinzunehmen, dass das in der
2-Ebene durch P laufende Geradenbiischel vermige des Ebenenbiischels
mit der Axe PP’ projiciert wird. Die Unveriinderlichkeit der Winkel
bei der Projection ist dann direct aus der Anschauung ersichtlich.
Ubrigens wird man die gleiche Betrachtung sehr leicht auch fir die
Punkte P, und P; in Figur 14 durchftthren. —

Wo es erwiinscht ist, kénnen wir in der Folge an Stelle der
2-Ebene die Kugeloberfliche zur Trigerin der complexen Werte 2
machen, wobei zufolge (2) der einzelne Punkt (£, %, {) der Kugel-

filiche den Wert s = 51—'57? bekommt; wir sprechen in diesem Sinne

von einer ,Kugel der complexen Variabelen ¢“ oder kurz von einer
»2-Kugel“. Auf der s-Kugel ist jetzt der ,Punkt® 2 = oo und seine
néchste ,,Umgebung® beim Projectionscentrum C direct zugiinglich.
Eine andere oft zu benutzende Methode, den Punkt s = oo der
Untersuchung zuginglich zu machen, ist die, dass man die 2-Ebene
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in der durch Figur 13 pg. 82 dargestellten Art vermdge Z = 7 auf

die Z-Ebene abbildet. Hier tritt an Stelle des Punktes s = oo und
seiner Umgebung der Nullpunkt Z =0 und dessen Umgebung. —

Zum Zwecke einer ersten beiliufigen Anwendung der z-Kugel
az+b
cz4d
die Kugel zugleich zur Triigerin der Werte von 2 wie von Z. KEs
gilt alsdann der Satz, dass die einselne lineare Fumction eine solche
Transformation der Kugel in sich liefert, die durch eine bestimmie ,,Col-
lineation® des gamzen Raumes hergestellt werden kamn.

Es wird geniigen, diesen Satz fiir diejenigen besonderen Functionen
zu beweisen, durch deren Combination wir nach pg. 83 jede lineare
Function bilden kénnen. Dabei kann man iiberdies noch die Function
Z=2¢+4b in die beiden zerlegen Z =2 4 b, und Z = 2 4 b, mit
reellen b, b,. Die beiden letzteren Functionen verhalten sich hier
ganz analog, so dass es gentigt, etwa nur die erste unter ihnen zu be-
trachten. Demnach handelt es sich um folgende vier Functionen:

. 1
1) Z=s+b, 2 Z=es, 3) Z=xs, 4) Z=1.

gehen wir nochmals auf die Functionen Z = zuriick und machen

Vermdge der Formeln (2) und (3) findet man ohne Miihe, dass die
ihnen entsprechenden Transformationen der z-Kugel in sich durch
folgende vier Raumcollineationen bewirkt werden konnen:

) B H:Z:1=¢+b8+0b):9:
(—bk+(1—58)) e — 38): (bt + gHE+1+ 58),
@) .'.‘.':H:Z:1=(§cosu—nsina):(&sina-}-ncosa):l;:l

]
@) E:H:Z:1=f:q:(CET 64+ 150 (A5 e+ 15D,
“4) E:H:Z:1=§:—f1:—§:1.

Hier haben wir es in der That mit lauter Collineationen des Raumes
zu thun. Dass dabei in jedem Falle unsere Kugeloberfliche in sich
selbst transformiert wird, kann man leicht auch durch Rechnung be-
stitigen; man wird ndmlich die Gleichung §'+ #*4 & — 1 =0 bei
allen vier Transformationen ohne Miihe in 5% 4+ H® 4 Z2 — 1 = O iiber-
fahren. Da #ibrigens bei der einzelnen Collineation ein ebener Schnitt
der Kugel (d. i. ein Kreis) stets wieder in einen solchen iibergeht, so
erkennt man von hieraus aufs neue den Charakter der ,Kreisverwandt-

schaften” an den durch lineare Functionen gelieferten Abbildungen der
#-Kugel auf sich selbst.
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. § 3. Die Function Z = 2%

Die Function Z = #* liefert unter Trennung des reellen von dem
imagindren Bestandteile:

1) X=2'—y¢* Y=2uy.

Um die hierdurch dargestellte Beziehung der z-Ebene zur Z-Ebene
graphisch zu versinnlichen, versehen wir die Z-Ebene mit einer Ein-
teilung in Quadrate, wie in Figur 15 rechter Hand zu sehen ist; zwei
benachbarte Gerade sollen hierbei jeweils den Abstand 1 haben, so
dass die zur Y-Axe parallelen Geraden die Gleichungen X =0,
X=+41,X=42,-.. bekommen. Zufolge (1) liefern diese Geraden
in der g-Ebene ein System gleichseitiger Hyperbeln, welche die Winkel-
halbierenden der Coordinatenaxen zu Asymptoten besitzen, und deren
Hauptaxen 2, 2V/2, 2V3, 4, 25, - - teils auf der z-Axe, teils auf
der y-Axe lagern. Die zur X-Axe parallelen Geraden liefern ein
ebenso gebautes System von Hyperbeln, welche aus jenen vermdge
einer Drehung der ¢-Ebene um den Nullpunkt durch einen Winkel
von 45° hervorgehen.

Die hiermit entspringende Beziehung zwischen den Ebenen der
Variabelen 2 und Z bietet den in Figur 15 angedeuteten Anblick dar,

Z-Ebene

Z-0
124 3 L 4
\72 23 "
\‘\/-\./4——"'J

Fig. 15.

wobei einander zugeordnete Vierecke durch die gleichen Nummern
ausgezeichnet sind.

Man bemerkt, dass jetzt jedem Viereck der Z-Ebene swe: Vier-
ecke der z-Ebene entsprechen. In der That hamdelt es sich hier um
eime swei-eindeutige Besiehung swischen den Ebenen von z und Z. Dem
einzelnen Werte 2 entspricht stets nur ein Wert Z = s%; dagegen
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liefert der einzelne Punkt Z stets zwei Punkte & — -+ }/Z, welche ge-
trennt liegen, falls nicht einer der beiden Werte Z = 0 oder Z = oo
vorliegt.

Es ist weiter vor allem festzustellen, dass die in Rede stehende
Abbildung der z-Ebene auf die Z-Ebene eine conforme ist. In der That
lasst sich zeigen, dass diese Abbildung eine ,jin den kleinsten Teilen
ahnliche“ ist. Ein nicht gerade bei 2 =0 oder # = oo gelegenes
Bogenelement ds der z-Ebene bilde sich auf das Element dS der
Z-Ebene ab. Aus (1) berechnet man dann:

as
2) dS=2rds oder ==2r,

wo, wie bisher, r = |2| ist. Das Wichtige ist, dass das Verhiltnis
%S' allein von der Entfernung des Elementes ds vom Nullpunkt der

2-Ebene abhingt, dagegen von der Richtung dieses Elementes ganslich un-
abhingig ist. Ein in der Entfernung r vom Nullpunkte gelegenes un-
endlich kleines Dreieck der z-Ebene itbertrigt sich hiernach in ein
ihm dhnliches und also conformes (gleichwinkliges) Dreieck der

Z-Ebene. Dabei giebt der Quotient gg , im vorliegenden Falle 27, das

,» Vergrosserungsverhaltnis“ der conformen Abbildung an. Direct con-
gruent werden in unserem Falle diejenigen unendlich kleinen Figuren

iibertragen, welche den Abstand % vom Nullpunkte 2 =0 haben. Dass

fir die weiter aussen liegenden Teile der £-Ebene das Vergrdsserungs-
verhiltnis proportional mit » wichst, wird der Anblick von Figur 15
bestitigen.

Fiar £ =0 wird das Vergrosserungsverhiltnis zu 0, flir z = oo
aber zu oo. Diese beiden Stellen wollen wir als ,jirregulire Punkte“
der vorliegenden Abbildung bez. der betrachteten Function bezeichnen.
Der Begriff der irreguliren Punkte einer Function wird ibrigens
spiter noch wesentlich erweitert. Gegenwirtig iberzeuge man sich,
dass in den genannten irrequliren Punkien die Abbildung aufhirt, con-
form eu sein. Beschreibt man in der z-Ebene um den Nullpunkt
einen kleinen Kreis, so lduft derselbe durch acht Vierecke 1, 2, 3, 4,
1, 2, 3, 4 hindurch. Sein Abbild in der Z-Ebene wird doppelt um
den Nullpunkt herumlaufen. In der That werden gane allgemein die
Winkel der z- Ebene mit dem Nullpunkt als Scheitelpunkt auf Winkel
der doppelten Grosse in der Z-Ebene abgebildet. Dies geht unmittelbar
aus der ,Polardarstellung” Re®: = r?¢*?‘ unserer Function hervor,
insofern wir hieraus ® — 2§ ablesen. Vom anderen irreguliren Punkte
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2 =00 gelten die gleichen Bemerkungen. Setzt man niamlich, um

diesen Punkt in beiden Ebenen zuginglich zu machen, &' = %,

Z’=—;—, 8o wird Z'= g%, —

Durchschneidet man die z-Ebene lings der reellen Axe, so zer-
fallt sie in zwei sogen. ,Halbebenen“, welche wir als ,positive und
,megative* Halbebene unterscheiden wollen je nach dem Vorzeichen
der imagindren Bestandteile der zugehorigen Werte 2. Die einzelne
Halbebene ist auf die Z-Ebene ein-eindeutig bezogen, wenn wir davon
absehen, dass je zwei Randpunkte 4 z und — z der Halbebene einen und
denselben Punkt Z = z? liefern. Es ist nun sehr niitzlich, sich die
ein-eindeutige Beziehung der einzelnen Halbebene auf die Z-Ebene da-
durch zu versinnlichen, dass man eine mechanische Uberfiikrung der
Halbebene in die Z-Ebene vornimmt. Wie man dies ausfihren kann,
deutet Figur 16 fiir die positive Halbebene an. Man denke die letztere

Fig. 16. .

als ein dehnbares Blatt und drehe die negative reelle Axe, wie die
Pfeile andeuten, um den Nullpunkt herum, bis sie die positive reelle
Axe erreicht. Hierbei muss das Blatt im iibrigen solche Dehnungen
bez. Zusammenziehungen erfahren, dass schliesslich jeder Punkt seine
richtige Stelle der Z-Ebene erreicht.

In entsprechender Weise kann man mit der negativen Halbebene
verfahren. Ausserst wichtig aber ist, dass wir unter Wiederankniipfung
an die volle z-Ebene beide Umformungen zugleich vornehmen. Wir
denken uns zu diesem Zwecke die s-Ebene nur lings der negativen
reellen Axe durchschnitten und fithren sodann die eben getrennt ge-
dachten Umgestaltungen der Halbebenen zu gleicher Zeit aus, wobei
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sich unsere dehnbare Lamelle, wie Figur 17 fiir die Umgebung des Null-
punktes zeigt, diber sich selbst hintiberziehen wird. Am Schlusse liegen
die beiden Schnittrinder zu verschiedenen Seiten unserer Lamelle lings
der positiven reellen Axe iiber einander. Denken wir gleichwohl beide

Fig. 17.

Rénder jetzt wieder an einander geheftet, so muss man sich vorstellen,
dass sich die Lamelle lings der ganzen positiven reellen Axe selbst
durchschneidet. Figur 18 soll dies wieder fir

die niichste Umgebung des Nullpunktes andeuten.

Wir haben die #-Ebene in dieser Weise

in eine doppelt oder, wie man sagt, ,zwei-

blattrig“ bedeckte Z-Ebene umgewandelt. Diese

letztere Sprechweise erinnert an eine indirecte

Herstellungsart des gewonnenen Abbildes der

2-Ebene auf die Z-Ebene. Man kann dies Ab-

Fig. 18. bild néimlich in der Weise entstehen lasen, dass

man zunichst zwei je die Z-Ebene darstellende

unendlich diinne Blitter auf einander lagert. Beide Blitter sind als-
dann an den beiden Stellen Z = 0 und Z = oo an einander zu heften,
so dwss sie, wie man sagt, an diesen Stellen ,mit einander versweigt
erscheinen. Zwischen beiden Punkten, den , Versweigungspunkten“, sind
beide Blitter sodann lings der ganzen positiven reellen Z-Axe zu
durchschneiden, worauf man die Schnittrinder, um unser obiges Bild
der ¢-Ebene zu gewinnen, jetzt noch tiber Kreuz wieder an einander
zu heften hat. Beide Blitter liefern nunmehr ein einziges zusammen-
hiingendes Gebilde, welches lings der positiven reellen Z-Axe, des sogen.
» Versweigungsschnittes“, sich selbst durchsetzt. Um von irgend einem
Punkte unseres Gebildes zu dem dariiber (resp. darunter) gelegenen
Punkte zu gelangen, muss man von jenem Punkte aus einen Umlauf um
den Verzweigungspunkt Z= 0 ausfihren. Man wird dies mit Hilfe von
Figur 19 leicht verstehen; es ist daselbst der im unteren Blatte verlaufende
Weg, insoweit er durch das obere Blatt verdeckt ist, punktiert angedeutet.
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Riemann ist es gewesen, welcher
zuerst mit mehrblattrig dberdeckten Ebenen
der fraglichen Art den Verlauf mehrdeu-
tiger Functionen versinnlichte. Wir werden
sagen, es handele sich im vorliegenden Falle
um die zur sweideutigen Function 2 =V Z
gehorende- zweibldtirige Riemamn'sche Fliche*
iiber der Z-Ebeme. Die Thatsache, - dass
wir diese Fliche allererst als eindeutiges
Abbild der 2-Ebene einfithrten, kdnnen
wir namlich jetzt hinterher auch so
ausdriicken, dass die Function VZ auf der
zwct'bldttrfgen Fliche eindeutig sei, oder dass dem eingelnen Punkte dieser
Fliiche ein bestimmter Functionswert YZ sukomme. Der Ubergang vom
einzelnen Werte J/Z der Function zu —)/Z kommt dann gerade auf
den oben beschriebenen Umlauf um den Verzweigungspunkt Z =0
hinaus, d. h. auf den Fortgang aus dem einen Blatte der Fliche in das
andere. Diese Sachlage ist in voller Ubereinstimmung mit der Polar-
darstellung unserer Function:

VZ=VR- &%,

denn wenn man hier, etwa bei festgehaltenem R, die Amplitude & um
2x wachsen liisst, so wird der Endwert der Function dem Anfangs-
werte gerade genau entgegengesetzt sein.

Aufgabe. Man untersuche die durch Z = 2? vermittelte Abbildung in der
Art, dass man die z-Ebene durch zwei zu den Axen parallele Geradenbiischel in
Quadrate teilt und deren Abbilder in der Z-Ebene aufsucht. Man ‘wird daselbst
auf zwei gegen einander orthogonale Scharen von Parabeln gefiihrt werden,
welche den Nullpunkt zum gemeinsamen Brennpunkt haben.

§ 4. Die Function Z = 1+

23
Die rationale Function zweiten Grades:
14 st 1 1
1) Z= ;;' =’2‘(3+';)

legt eine ein-zweideutige Beziehung zwischen den Ebenen der Variabelen
2z und Z fest; und zwar entsprechen offenbar dem einzelnen Punkte
der Z-Ebene je zwei Punkte s. Des niéheren liest man aus der rechten
Seite von (1) sofort ab, dass die beiden dem einzelnen Z entsprechenden

Werte s, s’ in der Beziehung s’ = %— stehen. Die durch s’ = % dar-
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gestellte Beziehung der z-Ebene auf sich selbst wurde in § 1 unter IT
behandelt und liess sich aus der Inversion am Einheitskreise combiniert

mit der Spiegelung an der reellen Axe herstellen. Deuten wir s’ = %

als Transformation der s-Ebene in sich, so wird durch dieselbe das
Innere des Einheitskreises in das Aussere desselben transformiert und
umgekehrt. Das Innere des Einheitskreises (und ebenso der ausserhalb
desselben liegende Teil der - Ebene) ist hiernach durch umsere Function
emn-eindeutig auf die Z- Ebene bezogen; nur bilden die Punkte des Einheits-
kreises selbst eine leicht naher zu beschreibende Ausnahme der Ein-
deutigkeit.

Diese Sachlage giebt Anlass, fiir £ die Polarstellung re®‘ heranzu-
ziehen und dementsprechend die z-Ebene vermdge eines Systems von
Geraden durch den Nullpunkt sowie eines Systems concentrischer
Kreise um diesen Punkt einzuteilen, wie in Figur 20a ausgefithrt ist.

a2-Ebene

Fig. 20a.

Der Einheitskreis ist hier stirker markiert, und ausserhalb sind
diejenigen Kreise ausgezogen, welche aus den innen gezeichneten

Kreisen durch die Transformation z’ = % hervorgehen. Dies hat zur
Folge, dass die Einteilung des Inneren vom Einheitskreise sich in der
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Z-Ebene in genau derselben Art abbilden wird, wie die Vierecksteilung
ausserhalb des Einheitskreises der z-Ebene.

Um diese Abbildung wirklich zu gewinnen, setzen wir wie bisher
Z=X+41Y, s =re* und finden:

X = +lcos# Y = r—

1.
37 sin §.

Hieraus berechnet man sofort weiter:
X \3 Y \¢
@) (coso) - (m) =1,

X \? Y \?
® E2)* )

Die in der 2- Ebene gelegenen Geraden & = Const. und Kreise r — Const.
liefern hiernach in der Z-Ebene ein System confocaler Hyperbeln und
Ellipsen, wie sie durch (2) und (3) dargestellt sind. Diese Verhiltnisse
sind in Figur 20b illustriert, wobei wieder von dem Mittel der Nume-

Z -Ebene

Fig. 20b.

rierung einiger Vierecke Gebrauch gemacht ist, um die Beziehung
der z-Ebene auf die Z-Ebene recht anschaulich zu gestalten. Der
Zweideutigkeit dieser Beziehung entsprechend tragen in der 2-Ebene
immer je zwei Vierecke die gleiche Nummer.

Man constatiert wieder leicht, dass der Quotient —? zweier ent-

sprechenden Bogenelemente allein von der Lage, aber nicht von der
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Richtung des Elementes ds abhingt; jener Quotient ist ndmlich gleich
der Hilfte des absoluten Betrages von (1 — zi,) Es handelt sich hier

um eine conforme Abbildung, wobei das Vergrosserungsverhdlinis, abgesehen
von den Punkten 2 =0, 2 = +- 1, stets endlich und von O verschieden 1ist.

Von den drei eben zuletzt genannten ,jirreguliren” Punkten unserer
Function ist nun zuniichst zu bemerken, dass bei £ = 0 die Abbildung
keineswegs aufhort conform zu sein. Da hier Z = oo wird, setzen wir
7' = % und finden in der nichsten Umgebung von # = 0 niiherungsweise
Z’ =22, woraus die Behauptung hervorgeht. Dagegen findet fiir die Winkel
mit den Scheitelpunkien z = - 1 bei Fortgang sur Z- Ebene Verdoppelung
statt. So hat man z. B. fiir den Punkt 2= 1 die Gleichung Z—1= (e 2—:)’
zu benutzen. Fithrt man in beiden Ebenen Polarcoordinaten mit den
Polen in 2 =1 bez. Z=1 ein, indem man:

g8—1=re, Z—1=R e
setzt, so folgt fir die nichste Umgebung von ¢ =1 die Relation:
Rlee.i= _;_r:,eea.i’

und also ist, wie be-
hauptet, ®, = 28,.
Auch hier konnen
wir durch ,mecha-
nische Deformationen®
der z-Ebene den Cha-
rakter der vorliegen-
den Abbildung noch
lebendiger zur An
schauung bringen.
"Schneiden wir das
Innere des Einheits-
kreises aus der 2-
Ebene aus, 8o ist der
ausserhalb dieses Krei-
ses gelegene Rest der
2-Ebene eindeutig auf
die Z-Ebene bezogen.
Man denke nun, wie
dies in den Figuren
\_,_J_ﬁ_, 21a und 21b zum Aus-
Fig. 81s. druck kommt, unter
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Festhaltang der beiden
Punkte s = +-1 die beiden
durch diese Punkte getrenn-
ten Hilften des Einheits-
kreises zusammengebogen,
wobei die tibrigen Teile der
¢-Ebene derartige Umgestal-
tungen erfahren miissen,
dass aus den Geraden
& = Const. und Kreisen
r = Const. der ursprilng-
lichen Figur schliesslich
die confocalen Hyperbeln
. und Ellipsen der Z-Ebene
hervorgehen.

Nicht viel schwieriger,
aber etwas umstindlicher
zu beschreiben ist die ent-
sprechende stetige Umfor-
mung des Innern vom Ein-
heitskreise der ¢-Ebene in
die Z-Ebene. Vor allem
aber ist wichtig, dass wir
wieder beide Umformungen
zugleich vorgenommen denken, indem wir nur eine der beiden
von 2= —1 bis 2= -4 1 fithrenden Hilften des Einheitskreises
zerschnitten denken. Am Schlusse der Umformung werden die Schnitt-
rinder lings des zwischen Z = + 1 und Z=—1 liegenden Teiles
der reellen Z-Axe ibereinander liegen. Indem wir sie aneinander
heften, entspringt eine geschlossene sweiblittrige Riemann’sche Fliche
tiber der Z-Ebene als en-
deutiges Abbild der 2- Ebene.

Diese Fliche wird zwei ,, Ver-
zweigungspunkte, nidmlich
bei Z =41, darbieten;
und der zwischen beiden
verlaufende Teil der reellen
Z-Axe fungiert als ,Ver-
zweigungsschnitt. Man
wolle sich diese Angaben mit
Hilfe der Figuren 21 und 22 Fig. 21.
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im einzelnen deutlich machen. Speciell in der letzteren Figur sind
die beiden die Z-Ebene bedeckenden Blitter, welche wir in der de-
finierten Riemann’schen Fliche unendlich dicht auf einander lagernd
zu denken haben, zur Kenntlichmachung ihres Zusammenhanges aus
einander getricben. Auch ist die hier zur Darstellung kommende
nichste Umgebung des Verzweigungsschnittes lings der imaginiren
Z-Axe durchschnitten, worauf die beiden entspringenden symmetrischen
Hilften ein wenig aus einander geriickt wurden.

Das gewonnene Ergebnis kénnen wir auch dahin aussprechen, dass
wir es hier mit der zur ,zweideutigen Function z von Z gehirenden
noweibldttrigen Riemann’schen Fliche“ zu thun haben. Die beiden zum
einzelnen Z gehorenden Functionswerte # sind alsdann immer auf die
beiden Blitter dieser Fliche verteilt, so dass # in jedem Punkte der
Fliche eine eindeutig bestimmte Function ist. '

Aufgabe 1. Man untersuche, wie sich die zu den Axen der z-Ebene

]
Z341 in der Z-Ebene abbilden, und wie sich
insbesondere diejenigen unter diesen Geraden, welche den Einheitskreis schneiden,
durch die beiden Blitter der besprochenen Riemann’schen Fliche hindurchziehen.

Aufgabe 2. Man behandele nach den bisherigen Methoden die Function
Z = Vl —_— 5’.

Aufgabe 8. Der geometrische Ort aller Punkte s, fir welche das Ver-
grosserungsverhiiltnis einer conformen Abbildung gleich 1 ist, liefert eine Curve,
welche bei der Abbildung ihre Bogenlinge bewahrt. Man bestimme diese Curve
fiir die im vorliegenden Paragraphen behandelte Abbildung.

parallelen Geraden durch Z =

§ 5. Die Exponentialfunction und die hyperbolischen Functionen.

1. Die Exponentialfunction Z = ¢* pflegt man fiir eine beliebige
complexe Variabele # durch Angabe ihrer Potenzreihenentwicklung zu
definieren. Sieht man indessen die Euler'schen Gleichungen zwischen
der Exponentialfunction und den trigonometrischen Functionen, sowie
andrerseits diese Functionen filr reelle Argumente als bekannt an, so
kann man e* fiir complexes # auch durch:

@ Z = ¢*=¢e*+iy = ¢*(cosy + isiny)
definieren. An letztere (leichung, die wir noch in:
)] X =¢e*cosy, Y=-¢e"siny

spalten, knfipfen wir zum Studium der Abbildung der z-Ebene auf
die Z-Ebene an.
Vor allem schliessen wir aus den [leichungen (2) auf:

3) X' V'=e, Y=2X-tgy.
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Die sur reellen Axe der z-Ebene parallelen Geraden tibertragen sich auf
das Geradenbiischel durch den Nullpunkt Z = 0; die zur imaginiren
2- Aze parallelen Geraden liefern das System aller concentrischen Kreise
um Z = 0.

Die Function e* hat die ,Periode“ 2ix, d. h. vetmehrt man das
Argument s um ein beliebiges ganzzahliges Multiplum von 2z, so
bleibt der Functionswert unveréindert:

(4) etimnli— g1,

Man ziehe daraufhin in der ¢-Ebene durch die Punkte & = +4-1i=,
+ 34m, 4 bix,- .. Parallele zur reellen Axe und teile diese Ebene
dadurch in lauter zur reellen Axe parallel gelegene Streifen der Breite
2n. Homologe Punkte dieser Streifen werden damn stets gleiche Func-
tionswerte Z = e* liefern.

Man bilde nun zunichst nur erst einen einzelnen solchen Streifen, z. B.
denjenigen, welcher die reelle z-Axe zur Symmetrielinie hat, auf die
Z-Ebene ab. Durch leichte Einzeldiscussion der hierbei in Betracht

2-EBbene

\ a1 11
t|u
sls| | |
v|o| |

/ 3|z

) ol |

! 7lo {
s |» )
9 |z |
n|s )
|n |
n|z
ol
B
s[> )

L eln] | 1/
s=-xi

Fig. 33.

kommenden Werte z, y findet man das fundamentale Ergebnis: Das
Abbild jenes Streifens bedeckt die Z-Ebene gerade einfach und vollstindig.
Zur Veranschaulichung dieses Theorems dient zunichst Figur 23. Vom
Parallelstreifen der z-Ebene ist hier nur die nachste Umgebung der

imaginiren z-Axe gezeichnet; man muss die Figur sowohl nach rechts
Fricke, analyt.-functi th. Vorlesung 7
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wie nach links ins Unend-
liche fortgesetzt denken.
Das dem Streifen angehd-
rende Stiick der imagindren
2-Axe bildet sich auf den
Einheitskreis der Z-Ebene
eindeutig ab; nur liefern
die beiden Endpunkte 4- =
jener Strecke den gleichen
Punkt Z = — 1. Die links
von der imaginiren z-Axe
liegende Hilfte des Streifens
liefert in der Z-Ebene das
Innere des Einheitskreises,
die rechts liegende Hilfte
aber das Aussere. Die
Nummern der einander cor-
respondierenden  Vierecke
veranschaulichen dies.

Hochst merkwiirdig ver-
hilt sich gegenwirtig der
nPunkt® 2= o0o. Nahern
wir uns demselben im In-
nern des Streifens in Rich-
tung der negativen reellen
2-Axe an, so erhalten wir
Z = 0 als Abbild des
Punktes ¢ = oo; dagegen
erhalten wir Z = oo als
Abbild, falls wir in Rich-
tung der positiven reellen
2-Axe an den Punkt oo
herangehen. Wir kommen
auf das hiermit zu Tage
tretende Verhalten der Func-
tion ¢ bei £ =00 unten
zuriick.

Will man die Abbildung
des Streifens auf die Z-
Ebene durch mechanische
Uberfuhrung des ersteren
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in die letztere darstellen, so hat man hierbei in der Weise zu ver-
fahren, wie Figur 24 (pg. 98) andeutet. Es geht dabei die ganze reelle
2-Axe in die positive reelle Z-Axe iiber, wihrend die beiden Rénder
des Streifens schliesslich lings der negativen reellen Z-Axe zur
Coincidenz kommen.

Dass es sich auch hier wieder um eine conforme Abbildung handelt,
wurde bislang nicht ausdriicklich hervorgehoben. Aber man schliesst
aus (2) ohne Mithe auf die Gleichung dS = e*ds zwischen zwei cor-
respondierenden Bogendifferentialen, deren Quotient hiernach wieder
von der Richtung unabhiéngig ist. Die Function Z = e' vermittelt eine
conforme Abbildung der z-Ebene auf die Z-FEbene, und es ist das
Vergrisserungsverhiltnis dieser Abbildung fiir alle Punkte der z- Ebene
abgeschen von der ,irrequliren” Stelle £ = oo unserer Function endlich
und von O verschieden. A

Erst jetzt gehen wir an die Abbildung der gesamten z-Ebene
heran. Jeder einzelne der unendlich vielen Streifen von der. Breite
2z, in welche wir die z-Ebene zerlegten, wird sich ganz in der eben
besprochenen Weise auf ein die ganze Z-Ebene darstellendes Blatt
abbilden. Alle diese Blitter denke man nun iber einander geschichtet
und bewahre ihnen durchaus den Zusammenhang, welchen ihre Origi-
nale in der z-Ebene haben. Die Durchlaufung irgend einer zur ima-
giniren z-Axe Parallelen bedeutet dann in der Z-Ebene einen unauf-
hérlichen kreisformigen Umlauf um den Nullpunkt, und die Uberschreitung
der Grenzgeraden zweier Streifen zieht in der Z-Ebene den Ubergang
iber die negative reelle Axe aus einem Blatte in das nichstfolgende
nach sich. Das Abbild der gamzen z-Ebene ist eine unendlichviel-
blattrige Riemamn’sche Fliche, welche die Gestalt einer Schraubenfliche
von umendlich kleiner Ganghohe hat; alle unendlich vielen Blétler sind
in den beiden ,Verzweigungspunkten” Z = 0 und Z = oo mit einander
vexzweigt*), und die zwischen beiden Punkten verlaufende negative reelle
Z- Aze stellt den ,Verzweigungsschnitt dar. Auf der so bezeichneten
Fliche ist # = log Z eindeutig; es handelt sich, kurz gesagt, um die
Riemann'sche Fliche der unendlichvieldeutigen Function log Z. —

II. Mit ¢ nahe verwandt sind die sogen. ,hyperbolischen Functionen‘.
Wir definieren die ,hyperbolischen Sinus und Cosinus, welche symbo-
lisch durch sinh z und cosh ¢ bezeichnet werden sollen, fiir beliebige
complexe Argumente z durch die Formeln:

*) Dass Z = oo als Verzweigungspunkt in der That ganz dieselbe Rolle
spielt wie Z — 0, wird man sich dadurch am besten klar machen, dass man die
im Text entwickelten Anschauungen auf die ,,Z-Kugel* bezieht.

7.
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e —e?

s
—— .

2

)] sinhz = coshz =
Man leitet daraufhin aus der Function e leicht die Grundeigenschaften
dieser hyperbolischen Function ab. Wir merken insbesondere die Re-
lation an:

(6) (cosh 2)? — (sinh 2)*=1,

derzufolge sich die Functionen coshz, sinh  mit reellen Argumenten x
in derselben Art geometrisch durch die Abscissen und Ordinaten der
Punkte einer gleichseitigen , Hyperbel“ deuten lassen, wie man die
»Kreisfunctionen“ cosz und sinz wegen cos®z -+ sin'z =1 durch die
Abscissen und Ordinaten der Punkte eines ,Kreises“ deutet.

Die hier weiter zu leistende Aufgabe soll nun die sein, dass wir
etwa fiir die Function Z = cosh# die Abbildung der z-Ebene auf die
Z-Ebene betrachten. Zerlegt man die Gleichung Z = coshz in die
beiden:

@ g1t

2z,

5 =¢,

so erkennt man, dass die hier zu leistende Abbildung durch Combination
der in den Figuren 23 und 20 behandelten Abbildungen entspringt;

z-Ebene
AT T 1T
( 2|7 N\,
/ 3]s Z-Ebene
( s s
\ s|»
o|s
2]z
als
[ e
{ 2] / 3 I
\‘ ': : - \ 3 6 7 8
- |s]*]- \
\[ | Te]s |
g 7]z
X el ,
N ——

Fig. 35.

man hat nur die Z-Ebene der Figur 23 als Ebene von s, anzusehen
und diese dann in Figur 20 der z-Ebene zu substituieren. So ent-
springt die in Figur 25 kurz skizzierte Abbildung, in welcher iibrigens
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der Deutlichkeit halber die Z-Ebene nach etwas grdsserem Massstab
als die 2-Ebene gezeichnet ist. Man bemerke, dass hier bereits die
eingelne durch’die imaginire Axe abgetrennte Hilfte der bei et betrach-
teten Parallelstreifen der z-Ebene, auf die Z-Ebene abgebildet, dieselbe
tiberall einfach und vollstindig bedeckt. Dass es sich auch hier wieder
um eine conforme Beziehung zwischen der 2-Ebene und der Z-Ebene
handelt, wolle man aus dem Umstande entnehmen, dass beide Ebenen
auf die durch (7) erklirte z - Ebene conform bezogen sind¥*).

Aufgabe 1. Man untersuche die irreguliren Punkte der Function cosh z
und verfolge die unendlichvielblittrige Riemann’sche Fliche, auf welche sich die
ganze z-Ebene iiber der Z-Ebene abbildet.

Aufgabe 2. Man stelle die Beziehungen zwischen den hyperbolischen
Functionen sinh £ und cosh z und den trigonometrischen sin z und cos z fest und
veranschauliche sich daraufhin die durch Z = cos z vermittelte Abbildung.

Aufgabe 8. Man definiere die Functionen tgh z und ctgh z durch:

sinh 2z cosh z
tghz=ooshz’ ctghz.:sin]ur

und berechne die Ableitungen der Functionen sinhz,- .., ctghz.

§ 6. Aligemeiner Begriff der analytischen Functionen eines
complexen Argumentes 2.

Durch Verallgemeinerung der bisher gesammelten Erfahrungen
gelangen wir zum allgemeinen Begriffe der ,analytischen Function einer
complexen Variabelen“.

Die unabhiingige complexe Variabele heisse wie bisher 2 =z + iy.
Es soll erklirt werden, wann eine zweite von # abhiingende complexe
Grosse Z= X 4 ¢Y eine ,analytische Function von #“ heissen soll.
Wenn, wie schon angedeutet, X der reelle und Y der imaginire Be-
standteil von Z ist, so wiirden X und Y reelle (d. i. nur reelle
Werte besitzende) Functionen der beiden unabhingigen reellen Varia-
belen x, y sein. Wir schreiben in diesem Sinne gelegentlich X(z, y),
Y(z, y) und nennen diese reellen Functionen auch wohl zusammen-
fassend die ,,Componenten der Function Z.

Das erste Kennzeichen einer analytischen Function soll nun das-
jenige der Stetigkeit sein. Wir fordern, dass die Differenz:

X(:c-l—E,y-}—n)—X(z,y),
sowie die entsprechend fiir Y ou bildende Differens, den Wert O sur
Grenze hai, falls bei feststehenden z, y die Grossen E, n sich gleichseitig

*) Weitere Beispiele conformer Abbildungen findet man bei Holzmiiller,
,»Einfihrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften etc. (Leipzig, 1882).
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n irgend einer Art der Null ohne Ende annihern. Braucht man Z={ ()
als Bezeichnung der Function, so kann man auch sagen, (2 4 §) — f(2)
miisse ohne Ende klein werden, falls { als complexe Grosse (d. i. falls
der absolute Betrag von § bei willkiirlich bleibender Amplitude) unend-
lich klein wird. '

-Zwar wiirde es unstatthaft sein, wenn wir diese und @hnliche Forde-
rungen als fir alle Werte 2z ausnahmslos gilltig ansehen. In den obigen
Beispielen lernten wir bereits sogen. ,irrequlire Punkte der Functionen
kennen, in denen die Abbildung aufhorte conform zu sein, und in
deren nichster Umgebung die Function oder ihre inverse Function nicht
mehr eindeutig war. Wir bezeichnen als irregulir auch diejenigen
Punkte 2z, in denen eine Function unendlich und also unstetig wird,
sowie tberhaupt alle diejenigen Punkte, in denen das sonst gewdhn-
liche oder ,regulire Verhalten der Function eine Ausnahme erleidet.
Solche irregulire Punkte werden wir bei der einzelnen Function f (2)
in beliebiger Menge zulassen; ja es giebt Functionen, bei denen sogar
ganze Linien existieren, auf welchen jeder Punkt ein irreguldrer fiir
die Function ist.

Um nun bei unseren Definitionen den hierin liegenden Umstind-
lichkeiten zu entgehen, sollen sich diese Definitionen nicht sogleich auf
die gesamte z-Ebene, sondern nur erst auf einzelne Teile derselben be-
ziehen, in denen, wie wir sagen werden, die Function sich ,requlir“
verhdlt. Einen einzelnen solchen Teil, den wir fiir gewShnlich als ein
susammenhingendes Stiick der z-Ebene gezeichnet denken, nennen wir
einen ,Bereich“ B. Derselbe wird von einer oder vielleicht auch von
mehreren je fir sich geschlossenen
und von einander getrennt liegenden
»llandcurven® begrenzt sein; so hat
z. B. der hierneben in Figur 26
gezeichnete Bereich drei Randcurven.
Hat der Bereich insgesamt n ge-
trennt liegende Randcurven, so be-
zeichnen wir ihn mit Riemann
sachgemiss als einen ,n-fach 2u-

Fig. 26. sammenhingenden und setzen, wo

es wilnschenswert ist, den ,,Grad“ n

des Zusammenhanges als unteren Index der Bezeichnung B hinzu. Es
wiirde sich also in Figur 26 um einen dreifach zusammenhingenden
Bereich B; handeln. Damit iibrigens der Punkt z = oo keinerlei Um-
stindlichkeiten hervorruft (sofern er einem Bereiche angehért), wird
man gut thun, sich die Bereiche auf der ,2-Kugel“ gelegen zu denken.
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Auch bei etwaigen mehrdeutigen Functionen leistet der Gebrauch
begrenzter Bereiche B gute Dienste. In den obigen Beispielen hatten
wir, um eine einzelne mehrdeutige Function f(¢) zuginglich zu machen,
eine zugehdrige mehrblittrige Riemann’sche Fliche iiber der z-Ebene
construiert, wobei alsdann jedém einzelnen Punkte der Fliche nur
ein Functionswert zukam. In einem solchen Falle werden wir den
Bereich B zundchst als in einem einzelnen bestimmten Blatte der
Fliche gelegen annehmen, um f(2) innerhalb B als eindeutig voraus-
setzen zu konnen. Unsere zu entwickelnden Principien werden gleich-
wohl uneingeschriinkt auch als Basis fiir die spitere Untersuchung
mehrdeutiger Functionen tauglich sein.

Nach diesen Vorbereitungen stellen wir aber als principielle For-
derung, dass die Function Z = f(2) einen Bereich B, in welchem sie sich
reguliir verhdlt, conform auf die Z-Ebene abbildet.

Diese Bedingung gestattet eine wichtige analytische Formulierung.
Man zeichne innerhalb B ein unendlich kleines rechtwinkliges Dreiecks
dessen Ecken a, b, ¢

die Coordinaten (z, y), = > e Z-Ebene

(z+ dz,y), (z,y+ dy) 3 :

mit positiven dz, dy ¢ B
haben. Dieses Dreieck A;« ________

muss sich auf ein &hn-
liches Dreieck 4, B, C I
der Z-Ebene abbilden Fig. 87
(cf. Figur 27). Die Eck-

punkte 4, B, C aber haben resp. die Coordinaten:

X, 1), (X+53dz, Y+aa—fdx), (x+ %J—de, Y+%dy).
Fiir die Seiten AB und AC berechnet man leicht:
e s @4 C, 200 VT

Da diese Seiten sich aber verhalten sollen wie dz : dy, so miissen die
hier auftretenden Quadratwurzeln gleich. Wir setzen:

0X\2 0Y\? 0 X\?2 0 Y\3
® P=VE) + G =VE) +G)
und erkennen in V das ,, Vergrosserungsverhiltnis“ der Abbildung.
Der Winkel der von 4 nach B gerichteten Strecke gegen die positive

X-Axe heisse @, und entsprechend bilde die Strecke von 4 nach C gegen
die gleiche Axe den Winkel 8. Die beiden fraglichen Dreiecke werden
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dann sicher #hnlich sein, wenn noch f = « + —’2‘— zutrifft. Aber
es gilt:

V-cosa=%§, V-sina=ay
&

oz’

V-cosﬁ=%§, V-sinﬁ=%—::-

.

Die Forderung f§ — a -+ 1;— ldsst sich daraufhin vollstindig durch die

beiden Differentialrelationen ersetzen:
@) oX _oY 9X __  9Y
oz oy’ dy ox
Vor Ausspruch dieses Ergebnisses schicken wir folgende Be-
merkung voraus. Die vorstehenden Rechnungen enthalten die still-
schweigende Annahme, dass die Componenten X (z,y), Y (x,y) partielle
erste Ableitungen mach x und y tinnerhalb des Bereiches B besiteen.
Ausserdem aber fordern wir noch, dass sich das Vergrisserungs-
verhiiltnis ¥ innerhalb B stetig éndert, was bei den oben betrachteten
Abbildungen zutrifft. Dem wird stets Genlige geschehen, wenn dic

. . 0X 60X 0Y 0Y . .
partiellen Ableitungen "ﬁ’ﬁ'%ﬁ’ﬁ selber innerhalb des Bereiches B

sich stetig dndern. Diese Annahme soll in der That hinfort in Geltung sein.

Im Anschluss an (2) formulieren wir nun folgenden Grundsatz:
Die im Immern des Bereiches B eindeutige stetige Function Z = f(2),
deren Componenten innerhalb des Bereiches stetige erste Ableitungen be-
sitzen, soll ebenda als eine reguldre ,amalytische“ Function bezeichnet
werden, falls thre Componenten die Differentialrelationen (2) befriedigen.
Man wolle hierbei nur noch bemerken, dass die Gleichheit der beiden
Waurzeln unter (1) eine einfache Folge der Relationen (2) ist.

In gewisser Hinsicht greift der eben ausgesprochene Satz weiter,
als die zu ihm fithrende Uberlegung. Ist nimlich Z bestindig gleich
einer Constanten, so wird man die Stetigkeitsbedingungen als erfiillt
ansehen, wennschon sie fiir diesen Fall oben nicht ausgesprochen wurden.
Auch sind die Bedingungen (2) erfiillt. Aber man kann hier nicht
mehr von einer conformen Abbildung sprechen. Gleichwohl ist es im
Interesse einiger unten aufzustellenden Theoreme niitzlich, auch in dem
Falle, dass Z fiir alle Argumente 2 einen und denselben Wert besitet,
von einer  Function Z zu sprechen.

Um die Bedeutung der Relationen (1) noch in anderer Weise aus-

1

zusprechen, bilden wir den Differentialquotienten , indem wir

dabei dem Differential dz eine beliebige aber bestimmte Amplitude er-
teilen, oder indem wir, wie man sagen kann, ,nach einer bestimmten
Richtung differenzieren“. Man berechuet fiir jenen Quotienten explicite:
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ax 0Y
dX+iY) _ 7z ”"'a ‘“’""(az d“"" )
dz+sy) dz +4- g dy
Benutzt man jetzt die Relationen (1), so folgt:
X .0Y oY
iz ity P W g
dz dz-l—tdy = 9z

Rechter Hand steht hier der in Richtung der positiven reellen Axe
genommene Differentialquotient. Die Relationen (2) haben hiernach

wur Folge, dass der Differentialquotient “12) allein von s, aber micht
von der Richtung der Differentiation abhingt. Ubrigens bestitigt man
leicht, dass der absolute Betrag von ‘L(') das Vergrisserungsverhiilinis

liefert, wahrend die Amplitude von £/®) “ die Richtungsinderung des Ab-

bildes gegen das Original ist (cf. kael o in Figur 27).

Es wird sich spiter zeigen, dass eine Function da, wo sie regulir
ist, auch partielle Ableitungen héherer Ordnung nach z und y besitzt,
die von der Reihenfolge der Differentiationen unabhéngig sind. Nehmen
wir diesen Satz als bewiesen an, so folgt aus (2):

Cex_ oy px_ oY
2z dxzdy’® <o¢y'  odyox’
woraus man durch Addition findet:
X |, 0'X
@) vt =0
Die Componente X (z,y) einer Function Z (und ebenso Y (x,y)) ist
hiernach keineswegs eine willkiirlich wdhlbare Function von x und y;
sie geniigt vielmehr (cbenso wie Y) der fiir swei unabhingige Variabele
angesetsten Laplace'schen Differentialgleichung 2% Ordnung (3). Oben
(pg- 25) hatten wir Gelegenheit, die Potentiale als Integrale der La-
place’schen Differentialgleichung zu betrachten. Von dieser Beziehung
rtthrt der Brauch her, dass man die Componenten X, Y in ihrer Ab-
hingigkeit von z, y auch wobl als ,Potentiale” bezeichnet.

Bei den vorstehenden Rechnungen und Uberlegungen haben wir 2
stillschweigend als von oo verschieden angenommen. Wir werden aber
sofort diese Stelle oo miterledigen, indem wir ihre Umgebung vermdge

g = -:— auf die z’-Ebene abbilden und dementsprechend 2’ als Argu-

ment unserer Functionen gelten lassen.

Wir erwihnen hier endlich noch folgenden bei Gelegenhelt zur
Anwendung kommenden Satz: Eine regulire Function von einer regu-
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liren Function des Argumentes z ist selbst in Abhingighkeit von 2z eine
requlire Function. Man wird sich dies etwa mit Hilfe der in Betracht
kommenden Abbildungen léicht deutlich machen.

§ 7. Bewegung einer incompressibelen Fliissigkeit in einer Ebene.

Die entwickelten Ansitze gestatten eine interessante Anwendung
auf das Problem, den stationiren Strom einer incompressibelen Fliissig-
keit in einer Ebene zu untersuchen, wobei man sich die Fliissigkeit
such durch Wdrme oder Elekiricitit ersetzt denken kann.

Da es sich um einen ,stationdren® Strom handeln soll, so werden
die nach den rechtwinkligen Axen z, y genommenen Componenten der
Geschwindigkeit von der Zeit ¢ unabhingig sein und also Functionen
der Coordinaten z, y allein darstellen. Wir nennen diese Functionen
£ (z,y) und 7 (z,y). Ubrigens aber gehen wir von der Annahme der
Existens eines ,,Geschwindigkeitspotentials“ u(x,y) aus; diese Voraus-
setzung besagt, dass die Componenten der Geschwindigkeit §, 5 die
partiellen ersten Ableitungen einer und derselben Function wu(z,y)
sein sollen*):

) Ou(z,
(1) MED — by, ZP—a9).

Das Geschwindigkeitspotential « ist eine sehr bequeme Handhabe
zur Beschreibung des stationéren Stromes. Die durch die Gleichungen
% = Const. gegebenen Curven sind die ,Pofentialniveaulinien”. Die
orthogonalen Trajectorien des Biischels der Niveaucurven sind die ,,Strom-
linien®, so benannt, weil sie in jedem Punkte die Richtung des Stromes
angeben. Gehen wir nidmlich auf der einzelnen Niveaulinie vom Punkte
(%, y) zum benachbarten Punkte (z 4 dz, y -+ dy), so ist wegen
% = Const.:

0 0
7292 + 5,4y =§dz + ndy =0.

Das Verschwinden von ((dx + ndy) bedeutet aber, dass das auf der
Niveaucurve beschriebene Bogendifferential senkrecht gegen die Rich-
tung der Geschwindigkeit verliduft.

Der Zusammenhang mit den complexen Functionen erhellt nun
aus folgender Uberlegung. Man denke ein unendlich kleines Dreieck,
welches zur Zeit ¢ die Ecken (z, y), (z + d=z,y), (z,y + dy) hat, in

*) Nach bekannten Sitzen der Differentialrechnung ist die Existenz eines

Geachmndlgkeltspotentmls u gesichert, falls die Differentialrelatio %S— g—;

besteht.
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der stromenden Flissigkeit. Nach Verlauf des Zeitdifferentials di¢ sei

es in das Dreieck der Ecken (zy,y,), (%,y,), (23, 95) tibergegangen;
dann hat man explicite:

2=zt Edt, y—y+ndt
_x+dz+(g+“dx)dt y,—y+(n+a"dx)dt

n=a+ (¢ + 2 ay) at, %=y +dy+ (n+ J1dy) dt.

Der doppelte Inhalt 2J des Dreiecks mit den Ecken (z,y,), (23,%s),
(s, ys) ist aber gegeben durch:

1, 1, 1
2J = Ty, T3, X3 |,
Yo Yo Ys

ein Ausdruck, der sich nach Eintragen der fiir z,,-- angegebenen
Werte vermdge bekannter Grundregeln der Determinantentheorie auf

142 44, g—idt
2 =dzdy a—"dt 1421 a4
ox oy

zusammenzieht. Bei Vernachlissigung der mit d#* als Factor behaf-
teten Glieder finden wir weiter:

27 = dzdy[1 + (2% + )dt]

Wegen der Incompressibilitdit der Flissigkeit darf jedoch der
fragliche Inhalt, der zu Anfang des Zeitelementes d¢ gleich % dzdy war,
eine Verinderung wihrend der Zeit d¢ nicht erfahren haben. Der Factor
a—: + 3—: von dt wird demnach notwendig verschwinden, so dass sufolge
(1) das Geschwindigkeitspotential w der Laplace’schen Differentialgleichung
geniigt:

@) for + =0

Hiermit ist die Beziehung zu den complexen Functionen offenbar
geworden. Legen wir nur Nachdruck auf die Befriedigung der Glei-
chung (2), so wollen wir sagen, ein beliebiges Integral w derselben
liefere eine ,theoretisch mogliche Stromung. Solche Integrale aber
liefern uns die Componenten X, Y jeder analytischen Function Z. Dabei
werden uns die fiir die Beschreibung der Stromung wichtigen Curven-
scharen gerade geliefert, falls wir die zu den Axen der Z-Ebene
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parallelen Geraden X = Const. resp. ¥ = Const. auf die z-Ebene
tibertragen. Wihlen wir u = X, so liefern die Curven Y = Const.
die Stromlinien und umgekehrt.

Unter diesem physikalischen Gesichtspunkte wolle man die in den
ersten Paragraphen besprochenen Beispiele und Figuren erneut in Be-
tracht ziehen. Jede Function Z wird dabei zwei ,theoretisch mog-
liche Stromungen liefern. '

Ubrigens erwiihnen wir noch, dass im Falle der Wirmestromung
die Function u(z, y) die Bedeutung der Temperatur an der Stelle (z, y)
bekommt. Die gelegentlich benutzte Benennung der Curven X = Const.
oder Y = Const. als ,isothermischer Curven erklirt sich von hieraus*).

§ 8. Integrale reeller Functionen in der zy-Ebene.

Es sei in der zy-Ebene irgend ein einfach oder mehrfach zu-
sammenhingender Bereich B eingegrenzt, und in diesem Bereiche sei
irgend eine reelle Function ¢(z,y) gegeben, an welche wir zunichst
nur die Forderung der Eindeutigkeit und Endlichkeit stellen.

Zur Vereinfachung der folgenden Betrachtungen nehmen wir bis
auf weiteres an, dass die zur Benutzung kommenden Bereiche B sich
nicht ins Unendliche erstrecken. Die spitere Hinzunahme des Punktes
£==o00 in unsere Entwicklungen wird nach den in dieser Hinsicht
vorausgesandten Bemerkungen keine Schwierigkeiten darbieten.

Man denke den Bereich in lauter unendlich kleine Flichenelemente
zerlegt, deren einzelnes durch do bezeichnet werde. Geschieht diese
Einteilung z. B. dadurch, dass man zwei zu den Axen parallele Geraden-
biischel zieht, so wiirde sich das Element do als Product dz dy dar-
stellen. Das iiber den Bereich B auszudehnende Flichenintegral®:

1) j(;)(p(a:, y)do

erklirt man bei der Grundlegung der Integralrechnung bekanntlich als
Grenzwert einer zuniichst endlichgliedrigen Summe, wobei im Falle einer
stetigen Function ¢ mit stetigen Ableitungen die Versinnlichung der Func-
tion @ (z,y) durch eine im Raume gelegene Fliche gute Dienste leistet.
Benutzen wir die gerade genannte specielle Einteilung des Bereiches, so
wiirde sich das Flichenintegral (1) als ,,Doppelintegral darstellen lassen:

*) Die im Texte entwickelten physikalischen Vorstellungen werden in aus-
gedehnter Weise von F. Klein fiir functionentheoretische Zwecke, niimlich zur
Begriindung der Theorie der algebraischen Functionen, herangezogen in dem Buche
,» Uber Riemanws Theorie der algebraischen Functionen wund shrer Integrale
(Leipzig, 1882).
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@) [o@)ds = [[o(@9)dzay.
(B (B)

Wir haben hierbei das Symbol B des Integrationsbereiches immer als
unteren Index an das Integralzeichen angehingt.

Damit das Flichenintegral (1) einen endlichen und bestimmten
Wert, habe, ist keineswegs erforderlich, dass ¢(z,y) im Bereiche B
tiberall stetig ist. Indessen ist es eine umsténdliche Untersuchung, die
fir die Existenz des Integrales (1) hinreichenden und notwendigen
Eigenschaften von ¢(z,y) in der allgemeinsten Gestalt festzustellen.
Die fiir uns in Betracht kommenden Zwecke erfordern aber durchaus
nicht, dass wir auf diesen Gegenstand eingehen; wir setzen vielmehr,
so oft nichts anderes bemerkt ist, bestindig die Stetigkeit der zu inte-
grierenden Functionen sowie auch ihrer Ableitungen voraus. Auch der Fall,
dass sich B in endlich viele Abteilungen zerlegen ldsst, in deren einzelner
der genannten Stetigkeitsbedingung geniigt wird, bietet fir die Defini-
tion des Integrales (1) offenbar keinerlei Schwierigkeit dar.

Man denke jetzt weiter innerhalb B zwischen zwei Punkten eine
Curve C gezeichnet, deren Bogenlinge man, etwa von ihrem Anfangs-
punkt (z,,y,) in der Richtung auf ihren Endpunkt (z,,y,) gemessen,
durch s bezeichnen wolle. An irgend einer Stelle (z, y) von C denke
man wieder in Richtung auf (z,, y,) das Bogenelement ds angetragen
und summiere die Differentiale ¢(z, y)ds fiir alle Bogenelemente, in
welche man die Curve C in dieser Art zerlegt haben mag. Man
wird so zu einem tber die Cwve C szu erstreckenden ,Linien- oder
Curvenintegral“: .

Z1> N1

®) f (%, y)ds oder jw)«p (@, ) ds

(%o Yo)

gefilhrt. Die genauere Erklarung und die Untersuchung der Bestimmtheit
eines solchen Curvenintegrals konnen vermdge jener Uberlegungen durch-
gefihrt werden, deren man sich bei der Definition der gewdhnlichen
bestimmten Integrale bedient.

Allerdings kann man hierbei nicht jede denkbare Curve C gleich
gut brauchen. Man pflegt zu sagen, C solle eine ,analytische Curve®
sein, was indessen an dieser Stelle noch nicht ganz ohne Umstinde
endgiiltig wiirde erldutert werden konnen. Verstindlich und fir die
Folge ausreichend wird es sein, wenn wir annehmen, dass C in einer
dritten Variabelen ¢ vermdge zweier Gleichungen z =f(¢), y =g (¢)
mit Hilfe von Functionen f(¢), g(f) darstellbar sei, welche lings der
der Integration unterworfenen Strecke selber stetig sind und stetige
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Ableitungen besitzen. Unser Curvenintegral geht nach Einfihrung von
t in ein gewohnliches bestimmtes Integral {iber:

Jolr®e@ VO + 70 a.
LY

Das Vorkommen unendlicher Werte der zu integrierenden Function
an der Grenze des Integrationsintervalles wird sich zwar nicht be-
stindig meiden lassen. Indessen ist jeder solche Fall durch besondere
Untersuchung, und zwar vermdge eines Grenziiberganges, zu behandeln.

Es besteht nun ein hdchst wichtiger Zusammenhang zwischen
einem gewissen auf den Bereich B bezogenen Flichenintegrale und
einem zugehdrigen iiber den Rand von B erstreckten Curvenintegrale.
In dem beliebig gewihlten Bereiche B sei eine gleichfalls beliebige reelle
Function ¥ (z, y) gegeben, welche selbst samt ihrer ersten Ableitung nach

z in B (die Randcurve

/’—\ eingeschlossen) eindeutig
B und stetig sein moge.

Das Flachenintegral

dy j - ,/‘/?/ : ///}1\ e/ L)% do denken wir uns
: ’ i P : in der Weise ausgefiihrt,
AN dase wir de — dzdy

: : setzen und bei stehendem

= e Lo y und dy zuerst nach z

ey b e b owa, ok integrieren. Figur 28 er-

Fig. 38. lautert dies Verfahren.

Aus B ist ein zur z-Axe
paralleler Streifen von der unteren Ordinate y und der Breite dy heraus-
geschnitten. Indem wir explicite:

fg—;‘;da =J(dyj%l£ dz)

setzen, wiirde erstlich das innere Integral rechter Hand fdr unseren
Streifen ausgefiihrt:

[ G dr=— (a0, 0)+ (i)~ (@0 9)+ 9 (B )~ (03,9) + ¥ )

ergeben, wenn, wie in der Figur angezeigt, der Parallelstreifen die
Randcurve C des Bereiches an den Stellen (a,, ), (b,, ¥), - - - durchsetzt.
Der Zusatz des Factors dy liefert:

0
dyf—alpa;dx = w(“l? y)d‘!/ + 'l’(bp y)dy - lp(ag, y)dy + .o .7_
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Wir filhren nunmehr die Bogendifferentiale ds,, ds,’, ds,, ds,’, - - -
ein, welche der Parallelstreif aus der Randcurve C des Bereiches aus-
schneidet. Es liege ds, bei (a,,y), ds,” bei (b, y) u. s. w,, und die in
der Figur zugesetzten Pfeile mogen stets die Richtung der wachsenden
Masszahl s des Bogens von C angeben. Durchliuft man den gesamten,
hier aus zwei getrennten Teilen bestehenden Rand C von B in der
durch jene Pfeile festgelegten Richtung, so hat man das Innere des
Bereiches dabei bestdndig zur linken Hand: wir wollen hinfort diese
Umlaufsrichtung des Bereiches als die positive bezeichnen.

Der auf den Streifen ausgedehnte Teil unseres Integrales kann
nunmehr wie folgt geschrieben werden:

) s -
dyfa_‘.:idx=’l’(avy)d—s,ydsl +¢'(b"y)ds dsy’ +9/(0,9) ds, yds’+

Man erwige jetzt, dass wegen der Richtung des Differentials ds, offen-
bar — dy das zum Bogendifferential ds, gehdrende Differential der
Ordinate ist, und dass entsprechend dy zu ds,, — dy zu ds; u. s. w.
gehort. Entschliesst man sich, zum Zwecke der Vereinfachung, ein
fir alle Mal dy das zu ds gehorende Differential der Ordinate zu
nennen, so gewinnt die letzte Formel die Gestalt:

0 d d ’
(4)  dy [Ghde=v(a,9) g2 ds + ¥ Gu) gl ds + -

Nunmehr denke man den ganzen Bereich B in Streifen unserer
Art zerlegt, deren einzelner alsdann jenachdem in 2 oder 4 oder 6
oder etc. Punkten den Bereichrand C durchschneidet. Die Summe der
in (4) links stehenden Differentiale, welche allen diesen Streifen ent-
sprechen, ist unser zu berechnendes Flichenintegral. Rechts in den
auf diese Streifen bezogenen Gleichungen (4) haben wir mit Bogen-
elementen zu thun, welche gerade die gesamte Randcurve C zusammen-
setzen. Also folgt die Gleichung:

d
f@'# de Aw(z,y) %ds
(

die wir unter Abkiirzung der rechten Seite auch so schreiben wollen:

oy
() f—d6=fzpdy.
0 ©

Das in diesen Formeln rechts stehende Integral ist im positiven Um-
laufssinn iiber den ganzen Rand von B zu erstecken.

Genau in demselben Sinne zu verstehen und ganz analog zu be-
weisen ist die Formel:
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o9
(6) f—d6=-—fq>dx,
&’ Y ©

wo @ (z,y) gleichfalls eine beliebige Function ist, die samt ihrer ersten
Ableitung g—: im ganzen Bereiche B eindeutig und stetig ist.

Die Subtraction der Formel (6) von (5) liefert die fundamentale
Formel:

U L)(—3—3+3—1‘;)da=fm(¢dx+wdy),

welche die am Anfang der gegenwirtigen Uberlegung angekiindigte
Umwandlung eines Fléchenintegrals in ein Curvenintegral enthilt.

Zum Zwecke einer ersten Anwendung der Formel (7) denken wir

B als einfach zusammenhiingenden Bereich B,, markieren im Innern

von B, irgend zwei Punkte (z,, ¥,), (#,, ¥;) und verbinden dieselben

durch zwei gleichfalls im Innern von B, verlaufende Curven C,, G;.

In Figur 29 sind die letzteren so ange-

nommen, dass sie sich nirgends schneiden;

4 indessen wird man auch fir den Fall, dass

C, und C; einander einmal oder ofter iiber-

kreuzen, die Giltigkeit der folgenden Uber-

legung leicht darthun. Vor allem nehmen

(279 Y

= wir nunmehr an, dass (pdz + ¥ dy) in
Fig. 29. B, diberall ein totales Differential vorstelle,
oder dass daselbst allenthalben ‘5—; =% 4. Die Curven C, und G,

liefern den Rand eines Bereiches B, dessen simtliche Punkte dem Be-
reiche B, (wegen des einfachen Zusammenhanges von B,) angehdren.
Wenden wir daraufhin die Formel (7) auf diesen Bereich B an, so
verschwindet die linke Seite zufolge der eben ilber ¢ und ¥ gemachten
Voraussetzung. Die rechte Seite zerlegen wir in zwei Integrale,
deren erstes sich auf C,, von (z,, y,) nach (2,,y,) durchlaufen, bezieht,
withrend das zweite dlber C; von (z,, y,) bis (z,, y,) zu erstrecken ist.
Die Umkehrung der Richtung des letzteren Integrales bewirkt einen
Zeichenwechsel desselben. Wir sind damit zu der Gleichung:

8) (pdz + pdy) = [ (pdz + pdy)

) (&Y
gefihrt, wo nunmehr beide Integrale von der unteren Grenze (z,, ¥,)
bis zur oberen (z,,y;) zu nehmen sind. Den in (8) enthaltenen hichst
wichtigen Satz kann man in folgende Worte kleiden: Sind im einfach
susammenhingenden Bereiche B, die Functionen ¢ (z,y) und ¥ (z,y)
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samt ihren Ableitungen 92 0% cindeutig und stetig, und ist ebenda siberall

9y’ 0z
die Gleichung %§=g—f erfiillt, so ist das Integral:
(z,y)
©) j (@dz + vdy)
(%os ¥0)

fiir trgend swei in B, gelegene Pumkte (z,, y,), (x,y) ,eindeutig” be-
stimmt, welche in B, gelegene Integrationscurve wir auch swischen diesen
beiden Pumkten benutzen migen.

Es ist niitzlich, sich diesen Satz auch noch in folgender Weise
zu veranschaulichen. Ein Integral (9) mége man zuniichst lings irgend
einer (Z,,y,) und (2, y) verbindenden Curve C berechnet haben. Man
denke die Curve unter Festhaltung ihrer Endpunkte ein wenig ver-
schoben und nenne sie in der neuen Gestalt C'. Der Wert des Inte-
grales erfihrt hierbei keine Verdnderung, falls fiir alle swischen C und
C’ liegenden Punkte, iiber welche somit die Integrationscurve hinweg ge-
schoben ist, sowie auch fir C und C’ selber die Functionen ¢ (z,y) und
¥ (z, y) neben den wiederholt genannten Stetigkeitsbedingungen die Relation
22 — 2% befriedigen.

Indem wir nochmals zu obigem Bereiche B, zuriickkebren, setzen
wir bei festgehaltenem Punkte (z,, y,) und innerhalb B, variabelem
Punkte (z, y): -

2,y

(10) (pdz + vdy) = F(z,9).

(%o » Yo)

Es ist alsdann F'(z,y) in B, eine eindeutige Function mit den par-
tiellen Ableitungen:

oF oF
37=9’(z: Y), 3_y‘='l’(x:y)5
es ist aber F'(z,y) bei blosser Angabe dieser Ableitungen ¢, ¥ wegen
der willkilrlich zu wihlenden unteren Grenze (z,,y,) erst bis auf eine
additive Constante bestimmt.

§ 9. Sitze von Green.

Es sei in der zy-Ebene irgend ein Bereich B eingegrenzt. Inner-
halb B und auf der Randcurve C dieses Bereiches seien U (z, y) und
V(z,y) zwei eindeutige reelle Functionen, welche selbst samt ihren
Ableitungen so beschaffen sein sollen, dass fiir:

Fricke, analyt.-functi th. Vorl 8
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ov
1) @Y =Us, v@y=Ug

die im vorigen Paragraphen fiir ¢ und ¥, sowie 24; und g—: geforderten
Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit zutreffen.

Wenden wir die Formel (7) pg. 112 auf die in (1) definierten
Functionen ¢, ¥ an, so ist zu setzen:

9dz + vdy = UL dz + Ug{dy —=Udv,

und man findet dann leicht:

©) fUdV= i
(©) «/(B)

als Ausdruck der genannten Formel (7).

Des weiteren nehme man an, dass U und ¥ auch noch ausser-
halb des Bereiches B hart am Rande C stetige Ableitungen besitzen.
Insbesondere verstehe man unter dn
ein Element der im einzelnen Rand-
punkte von B nach aussen gerich-
teten Normalen (cf. Figur 30). Die
diesem Differential correspondierende

————— de

(EU oV oU o
oz oy oy ox

. Ableitung von ¥ wird man durch g—:
e bezeichnen und hat:

Q_’_QZQ+?_T_’dy
on~ dzdn ' Jydn’

Fig. 80. unter dz und dy die Projectionen

von dn auf die Axen verstanden.

Bildet die fragliche Normale gegen die positive Richtung der z-Axe
den Winkel », wie in Figur 30 angedeutet ist, so hat man:

dz dy . v __8v v .
dn—Cos¥, = =siny und a—"—a—xcosv+-a—§smv.

Ein bei jener Normalen gelegenes Element ds von C wird gegen
die positive z-Axe den Winkel « = v 4 —g— bilden. Verstehen wir
also jetzt unter dz, dy die Projectionen dieses Bogenelementes ds auf die
Axen, so wird fiir diese dz, dy:

dx—-cosa— sinv dy—sin = Co8
ds = v gg T Sin&==cosv,

und also kénnen wir nunmehr schreiben:
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oV ___oVdzx , oVdy
on Oy ds + oz ds’

be—dsf U%dx+l]§¥dy).

Auf das hier rechter Hand stehende Integral wende man nun
wieder die Formel (7) pg. 112 an. Dasselbe geht dabei in das Flichen-

integral dber:
/(;)[311 (Uay) + o ( ] do.

Indem wir bei der Weiterentwicklung dieses Integrals die Abkiirzung
a4V = az’ + 8y’ gebrauchen, finden wir, dass unter Voraussetzung

der oben formulierten Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit
der in Betracht kommenden Functionen die Gleichung:

v aU ov oU o7
3) U ds =f U4V de + az oz + dy ay) de

zwischen dem links stehenden ,,Ra.ndmtegml“ und den rechts stehenden
»Flichenintegralen® richtig ist.

Nehmen wir eine solche Erweiterung der Voraussetzungen vor,
dass die vorstehende Betrachtung auch giiltig bleibt, falls wir U und
V ihre Rollen wechseln lassen, so ist:

U 3V3U oV ol
L)Vﬁds=L)VdUd6+ | Gam=+oy 59)d0-

Die Subtraction dieser Gleichung von der voraufgehenden aber liefert:
@ f(ug{— 7o) s=f(UAV ¥ 4U) de.

Die in den Formeln (3) und (4) ausgesprochenen Regeln benennt
man als ,Green’sche Sitze“; dieselben kommen namentlich in der Po-
tentialtheorie zur Verwendung¥).

§ 10. Integral einer Function eines complexen Argumentes.
8itze von Oauchy.

Wir kehren zu dem in § 6 pg. 101 ff. definierten Begriffe einer
analytischen Function Z = f(¢) complexen Argumentes s zurtick. Die
inzwischen entwickelten Principien setzen uns in den Stand, mit Er-

*) Vergl. 3. Green ,,An essay on the application of mathematical analysis
to the theories of electricity and magnetism* (Nottingham 1828), abgedruckt im
Journ. f. Mathem. Bd. 44 und 47.
8‘
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folg auf die Betrachtung des Infegrals einer solchen Function f (2) ein-
zugehen.

Mégen 2, und 2 irgend zwei Werte des Argumentes sein, die wir
sogleich wieder als Punkte der gz-Ebene deuten, und moge zwischen
beiden Punkten in der 2-Ebene eine Curve C gezogen sein. Das  lings
dieser Curve erstreckte“ Integral:

1) f f(o)dz = dez,

erkliren wir dann unter Spaltung von £ in (z + #y) und Z in (X + ¢Y)
durch die Darstellung:

(= 9)
(2) dez—f(X+ 1Y) (dz + idy)
(Zo) o)
(z,9) (€%]
(Xdx — Ydy)+ 1 | (Ydz 4+ Xady).
o) Ya) ’ Zo 5 Yo)

‘Hierbei sind die beiden rechts stehenden Integrale nach Vorschrift von
§ 8 pg. 109 lings der Curve C erstreckt zu denken. Diese Integrations-
curve C soll den pg. 109 genannten Anforderungen geniigen, und
X (z,9), Y(x,y) sollen fir jede Stelle von C den in § 8 oft ge-
nannten Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit geniigen. Wir
konnen dies nach § 6 pg. 102 kurz dahin ausdriicken, dass Z = f(2)
sich an allen Stellen der Imtegrationscurve C regulir verhalten solle¥®).

Von der grossten Bedeutung ist nun, dass nach (2) pg. 104 itberall
da, wo Z regulir ist, die Relationen:

0X __ oY oY _oX
oy = 9z’ 0y oz
erfiillt sind. Diese Gestalten aber nimmt gerade die Relation aq’ g:’:

an, wenn wir die in § 8 pg. 112 tiber das Integral von (pdx + ydy)
gegebenen Entwicklungen auf die beiden in (2) rechter Hand stehenden
Integrale anwenden. Die damaligen Ergebnisse liefern jetzt sofort
folgenden Fundamentalsatz: Der Wert des Integrals (1) bleibt unver-
dndert, falls man unter Festhaltung von s, und 2, d. h. des Anfangs-
und des Endpunktes, die Integrationscurve C einer stetigen Deformation
unterwirft, vorausgeselzt, dass man C hierbei ausnahmslos iber solche
Stellen hinwegschiebt, in deren Umgebungen Z reguliy ist.

¥) Offenbar wird auch ausreichend sein, wenn sich C in endlich viele solche
Abteilungen zerlegen lisst, dass fiir jede einzelne derselben die im Texte ge-
stellten Forderungen erfiillt sind.
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Auch das folgende Theorem ist jetzt unmittelbar ersichtlich: Is¢
die Function Z = f(2) in irgend einem einfach zusammenhingenden
Bereiche B, tiberall reguldr und gehiren z, und s diesem Bereiche an, so
ist das Integral (1) swischen 2, und £ eindeutig bestimmt, welche inner-
halb B, verlaufende Integrationscurve C wir auch wihlen migen. Bei
festgehaltenem 2, und innerhalb B, variabeler oberer Grenze z wird
somit das Integral eine eindeutige Function dieses s. Diese Angaben
dirfen wir aber fiir einen mehrfach zusammenhéngenden Bereich all-
gemein nicht mehr machen. Bereits bei einem zweifach zusammen-
hiingenden Bereiche B, giebt es, wie
Figar 31 zeigt, zwischen gegebenen
Grenzen ,, # stets Curven C und C’, von
denen die eine in die andere nur durch
Hinwegschiebung iiber solche Teile der
Ebene iibergefiihrt werden kann, welche
dem Bereiche nicht angehéren. In diesen
Teilen aber konnen irregulire Punkte
der Function liegen.

Far jeden Bereich B, beliebig hohen Fig. 1.

Grades n des Zusammenhangs gilt der
Satz, dass das iiber den gesamten Rand C von B, in der positiven Umlaufs-
richtung (cf. Figur 28 pg. 110) erstreckte Integral:

3) j(;)f(z) dz =./(;)Zdz

verschwindet, sofern Z in B,, den Rand eingeschlossen, allenthalben
reguldr ist. Man zeigt dies, indem man das Integral nach dem Schema (2)
zerlegt und auf jedes der beiden entspringenden reellen Integrale die
Formel (7) pg. 112 anwendet.

Zum Zwecke einer hochst wichtigen Anwendung des zuletzt aus-
gesprochenen Satzes legen wir einen einfach zusammenhiéngenden Be-
reich B, von der Randcurve C und eine in B, und auf C allenthalben
reguliire Function f(s) vor. Der specielle Wert
#z = ¢ gehGre dem Bereiche an. Dann ist der

Quotient :(Tz)g nur erst bis auf den Punkt § in

B, regulir. Beschreiben wir somit innerhalb
B, um §{ mit dem Radius ¢ einen Kreis K,
dessen Inneres wir dem Bereiche B, nehmen,
80 bleibt ein Bereich B; iibrig, in dem jener
Quotient tiberall regulir ist.
Die fiir das Kreisinnere positive Umlaufs- Fig. 83.
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richtung, wie sie in Figur 32 durch den an der Peripherie K befind-
lichen Pfeil angegeben ist, mége das Integral:

f 16 4,

liefern. Fir K als Randcurve von B; wiirde aber die hiermit ein-
geschlagene Umlaufsrichtung offenbar die negative sein. Das zuletzt
ausgesprochene Theorem liefert somit:

f(‘)d ff(') d3==0

wo das erste Integral iber den Rand C von B, in der positiven Rich-
tung zu erstrecken ist.

Unter elementarer Umformung des letzteren Integrals schreiben
wir die so gewonnene Gleichung:

f(2) ds f&—r@
(4) f*_—dz—f(@f—_—= —e—f 9
©® ¢ w® ¢ »/(;) £—t

Zur Auswertung des zweiten und dritten Integrales fithren wir
Polarcoordinaten 7, & ein und wahlen den Punkt ¢ zum Pole, die
Richtung der positiven reellen z-Axe aber als Axenrichtung. Dann hat
man allgemein s — { = r¢%; und da sich die Integration iiber K bei
constantem » = ¢ auf & allein bezieht, so ist ds = t19e* d® zu setzen,
withrend der Nenner unserer auf K bezogenen Integrale s — § = ¢ €™
ist. Dies liefert erstlich:

‘9=$7:’.
f—dz = | £ ‘,‘@—201
©of—¢ ee
9=0

Das in (4) rechts stehende Integral fassen wir als Summe com-
plexer Differentiale und beriicksichtigen, dass der absolute Betrag einer
Summe complexer Glieder nicht grosser als die Summe der absoluten
Betriige dieser Glieder ist:

‘ff(t) f(t)dz|<flf(z) LOEIGITPRY

Hier aber ist [# — {| constant = g, | d2 | ist das Bogenelement von
K, und |f(2) — f(f)| mdge auf der Peripherie K den grossten Wert
m annehmen, also daselbst bestindig < m sein. Dann wird die rechte
Seite der letzten Ungleichung hdchstens gleich 2m=z, und wir ge-
winnen unter Zusammenfassung:

(5) | f 19 ae—2in f(5) | < 2ma.
Jo
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Man beachte jetzt, dass die Auswahl des Radius ¢ von K nur der
Bedingung unterworfen war, dass K innerhalb B, liegen sollte. Da
hiermit eine untere Grenze fiir ¢ nicht gegeben ist, so konnen wir ¢
beliebig klein wihlen. Aber fiir lim. ¢ = O wird auch das Maximum m
von | f(8) — f(§) | auf K wegen der Stetigkeit von f(s) die Grenze O
besitzen. Links steht in (5) eine von der Veriinderung des ¢ unab-
hingige Zahl. Wire letztere > 0, so wiirde wegen (5) die Grosse m
nicht die Grenze O besitzen konnen; also ist der in (5) links stehende
Betrag = 0.

Den hiermit gewonnenen Fundamentalsatz kleiden wir in die Worte:
Fiir jeden endlichen*) Wert § gilt die Gleichung:
©) FO =51z m,’ D, ds,
wo sich das Integral auf eine ganz beliebige, den Punkt & umlaufende ge-
schlossene Curve C bezieht, vorausgesetst nur, dass f(2) innerhalb und auf
C allenthalben reguldr ist.

Zum Zwecke einer ersten Anwendung dieses Theorems wihlen wir
als Curve C einen Kreis vom Radius » um den Punkt ¢ und nehmen
an, dass Z=7{(¢) im Innern und auf der Peripherie dieses Kreises
tiberall regulir ist. Zur Auswertung des Integrales (6) wird man dann
wieder setzen:

g—t=re¥, ds=ire¥dd
und hat fiir & zwischen den Grenzen O und 2= zu integrieren. Sind
die Werte von f(2) auf der Peripherie des Kreises allgemein durch
Z = X + i Y bezeichnet, wihrend f(¢) im Mittelpunkte { den Wert
Zy= X, + 1Y, annimmt, so folgt aus (6) offenbar:
1

n n
(1) X, =, [Xas, Y,—=_-[Yas.

[]

X, ist hiernach der ,Mittehwert“ aller auf der Peripherie des Kreises
vorliegenden Werte unserer Function X (z,y), und analoges gilt von Y.
Da wir den Radius r des Kreises beliebig klein wihlen konnen, so
geht aus diesem merkwiirdigen Satze zugleich hervor, dass die Function
X (z,y) (und’ebenso Y) an keiner einzigen Stelle, in deren Umgebung
sie reguliir ist, ein Maximum oder Minimum werden kann.

Mit den im vorliegenden Paragraphen entwickelten Sitzen haben
wir die ersten Grundlagen' der Cauchy’schen Functionentheorie ge-

*) Die Voraussetzung eines endlichen { kommt im Texte dadurch zum Aus-
druck, dass ¢ im Bereiche B, liegen sollte. Die zun#chst zur Benutzung kom-
menden Bereiche sollten sich nicht ins Unendliche erstrecken (cf. pg. 108).
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wonnen, iiber welche bereits oben in der Einleitung (pg. 76) einige
historische Angaben erstattet sind. Speciell wird das durch Formel (6)
zum Ausdruck kommende Theorem als ,Satz von Cauchy” bezeichnet.

Aufgabe 1, Man iibertrage den in Formel (6) ausgesprochenen Satz auf
den Fall {=00. Die Curve C ist so anzunehmen, dass auf und ausserhalb der-
selben f(s) regulir ist. Dass aber f(2) bei £ = 0o reguliir sei, heisst einfach, f (;l—)
sei bei 2" =0 reguldr.

Aufgabe 2. Man zeige, dass das Integral f(s—t)"dz mit einem von
n = — 1 verschiedenen ganzzahligen positiven oder negativen Exponenten s ver-
schwindet, falls man als Integrationscurve C eine den Punkt { umlaufende ge-

schlossene Curve withlt. Man gewinnt néimlich den Integralwert 0, falls man C
als Kreis des Mittelpunktes { auswihlt.

Aufgabe 3. Man grenze einen rechteckigen Bereich B, um den Nullpunkt
durch die Geraden y =+ = und 2=+41 ein und beweise, dass das iiber den

Rand dieses Bereiches ausgedehnte Integral f ¢’ ds verschwindet.

Autgabe 4. Man grenze durch die zu den Axen parallelen Geradenz =+-a,
y=+b einen rechteckigen Bereich B, ein und zeige, dass das iiber den Rand

B, ausgedehnte Integral f sin z dg verschwindet. Man wolle hierbei sin s in
sin (z + ¢y) = sinx cosh y -} § cos x sinh y

entwickeln und von den Integrationsregeln der trigonometrischen und der hyper-
bolischen Functionen Gebrauch machen.

§ 11. Oonvergenz unendlicher Reihen.

Ehe weitere Sitze der Cauchy’schen Functionentheorie entwickelt
werden, sind einige Recapitulationen und Ergiinzungen tiber die Con-
vergenz unendlicher Reihen einzuschalten.

Es mogen reelle oder complexe Zahlen u,, %,, %, ... in unend-
licher Anzahl vorgelegt sein. Man bezeichnet alsdann in den ein-
fihrenden Vorlesungen iiber héhere Analysis die unendliche Reihe:

&) ot + 1y 9y
als convergent, falls die Summe der n ersten Glieder:
@) n=tot ittty

fir lim. # = oo einer endlichen und bestimmten Grenze S = lim. S,
zustrebt; diese Grenze S heisst der Summenwert der Reihe (1). Ist
die Reihe nicht convergent, so wird sie als divergent bezeichnet; man
hat dann entweder lim. S, = oo, oder S, bleibt bei wachsendem » zwar
endlich, ist jedoch unaufhorlichen Schwankungen unterworfen. Im
letzteren Falle heisst die Reihe (1) auch wohl oscillierend.

Die zur Reihe (1) gehorende ,Rethe der absoluten Betrige” ist:

3) Pt | g |+ g |+ [0y |-
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Da hier simtliche Glieder reell und nicht-negativ sind, so ist ein
Schwanken des Summenwertes S, der ersten n Glieder mit wachsendem
n ausgeschlossen, vielmehr ist entweder lim. S, = oo oder die Reihe (3)
ist convergent. Eine solche Reihe ohne negative Glieder hat im Falle
der Convergenz stets ein und denselben Summenwert S, in welche An-
ordnung man die Glieder auch bringen mag; nur muss man natfirlich Sorge
tragen, dass bei jeder Neuordnung der Reihe weder Glieder ausfallen,
noch solche neu hinzutreten. Eine Reihe, die bei jeder Anordnung der
Glieder stets ein und denselben endlichen Summenwert besitzt, wird
als ,unbedingt convergent“ bezeichnet.

Es ist nun eine der elementarsten, aber zugleich wichtigsten Er-
kenntnisse in der Reihentheorie, dass eine beliebige Reihe (1) stets und
nur dann unbedingt comvergent ist, falls sie ,absolut* convergiert, was
bedeuten soll, dass die ihr sugehirige Reihe (3) der absoluten Betrige
convergiert. —

Wir werden in der Folge auch mit sogen. ,,Doppelreihen zu thun
haben, welche wir im folgenden Schema ansetzen:

4 Yoo + Vo1 + Voa + Vs + - -
+ v+ vyt oyt o+
+ Vg0 + Vg + Vg + Vs + - -

Hier liegen unendlich viele Horizontalreihen mit je unendlich vielen
Gliedern vor. Aber man wolle sich iiberzeugen, dass gegeniiber der
Reihe (1) gleichwohl nur eine formale, das Wesen der Sache nicht treffende
Verinderung vorgenommen ist. In der That konnen wir jede Doppel-
reihe vermdge Umordnung der Glieder sofort als einfache Reihe
schreiben:

(B) oo+ Vo + 1o + Vg + 1y F Vg0 F Vs + Vg + 05 + -,

sowie auch umgekehrt eine einfache Reihe (1) in eine Doppelreihe (4)
umgestalten. Die Reihe (4) wird man somit nur als eine besondere
Neuanordnung einer einfachen Reihe (5) ansehen diirfen. Das obige
Theorem vor der unbedingten Convergenz bleibt hiernach fir Doppel-
reihen giltig. —

Man nehme jetzt an, dass die Gréssen w veriinderlich und zwar
analytische Functionen einer complexen Variabelen s seien; wir schreiben
dann die Glieder ausfiihrlich u,(2), u,(2), ... und bezeichnen die Summe
der n ersten Glieder als Function von 2 durch:

(6) Sa () = uo (8) + w, (2) + - - - + a1 (2).
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Den Fall, dass die Functionen u,(s) rational sind, werden wir in der
Folge zumeist zu betrachten haben; trigonometrische Functionen u,
kamen bereits im ersten Kapitel ausfithrlichst zur Geltung. Jedenfalls
nehmen wir an, dass in einem Bereiche B, den wir weiterhin zu
Grunde legen wollen, die u,(s) simtlich eindeutige und regulire ana-
lytische Functionen sind. Sie sollen in B iiberall integrier- und diffe-
renzierbar sein, wobei dann die einzelne Ableitung u, () nach pg. 105
allein von s aber nicht von der ,Richtung der Differentiation® ab-
héngen wird.

Wir nehmen nun an, dass die Reihe (1) fiir jeden einzelnen Punkt 2
des Bereiches B unbedingt convergiere, und nennen den Summen-
wert f(2):

@ F8) = () + 1w () + 15 (8) + w5 (&) + - - -

Um alsdann iiber die Function f(s) weitere Aussagen machen zu konnen,
wollen wir iiber die Art der Convergenz unserer Reihe eine noch ge-
nauere Festsetzung machen. Man bilde den ,Reihenrest“:

®)  Ru(e) = f(e) — Sa(8) = a(8) + trpr (&) + -

Lisst sich dann fiir jede von O verschiedene positive, wenn auch noch so
klein gewdihlte Zahl 8 stets ein bestimmier endlicher den Bedingungen:

O  [B@®)[<8 [Baya(e)| <8, |Ruys(e)i<9,---

geniigender Index n angeben, welcher unabhingig davon ist, wo wir auch
den Punkt z im Bereiche fixieren mogen, so heisst die Reihe (T) im Be-
reiche B ,gleichmdissig“ comvergent.
Indem wir die Formel (7) in die Gestalt setzen:
(10) f(2) = Sa(2) + Ru(2)
ist sogleich das Theorem ersichtlich, dass eine Reihe, welche im Be-
reiche B tiberall gleichmiissig convergiert, eine ebenda allenthalben stetige
Function darstellf. Es ist namlich S,(2) als Summe endlich vieler
reguliirer und also stetiger Functionen selber stetig, und der absolute
Betrag von R,(¢) kann durch hinreichend gross gewdhltes n unter
jedes & fiir alle in Betracht kommenden 2 herabgedriickt werden.
Dass es sich bei der Einfithrung der gleichmissigen Convergenz
um eine hchst wesentliche Verschirfung des Convergenzbegriffes handelt,
moge das Beispiel der Fourier'schen Reihe:

. 1. 1. 1.
smx——2-sm2z+ism3x—Tsln4x+---

zeigen, welche pg. 12 betrachtet wurde. Diese Reihe erkannten wir als
convergent fiir alle endlichen reellen z; aber sie kann in der Umgebung der
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einzelnen Stellen - x, 4 3%, 4 5=, ... nicht gleichmissig convergent
sein, da an jeder dieser Stellen ein Stetigkeitssprung des Summenwertes
jener Reihe eintritt. Man muss sich dies so vorstellen, dass zwar fir
jedes bestimmte in der Umgebung z. B. von = gewihlte z nach Aus-
wahl von & ein der Forderung (9) entsprechendes endliches #» angebbar
ist, dass indessen, falls wir z in immer grosserer Nihe von x wihlen,
die hierbei eintretenden endlichen Zahlen n stets grosser ausfallen, ohne
dass sich fiir sie eine obere Grenze angeben liesse.

Ohne besondere Mithe erkennt man diesen Charakter direct an der
unendlichen Reihe:

1=+ (1—Ds+ Q-2+ 1D+,

welche im Intervall von £ = — 1 bis z = -+ 1 convergent ist unter
Einschluss der oberen Grenze z — 1, wihrend sie nur unter .Ausschluss
der oberen Grenze z = 1 gleichmissig convergiert. Man berechnet
leicht, dass R,(z) =z ist. Hat man also & gewihlt, so wird fir
jedes ,bestimmte“ etwa positiv gewdhlte z, welches <1 ist, ein der
Bedingung 2* < d gentigendes endliches n existieren. Hat man in-
dessen ein wenn auch noch so grosses ,bestimmtes“ endliches n ge-
wihlt, so kann man in der Nahe von 1 noch echte Briiche 2 angeben,
fir welche 2" < & micht erfillt ist. In der That ist denn auch der
Summenwert der fraglichen Reihe bei = 1 unstetig; fiir echte Briiche z
ist derselbe gleich 1, fiir z =1 aber gleich 0. —

Man verstehe jetzt unter s, und 2, irgend zwei endliche und dem
Bereiche B angehtrende Punkte der s-Ebene und ziehe von g, nach ¢,
innerhalb B eine Integrationscurve C der endlichen Gesamtlinge s. Aus
(10) gewinnen wir alsdann unter Benutzung dieser Curve C:

ﬁ(,) de — f :IS'.(t)dz = f R.(s)ds.

Da S, nur endlich viele Glieder enthilt, so darf man diese Summe glied-
weise integrieren und gewinnt auf die Weise:

n—1

(1) ff(z)dz —Zﬂk(z)dz —J:.R,.(s)dz.

Fir die rechte Seite finden wir vermdge einer bereits pg. 118 benutzten
Uberlegung:

!fR,.(z)dz|_S_‘/"]R,.(z)]-1dz|<ji;(lda|=6-s,

s=z
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wenn # nach Auswahl von 0 in Ubereinstimmung mit (9) gewiihlt
wird. Die rechte Seite der Formel (11) kann man somit fiir hinreichend
grosses n dem Werte O beliebig nahe bringen; sie wird zufolge unserer
obigen Fassung des Begriffs der gleichmissigen Convergenz fiir lim. # = oo
die Grenze O haben. Die Folge ist, dass die unendliche Reihe:

(12) ./f:‘o(ﬁ) dz +¢/:'“1(5) dz +ju,(z) dz+ .-

convergent ist und als Summenwert f lf'(ﬁ)dae besitzt. Man kann dies

Ergebnis auch so aussprechen: Convergiert die in (1) rechis stehende
Reihe innerhald B gleichmdssig, so berechnet man das Integral von f ()
fiir eine innerhalb B verlaufende Integrationscurve, indem man (unter Bei-
behaltung der Integrationscurve) die unendliche Reihe gliedweise integriert.

Nicht ganz so einfach verhdlt sich die Differentiation von f (2).
Ist u.(#) die erste Ableitung von u.(s), so wollen wir

(13) Uy (&) + w'(2) + uy'(8) + w5’ (8) + - - -

als die zur gegebenen Reihe gehirende ,abgeleitete Reihe“ bezeichnen.
Hier besteht nun die bemerkenswerte Thatsache, dass die wrspriingliche
Rethe fiir irgend ein 2 convergent sein kann, wilrend die abgeleitete Reihe
ebenda divergiert. So z. B. betrachteten wir pg. 13 unter (2) fir das
Intervall 0 < z < = die Reihe:

sinz+%sin3z+%sin5x+—,ll—sin7z+---,
deren Convergenz wir feststellten. Die zugehdrige abgeleitete Reihe:
cos  + cos 3z + cos 5z 4 cos Tz - - -

ist aber divergent, denn schon das notwendige Convergenzkriterium
lim. %, = O ist nicht erfiillt.

""" Indessen lisst sich folgendes Theorem beweisen: Ist die abgeleitete
Reithe im ganzen Bereiche B oder in einem Teile B’ desselben gleich-
missig convergent, so stellt sie auch wirklich die abgeleitete Function [’ (#)
ebendort dar. Ist namlich g(2z) der Summenwert der abgeleiteten Reihe
in B bez. B’, so findet man durch Benutzung des bewiesenen Integral-
satzes fiir irgend eine jenem Bereiche angehdrende Integrationscurve:

J90) dr =) — wy(a) + v (8)— o) + -

Dass die hier rechts stehende Reihe den Summenwert f(z,) — f(z,)
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hat, ist eine einfache Folge der gleichmissigen Convergenz der ur-
spriinglichen Reihe. Man hat also:

Joerds = £(s) — £,

woraus sofort hervorgeht, dass fiir jeden Punkt 2, von B bez. B’ die
Ableitung f’(s) von f(2) in der That mit g(s) identisch ist.

§ 12. Potenszreihenentwicklung der analytischen Functionen.

Unter Rickkehr zu den in § 10 pg. 116 ff. entwickelten Cauchy’schen
Ansitzen verstehen wir unter f(2) irgend eine analytische Funection,
welche sich in der Umgebung des im Endlichen gelegenen Punktes s,
regulir verhdlt. Giebt es im Endlichen irregulire Punkte von f(2),
so wihlen wir unter diesen den Punkt 2, so aus, dass fiir jeden irregu-
liren Punkt 2z, von f(2) die Bedingung |2, — 2, | > |2, — 2, | gilt.
Beschreiben wir mit dem Radius R =|2 — 2z,| um den Punkt z,
einen Kreis K, so ist innerhalb K die Function f(s) iiberall regulir,
auf der Peripherie von K aber findet sich mindestens der eine irregu-
lire Punkt 2,; es konnen auf dieser Peripherie aber noch beliebig, ja
vielleicht unendlich viele weitere irregulire Punkte auftreten. Giebt es
im Endlichen keinen einzigen irreguléren Punkt von f(2), so setze man
R = o00; das Innere des Kreises K besteht dann aus allen endlichen
Punkten der z-Ebene.

Man wihle jetzt einen beliebigen Punkt z innerhalb K, upd also in
Ubereinstimmung mit | # — ,| < R. Man bestimme weiter eine den
Bedingungen | s — 2, | < r < R geniigende endliche Zahl » und beschreibe
mit r als Radius um ¢, einen Kreis k. Letaterer liegt giinzlich inner-
halb K. Versteht man also unter { einen die Peripherie von & durch-
laufenden Punkt, so wird sich f(¢) an allen Stellen {, sowie auch
allenthalben innerhalb % regulir verhalten. Der in (6) pg. 119 zum
Ausdruck kommende Caunchy'sche Satz liefert somit fir die jetzt er-
klirte Bezeichnungsweise:

(1) Fl) = 5= g_,d:,

integriert iiber k¥ in dem fiir das Krelsmnere positiven Umlaufssinne.
Nun aber ist:

CFQ . [ f© | dt 10 [ (=5
(2) ‘/(k)-::dg—i/(;)f—‘o 1— ‘7_‘0 f—‘o[ )]dc’

__.zo
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denn der Quotient ;—_'—:‘ hat zufolge |2 —¢, | < r lings der ganzen
0

Integrationsbahn % einen constanten absoluten Betrag, der <1 ist, so
dass die rechts unter dem Integralzeichen stehende geometrische Reihe
fir alle ¢ convergent ist und als Summe den reciproken Wert von

1— ;::". besitzt. Es ist sogar aus der Gestalt des Reihenrestes von:
.70

2 t—s, (t:::)]

mit Ricksicht auf die Regularitit und also Endlichkeit von f({) die
gleichmiissige Convergenz der letzten Reihe fiir alle { leicht ersichtlich.
Die Berechnung des Integrales (2) darf hiernach dadurch vollzogen
werden, dass wir rechter Hand in (2) gliedweise integrieren:

L5 de= D[ —wrf S 1),

n=0

wobei die hier rechts auftretende Reihe nach den Erorterungen von
pg- 123 u. f. wieder convergent ist.

Nehmen wir noch die Gleichung (1) hinzu, so entspringt der
Fundamentalsatz: Die Function f(2) gestattet die Entwicklung tn eine
Potenzreshe:

@) ) =0+ ay(e — %) + ay(s — %) + & (¢ — %)° +

wobei der Coefficient a. der n'* Potene von 2 — z, gegeben st durch:
4 R feat |

®) . “ 3= (k)(f—fo)”'”

die Reihe ist jedenfalls fir alle Punkte 2z im Innern des Kreises K con-
vergent.

Es ist niitzlich, sich auch noch direct von der Convergenz der
Reihe (3) zu iiberzeugen. Mogen wir mit einem beliebigen endlichen Radius
¢ < R einen Kreis x um g, legen und # irgendwo auf der Peripherie
oder im Innern dieses Kreises wihlen. Den Radius r des in (4) be-
nutzten Kreises k¥ wihlen wir der Bedingung ¢ < r < R gemiss und
haben dann:
®) 2 =g<1 wd [s—5|<Le,

wo g nach Auswahl von ¢ und r ein constanter echter Bruch ist. Da
k innerhalb K liegt, so kann man eine bestimmte endliche Zahl M so
auswihlen, dass fiir jeden Punkt { von % der absolute Betrag | f(§) | <M
ist. Fihren wir iibrigens zur Berechnung des Integrals (4) Polar-
coordinaten r, & mit dem Pole in g, ein, so folgt:
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PAGIRIAN
' | 8 |—-2x y T
Da aber |f(§) | < M und |d§| =rd® ist, so folgt:
|a I M,'do g.
" —23 EEN I ,.-

Gehen wir nunmehr von (3) gleich zur Reihe der absoluten Be-
triige, so findet sich:

| an |- l3_’ol'<‘— o~ = Mg~

Fir den Reihenrest bei der Rexhe der absoluten Betriige berechnet
man hieraus einen Zahlwert < ;— 7 O und da der Reihenrest in (3)

absolut nicht grosser sein kann, 80 erglebt sich wegen ¢ <1 zugleich
die unbedingte und die gleichmiissige Convergenz unserer Reihe auf
und innerhalb des Kreises ». [Eine analytische Function f(s) gestattet
fir jede im Endlichen gelegene regulire Stelle 2, die durch (3) und (4)
erklirte Potengreihenentwicklung: dieselbe ist unbedingt und gleichmdissig
convergent im Innern eines Kreises K, der bis an einen der Stelle o,
niichstgelegenen irreguliren Pumkt s, der Function f(2) gerade heran-
reicht; und insbesondere wird die unbedingte und gleichmdssige Convergenz
fiir alle endlichen 2 stattfinden, falls im Endlichen tiberhaupt keine irregu-
ldren Punkte vorkommen.

Es bleibt tibrig, auch noch den Punkt g, = oo zu erledigen. Wir
nehmen an, dass f(¢) in der Umgebung des Punktes oo regulir ist,

d. h. dass dies von f (‘l) in der Umgebung von ¢’ =0 gilt. Der

Ansatz der Entwicklung von f (‘i) nach Potenzen von s’ liefert dann
durch Rickgang zu 2 sofort den Satz: Ist die Function f(2) in der
Umgebung des Punktes oo reguldr, so gestatiet sie die Reihenentwicklung :
(6) f@=a+3+3+3+

welche unbedingt und gleichmdssig convergiert ausserhalb eimes um den
Nullpunkt 2 = O beschricbenen Kreises, dessen Peripherie durch einen
srreguliiren Punkt hochsten absoluten Betrages hindurchliuft; insbesondere
kann sich dieser Kreis auf den Nullpunkt selber susammengichen.

§ 13. Convergenszkreis einer Potensreihe.

Zufolge der eben gewonnenen KErgebnisse besitzen wir in der
Potenzreihe ein hochst wertvolles Hilfsmittel zur weiteren Untersuchung
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und Berechnung der analytischen Functionen. Wir miissen uns dem-
nach mit den Eigenschaften dieser Reihen niher bekannt machen und
kniipfen dieserhalb an eine ganz beliebig gewdihlte Potensreihe an, die
wir gleich wieder durch:

o) G+ ay (2 — %) + 63 (e — 2)'+ a3 (2 — 2)° + - - -
bezeichnen. Die Coefficienten a sind complexe Constante; der Wert 2,
ist irgend ein fest gewihlter endlicher. Doch werden sich unsere Be-
trachtungen ohne Mithe auch auf den Fall 7, = oo tbertragen lassen,
wo man jedoch an Stelle von (1) wie in (6) § 12 eine Reihe nach
absteigenden Potenzen von s treten lassen muss.

Wir fragen nun zunichst, fir welche Werte ¢ die Reihe (1) con-
vergent sein mag. Um diese Frage zu heantworten, bilden wir uns
aus den Coefficienten der vorgelegten Potenzreihe (1) folgende Reihe
nicht-negativer reeller Zahlen b:

3 —— n—
@) b=lal, bh=Vial, b=Via|, -, b=Val, -

und markieren die diesen Zahlwerten b entsprechenden Punkte auf der
positiven reellen Axe der s-Ebene. Noch anschaulicher ist es, an
Stelle der z-Ebene die 2-Kugel treten zu lassen, wobei die positive
reelle Axe die Hilfte eines grossten Kugelkreises liefert (cf. pg 84).
Da auf diesem Halbkreise unendlich viele Punkte b markiert sind, so
werden sich letztere wenigstens an einer Stelle hiiufen, d. i. in um-
endlicher Zahl zusammendringen. Eine solche ,Haufungsstelle“ kann
bei oo liegen. Dies wird der Fall sein, wenn nach Auswahl einer
nbeliebig grossen positiven Zahl o stets noch Zahlen b, existieren,
welche > o sind. Ist dies nicht der Fall, so kann man eine ,bestimmte*
Zahl g angeben, die nur von endlich vielen Zahlen b tibertroffen wird.
Man lasse nun g von dem gedachten Werte ab stetig abnehmen. Dabei
wird man vielleicht eine vom Nullpunkt verschiedene Stelle g erreichen,
die zwar selber nur von endlich vielen b iibertroffen wird, die jedoch
so gelegen ist, dass jeder kleinere Zahlwert von unendlich vielen b iber-
troffen wird. Die so gedachte ,obere Grenze“ g der unendlichen Zahlen-
reihe der b bezeichnen wir nach Hadamard (cf. Note pg. 129) durch:

3) g = lim. sup. b,.
Liegt auch dieser Fall eines endlichen g > O nicht vor, so ist schlecht-
hin lim. b, = 0, so dass der Nullpunkt die einzige Haufungsstelle ist.

Den ersten und dritten Fall charakterisieren wir durch g = oo bez.
g = 0. Als Beispiel betrachte man die Zahlen b, die, je nachdem der
Index ungerade oder gerade ist, durch:
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byao1=T— -1  ber. by —=5— >
gegeben sind. Hier wird offenbar lim. sup. b, = 7, wahrend eine
zweite Haufungsstelle bei 5 liegt*). "~°

Es gilt nun das folgende allgemeine Theorent**): Die Potenzreihe
(1) dst unmbedingt und gleichmiissig comvergent im Innern eines in der
2-Ebene um 2, als Mittelpunkt gelegten Kreises K vom Radius R, der

gleich dem reciproken Werte von g ist, R = %; ausserhalb dieses Kreises

(sofern R endlich ist) ist die Potenzreihe wberall divergent.

Beschreibt man némlich fiir den Fall B > 0 mit beliebigem aber
bestimmt gewihlten endlichen Radius » < R einen Kreis k¥ um ¢,, so
wird fir alle Punkte im Innern und auf dem Rande von % offenbar
|z — 2] < 7 sein. Setzt man alsdann, falls R endlich ist, r = ¢ R, so ist
g ein bestimmter positiver echter Bruch, ¢ <1. Nun ist fiir endliches R,
d. i. fir g > 0, wenn man von endlich vielen Gliedern (die auf Con-
vergenz oder Divergenz keinen Einfluss haben) absieht, bestindig

V]oa| <g. Multipliciert man hier mit |z — 2, < ¢R, so folgt:

Viaa| - |2 — 2| < g,

eine Bedingung, die in dem eben ausgeschlossenen Falle g =0, d. i.
lim. b, = 0, direct und zwar bei willkiirlich dem Intervall 0 <g < 1
entnommenem ¢ als giiltig erkannt wird. Man findet demgemiiss, dass
| @x(s2 — g)*| < g* ist, womit die unbedingte und gleichmissige Con-
vergenz der Reihe innerhalb und auf %, d. i. innerhalb K bewiesen ist.

Wihlt man zweitens, falls R nicht = oo aber auch einstweilen

nicht = O ist, einen Wert ¢z ausserhalb K, so kann man wegen
|2 — 2| > R und der Endlichkeit von g offenbar |z — z,| = é—i—s
schreiben, wobei g > s > 0 ist. Wiahlen wir sodann eine reelle Zahl ¢
aus dem Intervall 0 < ¢ <s, so gilt ;:t

8

endlich viele #, fiir welche '}/|_a—.-| > g — t zutrifft, und bei denen demnach:

= p > 1. Nun giebt es un-

*) Die obige Definition von g ist, um die weitere Darstellung nicht zu um-
stindlich zu gestalten, nicht ganz exact gefasst. Man kann nur die Existenz einer
solchen Zahl g beweisen, dass nach Auswahl einer beliebig kleinen, positiven,
von O verschiedenen Zahl ¢ stets g -+ & hochstens von endlich vielen b, jedoch
(im Falle g > 0) g — & bestindig von wnendlich vielen b, dbertroffen wird.

**) In dieser Gestalt wurde der Satz von J. Hadamard ausgesprochen; siehe
dessen Abhandlung , Essai sur Vétude des fonctions données par leur développe-
ment de Taylor, Journ. de Mathém., 4! Folge, Bd. 8 (1892).

Fricke, analyt.-functi h. Vorl g 9
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Vidn] - |6 — 2] >2="  und also |a,(z — 2| > p"
g—s

gilt. Wegen p>1 sind somit in der Reihe Glieder nachweisbar,
welche fiir sich genommen absolut jede angebbare Zahl iiberschreiten;
die Reihe ist demnach sicher divergent. Zu dem gleichen Ergebnis
gelangt man schliesslich im Falle R =0, d. i. fiir g = oo; denn hier
kommen fiir jedes von 2, verschiedene z Glieder vor, fiir welche be-
reits /[a,|- |2 — #,| eine beliebig gross gewihlte Zahl iibersteigen.
Reihen mit R = 0 werden von jetzt ab giinzlich ausgeschlossen.
Fir die einzelne der iibrigen Reihen bezeichnen wir den Kreis K mit

. 1 .
dem Radius R = 7 Ul % als den ,Convergenckreis“ und nennen R

den ,,Convergenzradius®. Insbesondere haben wir fiir g = 0 und R = oo
eine bestindig convergente Reihe, d. i. eine Reihe, welche fiir jeden end-
lichen Wert von 2 convergiert.

Den Summenwert der Reihe fir einen Punkt 2 im Innern des
Convergenzkreises wollen wir f(2) nennen; f(2) ist innerhalb dieses
Kreises eindeutig und zufolge des Stetigkeitssatzes von pg. 122 ebenda
auch stetig. Fir die zu (1) gehérende abgeleitete Reihe:

(4) @, + 2a5(z — 7)) + 3ay(z — 2)*+ - - -
ist zufolge der bekannten Regel lim. /n =1:

lim. sup. f/|na,.| = lim. sup. V[aa],
so dass auch die Reihe (4) innerhaldb K unbedingt und gleichmdissig con-
vergiert. Mit Ricksicht auf das Differentialtheorem von pg. 124 folgt:
Eine Potencreihe stellt im Innern thres Comvergenzkreises eine eindeutige
stetige analytische Function f(2) dar, indem in der That der Differential-
quotient :—f durch die im gleichen Kreise convergente abgeleitete Reihe ge-
liefert wird. Die Potenzreihe stellt hiernach eine im Innern des Con-
vergengkreises tiberall ,regulire analytische Function dar.
Setzt man in der leichung:

f'(g) = ay + 2a5(2 — &) + Bag(z — 2)*+ - - -
2 =z, ein, so folgt a, = f'(g,). Geht man, was jetzt ohne weiteres
zuldssig ist, durch wiederholte Differentiation bis f*)(z), so ergiebt die
Substitution ¢ = ¢, fiir jedes n:

(n)
%) Op = %
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Wir folgern: Die in (1) gegebene Reihe ist die Mac Laurin’sche Reihe
der Function f(2):

(6) f(Z) f(go)_i_f (50) 2 —30 + f”( )(5—10) + f'"( )(3'—'30) ey

die Function f(2) ldsst sich hiernach nur auf eine einzige Art in eine
Reihe nach Potenzen von (¢ — 2,) entwickeln. Wir ziehen hieraus noch
den Schluss, dass die im vorigen Paragraphen unter (3) und (4) pg. 126
angegebene convergente Potenzreihe fiir die damals vorgelegte Function
f(2) gleichfalls die Mac Laurin’sche Reihe dieser Function sein muss.
Weiter folgt aus den Entwicklungen des vorigen Paragraphen und aus
der Convergenz der abgeleiteten Reihe innerhalb K der wichtige Satz:
Eine analytische Function hat in der Umgebung einer reguliren Stelle
Ableitungen aller endlichen Ordnungen, welche ebendort regulir sind.

Die Werte der durch die Potenzreihe (1) definierten Function sind
zundchst allein im Innern des Kreises K gegeben, und wir werden
erst noch zu iiberlegen haben, ob und wie wir diese Function fiir die
Punkte z auf und ausserhalb K fortzusetzen vermdgen. Ein hierher
gehorendes wichtiges Theorem konnen wir schon jetzt ableiten.

Wir gehen von der Annshme aus, es giibe eine analytische Fune-
tion f(2), welche innerhalb eines um gz, als Mittelpunkt gelegten
Kreises K’ mit einem Radius R’ > R iiberall regulir ist und fiir alle
Punkte innerhalb K die durch die Potenzreihe (1) gelieferten Werte
hat. Nach dem in (3) und (4) pg. 126 zum Ausdruck kommenden
Theorem gestattet diese Function f(2) die Entwicklung in eine inner-
halb K’ dberall convergente Potenzreihe. Letztere ist notwendig die
Mac Laurin’sche Reihe:

Floo) + 7 (20) - S22 4 £ (o) E2f 4

der gedachten Function f(2). Da aber f(¢) im Innern von K auch
durch die Reihe (1) geliefert werden kann, so ist die Reihe (1) gleich-
falls die eben angegebene Mac Laurin’sche Reihe; dieselbe ist also
nicht innerhalb K, sondern nur innerhalb K iiberall convergent. Der
hiermit aufgedeckte Widerspruch liefert das Theorem: Die durch die
Potenzreihe (1) definierte analytische Function bekommt bei Fortseteung
tiber den Rand des Conmvergenzkreises hinaus wenigstens einen auf der
Peripherie des letzteren gelegenen irreguldren Punkt.

Es ist nun vor allem nétig, die hiermit berithrte ,Fortsetzung“
der Functionen ausfithrlich zu besprechen.

Aufgabe 1. Durch Vergleichung der Reihe (6) mit der in (3) und (4)

Pg. 126 gegebenen Reihe bilde man fiir die Ableitungen f{™ (z,) Integraldarstellungen
9 *
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und dberlege, wie die betreffenden Formeln aus der ersten unter ihnen her-
geleitet werden kdnnen.
Aufgabe 2. Man bestimme den Convergenzkreis der Reihe
2 z2* g gt
Tty oT o
Aufgabe 8. Man zeige, dass die Exponentialreihe:
z [ LI 4
1+‘1—+2—!+3—!+1—!+"'

den Convergenzradius B = oo hat.

Aufldsung: Es ist nimlich R = lim. Yal. Man folgert aber aus
1

(m+4 1)* > n! leicht n!(n 4 1) > n!(n!): oder, anders geschrieben:
i
M4+ >my " .

n41
Hieraus ergiebt sich Y (n 4 1)! > ,]'/;! , 80 dass die Werte ’]'/7;_! mit wachsen-
dem n immer grésser werden. Glibe es nun fiir dieselben eine endliche Grenze R,

so wirde fir jede angebbare Zahl n:
" 12” und &ls() S = == g0 — l
< E R R R <

gein. Dies erkennt man aber ohne Miihe als unmdglich.

.§ 14. Princip der analytischen Fortsetzung.

Durch die Untersuchungen in § 12 und 13 wird eine h&chst
merkwiirdige Gesetzmissigkeit offenbar, welche die Werte einer und
derselben Function f(2) fiir verschiedene Argumente z an einander
bindet. Eine solche Gesetzmissigkeit trat uns bereits in Formel (6)
pg- 119, welche einen Satz von Cauchy zum Ausdruck brachte, entgegen.
Durch die Werte, welche die Function f(2) auf der damaligen Integra-
tionscurve C annahm, waren die Functionswerte im Innern von C bereits
eindeutig bestimmt, eine Folge unserer urspriinglichen Forderung, dass
das Innere von C durch Z =f(2) ,conform®“ auf die Z-Ebene ab-
gebildet werden sollte.

Gegenwirtig knilpfen wir an das Theorem von pg. 126, nach
welchem jede analytische Function f(¢) in der Umgebung irgend einer
ibrer reguliren Stellen z, entwickelbar ist in die Reihe:

1) F@&)=F(e) +1 o) T2 4 £ () Erl () 5

die innerhalb eines daselbst niiher bezeichneten Kreises mit nicht ver-
schwindendem Radius convergiert und ebendort die richtigen Functions-
werte liefert. Dieser Kreis, dessen Identitit mit dem Convergenz-
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kreise K der Potenzreihe (1) noch festgestellt werden wird, war
a. a. 0. dadurch bestimmt, dass seine Peripherie durch einen an z,
niichst gelegenen irreguliren Punkt von f(#) hindurchlaufen soll; nennen
wir ihn demnach zunichst lieber K, und seinen Radius R,, wihrend
wir die Bezeichnungen K und R (> R,) fiir den Convergenzkreis vor-
behalten.

Man lege nun ein endliches, wenn auch noch so kleines Linien-
stiick L durch den Punkt 2, in der z-Ebene und denke die Werte der
Function f(s) lings L gegeben. Diese Werte reichen bereits zur Be-
rechnung simtlicher Coefficienten der Reihe (1) hin. Es entspringt
das Theorem: Sind die Werte der analytischen Function f(2) lings des
endlichen, wenn auch noch so kleinen Liniensticks L durch s, bestimmd, so
sind damit bereits eindeutig die gesamten Werte von [(2) innerhalb
K, bestimmit.

Der hiermit eingeleitete Process der Bestimmung unserer Function
fir irgend welche Stellen ¢ aus solchen Functionswerten, welche in
grosserer oder geringerer Entfernung von jenen Stellen stattfinden, soll
als ,analytische Fortsetzung” der Function bezeichnet werden. Das eben
zuletzt aufgestellte Theorem liefert hierbei das Grundprincip; wir konnen
dasselbe auch so aussprechen: Eine analytische Function ist in der Um-
gebung jeder reguldren Stelle nur in eindeutig bestimmier Weise analytisch
fortsetebar, und zwar wird diese Fortsetzung jedesmal durch die zu dieser
Stelle gehorende Potenzreihe (Mac Laurin'sche Reihe) gegeben.

Wir prifen unser Princip der analytischen Fortsetzung zunichst
im Falle einer fertig vorgelegten Function f(s), was soviel heissen
soll, dass die Functionswerte fir alle reguliren Stellen bekannt ge-
geben sein sollen. Mogen 2, und 2, zwei im Endlichen gelegene re-
gulire Stellen sein, die also von allen irreguliren Punkten endliche
Entfernung haben. Man wird dann (was freilich erst weiter unten als
zuliissig erkannt wird) von der Existenz einer z, und 2, verbindenden
Curve ¢ endlicher Bogenlinge s ausgehen diirfen, welche keinem irre-
guliren Punkte unendlich nahe kommt. Man wird hiernach eine von
O verschiedene Zahl » so answihlen kon-
nen, dass die Entfernung jedes Punktes
der Curve ¢ von jedem irregulidren Punkte
> r ist.

Lings ¢ wird unsere Function stetig
vom Anfangswerte f(z) zum Endwerte
f(2,) bergehen. Um nun diesen Ubergang
durch ,analytische Fortsetzung“ zu voll-
ziehen, denken wir die Curve ¢, wie Figur33
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andeutet, mit lauter Kreisen der Radien r bedeckt, die ihre Mittel-
punkte auf ¢ haben. Jeder folgende Kreis soll seinen Mittelpunkt
noch innerhalb der Peripherie des voraufgehenden haben. Wegen der
Endlichkeit der Radien » und der Bogenlinge s reichen wir mit einer
endlichen Anzahl von Kreisen zur vollstindigen Bedeckung von ¢ aus.

Wir haben nun fiir jeden Kreis eine Potenzreihe, welche
innerhalb des Kreises sicher convergiert und die richtigen Functions-
werte liefert. Diese Potenerethen kinnen alsdann successive aus
einander hergeleitet werden, und in der Durchfiihrung dieser Her-
leitung wird unser Process der analytischen Fortsetzung bestehen. Ein
Linienstiick L durch den Mittelpunkt des einzelnen Kreises liegt nimlich
innerhalb des voraufgehenden Kreises. Die Potenzreihe des letzteren
stellt daraufhin die lings L stattfindenden Functionswerte, und aus
letzteren entspringt die nichstfolgende Reihe. Wir kénnen somit die
Functionswerte lings ¢ aus diesem System ,in einander fortsetzbarer
Potenzreihen“ berechnen und gelangen so von f(z,) zu f(2,). Die ana-
lytische Fortselzung gestattet hiernach die Berechnung der Fumnction f(2)
von den in ndchster Nihe des Punktes z, stattfindenden Werten aus fiir
Jede regulire Stelle z,.

Zur Charakteristik dieser Berechnungsmethode von f(2) diene
gleich noch folgende Uberlegung. Die oben gedachten Kreise lagern
itber die Curve ¢ einen bandférmigen Bereich, dessen ,Breite“ iiberall
> r)/3 ist. Nehmen wir innerhalb dieses Bandes eine Deformation
der Curve ¢ in eine neue Gestalt ¢’ unter Festhaltung des Anfangs- und
Endpunktes, 2z, und 2, vor, so wirden die Functionswerte lings ¢’
gleichfalls vermoge der bisherigen Reihen berechnet werden konnen,
und man gelangt so wieder von f(z,) zu f(¢,). Aber man wird dasselbe
erreichen, wenn man lings ¢’ den oben beschriebenen Process aus-
fithrt. Auf diese Erwigungen griindet sich folgendes Theorem: Das
Ergebmis der analytischen Fortsetzung einer Function lings einer Curve c
bleibt dasselbe, falls man die Curve unter Festhaltung ihres Anfangs-
und Endpunktes in solcher Weise stetig deformiert, dass man hierbei irregu-
liren Punkten der Function niemals nahe kommdt.

Die Hinwegschiebung der Curve ¢ itber eine irregulire Stelle
kann aber sehr wohl das Ergebnis abéindern. Wir driicken dies dahin
aus, dass die analytische Fortseteung um eine irregquldre Stelle herum
durchaus mnicht wieder zu den Anfangswerten der Function zu fiihren
braucht. Wir gelangen hier wieder zum Charakter der mehrdeutigen
Functionen, mit denen wir uns bereits oben (pg. 91ff.) beschiftigten.
Indem wir die z-Ebene ganz oder teilweise mehrfach itberdeckt denken,
wie es die Natur der einzelnen Function erfordert, schaffen wir uns,
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wie damals, in ,mehrblitirigen Riemann'schen Flichen” Mittel zur Ver-
sinnlichung des Verlaufs dieser Functionen.

Aus den letzten Erwigungen geht nun bereits die Bedeutung
hervor, welche die analytische Fortsetzung bei der Definition und Er-
zeugung analytischer Fumctionen besitzt. Wir wollen, ehe wir dies in
voller Allgemeinheit erdrtern, zunichst eine damit zusammenhingende
wichtige Erginzung der bisherigen Entwicklung erledigen. Wir gehen
auf das Ergebnis von § 12 pg. 126 zuriick, nach welchem die damals
vorgelegte Function f(2) innerhalb eines Kreises K, um z,, der bis
zu einer an 2z, nichst gelegenen irreguliren Stelle 2, von f(2) gerade
heranreicht, durch eine Reihe:

@ ay + a, (s — 2,) + a3(s — 2))* + ay(2 — 2))* + - -

darstellbar ist. Das Schlusstheorem in § 13 pg. 131 regt die Vermutung
an, dass K, mit dem Convergenzkreise K dieser Reihe (2) identisch
sei. Indessen nehme man an, dies sei nicht der Fall, der Kreis K
greife vielmehr iiber K, hinaus. Die Reihe (2) liefert dann eine
innerhalb K iiberall regulire Function f;(z), die in K, genau mit f(2)
identisch ist. Man priife die gemachte Annahme fiir den Fall dass in
nichster Nahe von 2, kein weiterer irregulirer Punkt von f(#) vor-
komme. Dann konnen wir f(s) um 2, herum analytisch fortsetzen,
und wir gelangen wegen der oben bewiesenen Eindeutigkeit der Fort-
setzung zu Functionswerten f(2), welche in der Umgebung von #,, von
diesem Punkte 2, allein abgesehen, genau mit f;(2) iibereinstimmen.
Der Charakter des in Rede stehenden irreguliren Punktes z, ist
also der, dass die Function f(¢) im iibrigen in der Umgebung von ¢,
durchaus reguldr ist, dass dagegen im Punkte 2, nicht der nach dem
Gesetze der Stetigkeit zutreffende Wert lim. f(#) vorliegen soll, sondern

irgend ein davon verschiedener Wert. Das Vorkommen solcher durch
Abénderung des einzelnen Functionswertes f(z,) hebbarer irregulirer
Punkte ist zwar durch keine unserer bisherigen Definitionen ausge-
schlossen. Solche Punkte aber auch weiterhin zuzulassen, wiirde sich
weder als erforderlich noch niitzlich erweisen. Wir stellen uns viel-
mehr jetzt gleich ganz allgemein auf den Standpunkt, dass die einzelne
Mac Laurin’sche Reihe (2) stets innerhalb ihres ganzen Convergenckreises
die richtigen Functionswerte liefert.

Die irreguliren Punkte, welche eine Function dann noch hat (und
auf der Peripherie jedes endlichen Convergenzkreises kommt wenigstens
einer vor), sind durch die innere Natur der Function selbst bestimmt.
Wir konnen als Umkehrung des zweiten Theorems von pg. 133 geradezu
aussprechen: Ein irregulirer Punkt der Function wird von jeder solchen
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Stelle geliefert, der wir beim Process der analytischen Fortsetzung swar
beliebig nahe kommen kinmnen, die aber auf keine Weise in das Innere
eines hierbei benuteten Convergenzkreises hineingezogen werden kann. Man
kann auch sagen, dass eine Darstellung (2) durch eine convergente Reihe
in der Umgebung einer irreguldren Stelle nicht existiert. Die Convergenz-
radien der bei der Fortsetzung benutzten Reihen werden sich bei An-
niherung an den irreguliren Punkt dem Werte O nihern.

Man itberblickt nun auch, wie man im Stande ist, jede denkbare
analytische Function von ihren Werten in der niichsten Nihe einer
Anfangsstelle 2, aus durch den Process der analytischen Fortsetzung in
vollem Umfange zu gewinnen. Wir werden von der Umgebung jener
Stelle £, aus durch Ketten von convergenten Potenzreihen, die in oben
bezeichneter Art aus einander zu bilden sind, die weiteren Werte der
Function berechnen, wobei die einzelne Reihe innerhalb ihres Con-
vergenzkreises allenthalben die der Function zukommenden Werte
liefert. Man wird diesen Process erst dann als beendet ansehen, wenn
die Fortsetzung desselben zu keinen neuen Functionswerten zu
fithren im Stande ist; und der Inbegriff aller dann erreichten Functions-
werte liefert uns erst die vollstindige analytische Function, wobei wir
uns nur wegen der irreguliren Punkte noch eine erginzende Bemerkung
vorbehalten.

Dass tibrigens der bislang nicht besonders erwéhnte Punkt 2 = oo
hier keinerlei Schwierigkeit darbietet, wird man leicht erkennen. Wir

filhren einfach wieder die Transformation ' = —;— aus und verlegen die

Untersuchung aus der Umgebung von 2z’ = oo in diejenige von 2" =0.

Alle bei analytischer Fortsetzung von der Anfangsstelle z, aus
erreichbaren Stellen 2 liefern einen zusammenhingenden Bereich, den
wir den ,Definitionsbereich“ der Function nennen. Wir werden den-
selben, wie wir schon ausfithrten, notigenfalls mehrblittrig tiber der
z-Ebene lagernd finden. Jeder irregulire Punkt wird ein Randpunkt
des Definitionsbereichs sein. Bei den oben (pg. 91ff.) betrachteten
Functionen lagen solche irregulire Randpunkte stets nur isoliert; so
hatte Z = ¢* einzig 7 = 0o zum irreguliren Punkt. Aber man hat
innerhalb der Theorie der sogen. automorphen Functionen neuerdings
zahlreiche Beispiele von Functionen gefunden, bei denen ganze ge-
schlossene Curven iiberall dicht mit irreguliren Punkten besetzt sind.
Eine solche Grenscurve des Definitionsbereichs kann durch analytische
Fortsetzung nicht iiberschritten werden; man nennt sie eine ,matiirliche
Grenge* der Function, welche jenseits jener Grenze nicht existiert
oder doch wenigstens nicht definiert ist.
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Es bleibt jetzt nur noch die eine Frage iiber, ob wir unserer
Function nicht auch im einzelnen ihrer irreguliren Punkte 2, einen
Wert erteilen konnen. Giebt es bei Annéherung an 2, vom Definitions-
bereich aus unabhiéingig von der Richtung, in welcher wir an diesen Rand-
punkt 7, herangehen mogen, einen bestimmten Grenzwert lim. f(z), so

werden wir diesen Grenzwert als Functionswert f(s) wihlen. In allen
iibrigen Fillen wird man von einer Bestimmung des Wertes f(2,) ab-
sehen.

§ 15. Natur der irreguliiren Punkte.

Die irreguliren Punkte der Functionen teilen wir in drei Classen,
bei deren Beschreibung uns die am Anfang des Kapitels betrachteten
Beispiele gute Dienste leisten werden.

I. Wir nehmen an, dass sich die Function f(¢) bei Anniherung
an den Punkt g, der Grenze oo nihere, jedoch so, dass das Product
f(2)- (2 — 2,)* der Function und der Potenz (z — z,)™ mit endlichem
ganzzahligen positiven Exponenten m in der Umgebung von ¢, regulir
sei. Wir denken die Zahl m moglichst klein gewdhlt, d.i. so, dass
f(2)- (2 — 2,)™—! noch keine bei 2, regulire Function darstellt. Ein
solcher irreguldrer Pumlkt wird als ein ,m-facher Pol“ oder en ,Pol
m* Ordnung” der Function f(¢) oder auch als ein ,ausserwesentlich
singulirer Punkt“ von f(z) bezeichnet.

Da f(2)- (2 — 2,)™ regulir bei £, ist, so existiert eine Darstellung:

f@): - (¢— ) =0-nto-m-3(E—2)+t@ulE—2)"+- -,
deren Convergenzradius die von O verschiedene Griosse R habe.
Hiernach lisst sich die Function f(2) in der Umgebung der Stelle z,,
an der sie etnen m-fachen Pol besitst, durch die in jener Umgebung (ab-
gesehen vom Punkte g, selber) convergente Reihe:
1) f(&)=0_mn(e—2) "+ a_m—n(s— 20)~ "+ + -
oy (5 s) "t Gyt (2 — 20)  ay(s — 2"
darstellen. Man kann sagen, bei g, werde f(2) ,,m-fach unendlich*; denn
in (1) wird a_,, 4= 0 sein, da sonst bereits f(2) - (¢ — 2)"—1 bei 2,
regulir wire. Wir merken noch an, dass f(2) in der Umgebung des
Poles 2, eindeutig ist; die analytische Fortsetzung um diesen irreguliren
Punkt herum fithrt somit zu den anfinglichen Functionswerten zuriick.

Ubrigens bemerken wir im Anschluss an (6) pg. 127 noch aus-
driicklich, dass, wenn es sich um einen bei 2, = oo gelegenen m-fachen

Pol handelt, in der vorstehenden Entwicklung einfach -;- an Stelle der
Entwicklungsgrisse (¢ — 2,) treten muss. Hat die Function f(2) bei
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2, == 0o einen m-fachen Pol, so gestattet sic in der Umgebung dieser
Stelle die Darstellung:

@) FA)=t-mem+ampram ozt a+ 3+ T+

Da die Reihe (1) innerhalb des Kreises vom Radius R um #,, ab-
gesehen von 2, selbst convergiert, so ist f(¢) innerhalb dieses Kreises
bis auf den Mittelpunkt iiberall endlich. Man kann hiernach um jeden
Pol einer Function f(2) einen Kreis mit endlichem Radius beschreiben,
wnnerhalb dessen kein weiterer Pol gelegen ist.

Da f(2) - (# — 2,)™ bei 2, von O verschieden ist, so liefern nach
dem am Schlusse von § 6 pg. 105 u.f. ausgesprochenen Grundsatze die
reciproken Werte von f(2)- (2 — 2,)™ bei 2z, eine regulére Function,
darstellbar durch:

——-—1_= - -_— ’ R
f(})-(z_zo)m bm + bm-{-l(z Zo) + bm+’(ﬂ zo) +

mit b, 4= 0. Hieraus entnehmen wir:
1
(3) 7(;)=bm(z—zo)m+ b 1(2 — 2y 1o,

Hat nun eine Function in der Umgebung der reguliren Stelle 2, eine
Potenzreihe mit verschwindenden Anfangscoefficienten, und ist das erste
Glied mit nicht verschwindendem Coefficienten dasjenige der Potenz
(¢ — 2)™, so sagen wir, die Function habe bei z, einen m-fachen Null-
punkt oder einen Nullpunkt m*r Ordnung. Formel (3) lehrt: Die reci-
proken Werte einer Function, welche bei z, einen m-fachen Pol besitet,
liefern eine bei z, reguldre Function, die cbenda einen m-fachen Null-
punkt aufweist; und auch umgekehrt wird ein m-facher Nullpunkt einer
Function fiir die ,reciproke Function“ einen m-fachen Pol liefern.

Den vorhin ausgesprochenen Satz von der isolierten Lage der Pole
konnen wir daraufhin so verallgemeinern: Nimmt die Function f(2)
an der reguliren Stelle 2z, den Wert a, an, so kann man um z, einen
Kreis mit endlichem Radius beschreiben, innerhalb dessen die Function
an keiner zweiten Stelle gleich a, wird*). Die zu f(2) — a, reciproke
Function hat niémlich bei 2, einen Pol, der, wie bewiesen, isoliert liegt.
Eine Ausnahme von diesem Satze bildet jedoch der mach pg. 104 zuldssige
Fall, dass f(z) bestindig mit der Constanten a, gleich ist.

II. An zweiter Stelle classificieren wir diejenigen irreguléren
Punkte, welche wir bereits oben (pg. '0ff) als ,,Versweigungspunkte
mat endlicher Blitteranzahl“ kennen lernten. Die ,Riemann’sche Fliche“

*) Ist insbesondere 2z, = 0O, so wird man den im Texte ausgesprochenen Satz
zweckmiissig auf die z-Kugel beziehen.
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bot in der Umgebung eines solchen Punktes z, die Gestalt einer
Schraubenfliche mit unendlich kleiner Ganghdhe dar (cf. p. 99). Bei
Umlaufung des Verzweigungspunktes setzt sich jedes Blatt in das
folgende fort. Aber indem wir die Forderung einer endlichen Anzahl »
von Blattern hier an die Spitze stellen, wird das oberste Blatt unter
Durchschneidung der iibrigen wieder zum untersten zuriickfiihren
(cf. Figuren 19 (pg. 91) und 22 (pg. 95)).

Unsere v-blittrig itberdeckte Umgebung von £, wird nun durch

1

¢ = (¢ — 2,)* conform auf die einfach und vollstindig bedeckte Umge-
bung von { =0 in der {-Ebene abgebildet, wobei nur die Winkel des
Scheitelpunktes z, in der Abbildung auf ihre 2*" Teile reduciert er-
scheinen. Man wird sich dies mit Hilfe der bei den Beispielen pg. 87 ff.
zu Benutzung gekommenen Uberlegungen leicht deutlich machen.
Wenn nun bei 2, fiir f(2) ein isoliert liegender irregularer Punkt
der jetzt in Rede stehenden Art vorliegt, so kommt dies eben darauf
hinaus, dags sich f(¢) bei Umlaufung der Stelle 2, als mehrdeutig er-
weist, und zwar als »-deutig, insofern nach v Umldufen die Anfangs-
werte der Function wieder erreicht werden. Wir sprechen demnach
von » ,Zweigen“ unserer Function, welche den Blittern der Fléiche
entsprechen. Gehen wir jetzt vermége der vorhin angegebenen Trans-
formation zur Umgebung von { =0 in der {-Ebene und setzen dem-

entsprechend:
f(e)=f(2+ &) =15,

so ist f,() in der Umgebung von § = 0 eindeutig und regulér, falls
wir als Wert f(z) = f,(0) den Grenzwert lim. f({) wihlen. Indem
=0

man fir f,(§) seine Potenzreihe heranzieht und zu z zuriickgeht, folgt
der Satz: Eine Function f(2) gestattet in der Umgebung eines isoliert
liegenden irrequliren Punktes z,, der ein Verzweigungspunkt mit endlicher
Blitteranzahl v ist, die Darstellung in einer convergenten Reihe:

(4) f(3)=ao+a1(z—zo)7+ a,(z—-zo)7+ a,s(Z—go)_'._'_

Es ist hierbei stillschweigend angenommen, dass lim. f(2) nicht oo

ist. Ware dies jedoch der Fall, so wiirde an Stelle von (4) die Ent-
wicklung:

(5) f(z)_a—m(z—zo) +a_m+1(2——50) T + ..

-'+a_1(z——zo) +ao+a1(z_zo) +-
treten, und man wiirde sagen, dass nun im Verzweigungspunkte zugleich
ein m-facher Pol gelegen sei.
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Ist tibrigens die fragliche irregulire Stelle bei oo gelegen, so tritt
in (4) und (5) wieder —;— an Stelle von (z — z,).

III. Jede irreguldre Stelle, welche sich den bisher besprochenen
Arten noch nicht einordnen ldsst, wird als ein ,wesentlich singuldrer
Punkt“ der Function bezeichnet. '

Hierher werden wir Verzweigungspunkte mit unendlich grosser
Blitteranzahl rechnen, wie wir einen solchen z. B. beim Studium der
Function logz auffanden (cf. pg. 99).

Ganz besonders wichtig ist es, dass wir den Charakter wesent-
lich singulirer Stellen bei eindeutigen Functionen kennen lernen. Die

Exponentialfunction e* besitzt eine solche Stelle bei z = 0o. Setzen
1

wir demnach der Anschaulichkeit halber Z — e*, so wird der fragliche
Punkt bei 2 = 0 gelegen sein.

Die conforme Beziehung, welche durch Z = ¢* zwischen den
Ebenen von # und Z hergestellt wird, ist pg. 97 beschrieben und
in Figur 23 daselbst versinnlicht. Man hat die z-Ebene in" unendlich
viele zur reellen Axe parallel laufende Streifen der Breite 2z zu zer-
legen; jeder Streifen liefert ein einfaches und vollstindiges Abbild der
Z-Ebene, und zwar gewinnt man insbesondere die Werte Z = 0 und
Z = oo, wenn man sich im Streifen nach Seite der negativen bez.
positiven reellen Axe dem Punkte z = oo annihert.

Man wolle jetzt auf die 2-Ebene die pg. 82 ausfithrlich betrachtete

durch z'=—:,— festgelegte Abbildung anwenden. Die Parallelstreifen

gehen dabei in die durch Figur 34 angedeuteten Bereiche iiber, welche
wir als durch Kreise begrenzte Sicheln mit

je zwei an g = O heranragenden Spitzen be-

zeichnen konnen. Diese Sicheln hdufen sich

an der Stelle z = 0, so dass sich innerhalb

eines um #=0 zu legenden Kreises mit

einem von O verschiedenen, wenn auch noch

so klein gewdhlten Radius 0 stets noch un-

7O) endlich viele Sicheln finden. Nun ist aber

jede Sichel ein vollstindiges durch Z — e*
vermitteltes Abbild der Z-Ebene. Man er-
kennt: Imnerhalb eines um den wesentlich
singuliren Punkt herumgelegten Kreises mit
nicht-verschwindendem, aber beliebig klein ge-

1

Fig. 84 wihltem Radius & nimmt die Function Z = e*
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Jgeden einzelnen complexen Wert, abgeschen vom den beiden Werten O
und oo, noch unendlich oft an.

Die beiden Werte 0, oo gewinnt man aber als Grenzwerte der
Function, falls man sich der wesentlich singuliren Stelle innerhalb
der einzelnen Sichel, und also tangential zur reellen z-Axe annihert.
Bei Anniherung an z — 0 in irgend einer anderen Richtung gewinnt
die Function keine feste Grenze, ist vielmehr unaufhorlich Schwankungen
unterworfen.

Ganz analoge Verhiltnisse werden wir bei allen wesentlich singu-
laren Stellen eindeutiger Functionen wiederfinden.

§ 16. Weiteres iiber Pole und Nullpunkte innerhalb eines Bereiches.
In der z-Ebene sei irgend ein Bereich B eingegrenzt, dessen Rand-

curve C aus einem oder mehreren Stiicken bestehen mag. Innerhalb

B sei f(2) eindeutig und bis auf u Pole iiberall regulir. Ist g, ein

einzelner dieser Pole, und gilt fir ihn:

W) O ==t = b =ttt a =)+

£—z)" (58— ’ep)mml

so bezeichnet man den Coefficienten a_, der Potenz (2 — g,)—! als
das ,,Residuum® des Poles z,.

Man lege innerhalb des Convergenzkreises der einzelnen Reihe (1)
um jeden der p Pole als Mittelpunkt einen Kreis und wihle diese
Kreise k,, k;, - - -k, so klein, dass sie mit einander nicht collidieren
und zugleich alle innerhalb des Bereiches B gelegen sind. Werden
alsdann die Kreisflichen k,, k;, - - - k, dem Bereiche B genommen, so wird
im Restbereiche B’ die Function f(2) allenthalben regulir sein. Also
muss nach einem pg. 117 bewiesenen Theoreme f f(2)dz, iber den ge-

samten aus C und den Peripherien von k,, Ay, - - - k. bestehenden
Rand von B’ ausgedehnt, verschwinden. Es folgt:

@ Jr@a=3 [rea,
©)

(x)

wenn wir die p rechts stehenden Kreisintegrale jedesmal in der fiir das
Kreisinnere positiven Umlaufsrichtung ausgefithrt denken. Wir konnen
Formel (2) kurz dahin charakterisieren, dass es ohne Anderung des
Integralwertes erlaubt ist, die Curve C auf die u die Pole umgebenden
Kreise zusammenzuziehen.

Fiar die Berechnung des einzelnen Kreisintegrals diirfen wir
(cf. pg. 124) an Stelle von f(2) die in (1) rechts stehende Reihe glied-
weise integrieren. Hierbei aber liefert (cf. Aufgabe 2 pg. 120) allein
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das Glied a_(# — 2,)~! einen von O verschiedenen Betrag, und zwar
2im-a_y. Also folgt der Satz: Ist die Funmction f(2) im Bereiche B
eindeutig und bis auf u Pole der Residuen a_y, a’,,---a* iberall
regulir, so gilt fiir die Summe der Residuen die Gleichung:

1

(3) a’_1+all'+.-~+a3‘)1=2—,'—,;ff(z)dz,
©)

wo das Integral in der positiven Umlaufsrichtung siber den Rand von
B auszudehnen ist.

Es wurde seinerzeit (pg. 108) festgesetzt, dass die fiir die Integral-
ansitze zu benutzenden Bereiche B den Punkt oo nicht enthalten
sollten. Nachdem wir zwischendurch gelernt haben, fiir die Entwick-
lung einer Function f(¢) in der Umgebung des Punktes z# = oo
biindige Aussagen zu machen, ist es an der Zeit, uns von der genannten
Beschrinkung zu befreien.

Wir fassen die Fille, dass f(2) in der Umgebung von 2z = oo
regulir oder doch nur mit einem Pole behaftet ist, in den Ansatz zusammen:

@) f@) =a—ne+ amprm - Fanis o+ 2+ 3+

wobei im Falle der Regularitit die Coefficienten a_pn, - - - a_, ver-
schwinden.

Wir denken uns den Bereich B auf der ,z-Kugel“ gelegen und
nehmen an, dass ausser den bisher gedachten u Polen von f(z) auch
der Punkt 2z =00 im Innern von B liege. Die Randcurve C kann
alsdann auf (u 4 1) Kreise um die g Pole und den Punkt oo zu-
sammengezogen werden. Der von den (u -+ 1) Kreisinneren befreite
Bereich B’ hat eine Gestalt, wie sie in Figur 35 fir ein zu g =3
gehorendes Beispiel angezeigt ist.
Diese Figur ist wieder in der
2-Ebene gedacht; dortselbst wird
der Kreis k,4; um oo ein die
iibrigen Kreise sowie C um-
schliessender Kreis mit dem
Mittelpunkte # = O sein, dessen
Radius so gross gewihlt sein
muss, dass auf und ausserhalb
der Peripherie die Darstellung (4)
von f(2) gilt.

Fithren wir f f(#)dz tiber den

fraglichen Kreis k.4, in der
richtigen (in Figur 356 durch den
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Pfeil angegebenen) Richtung aus, so kommt, da man die Reihe (1)
innerhalb des Bereiches gleichmissiger Convergenz gliedweise inte-
grieren darf:

() /f(z)dz=—a,-2i7t.
(*u41)

Hierauf basiert die Festsetzung: Als ,, Residuum® der Function f(g) fir
den Punkt oo bezeichnet man, gleichgiiltig ob daselbst ein Pol liegen mag
oder Regularitit besteht, den negativen Wert — a, des Coefficienten von
z=! in der sugehirigen Reihenentwicklung (4). Im vorliegenden Falle
tritt hiernach an Stelle der Formel (3) die folgende:

(6) —a+a_1+a’i+--- a_l-—m/f(z)dz

Zugleich merken wir an, dass eine Integrationscurve auch im Falle der Re-
gularitit der zu integrierenden Function bei z = oo nur dann ber diesen
Punkt ohne Anderung des Integralwertes hinweggeschoben werden darf,
wenn das zugehorige Residuum = O ist.

Es sei jetzt im speciellen eine Function f(2) vorgelegt, die auf
der z-Kugel iiberall eindeutig und frei von wesentlich singuliren
Punkten ist. An irreguliren Punkten hat also f(¢) nur Pole; wir
werden alsbald erkennen, dass eine solche Function f(2) eine rationale
Function von z ist. Man ziehe nun auf der z-Kugel eine geschlossene
Curve C, welche die Kugel in die beiden einfach zusammenhingenden
Bereiche B und B’ zerlegt. C sei derart gewihlt, dass der Punkt
z = oo sowie alle Pole von f(#) in B liegen, wihrend diese Function
in B’ iberall regulir ist. Wegen des letzteren Umstandes wird

f f(2)dz verschwinden. Da aber C zugleich Randcurve des Bereiches B
©)

ist, so folgt auf Grund von Formel (6): Ist f(e) auf der ganzen Kugel
eindeutig und bis auf endlich viele Pole regulir, so verschwindet die
Summe aller zu diesen Polen und dem Pumkte oo gehirenden Residuen.
Es sei nach wie vor B ein beliebiger auf der z-Kugel gelegener
Bereich, der den Punkt oo enthalten mag oder nicht. Die Function
f(e) sei auch weiter abgesehen von u Polen der Ordnungen m,, m,,
--m, in B iiberall regulir und moge ebenda insgesamt » Nullpunkte
der Ordnungen %,, my, - - - n, aufweisen. Man kann alsdann fiir einen
von oo verschiedenen Punkt £, von B schreiben:

) f(2) = (# —2)1(2),
wo f,(2) bei 2, regulir und von O verschieden ist; dabei wird fiir ge-
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wohnlich / = O zutreffen, dagegen gilt / = 4 % fiir einen Nullpunkt

n'* Ordnung, | = — m fiir einen Pol m** Ordnung.
Aus (7) folgt:
dlogf(e) 1 dlog f; (2)
(®) dz ~ z—z, + dz

und da f;(2) bei 2, regulir und von O verschieden ist, so ist nach
frither bewiesenen Sitzen (pg. 99 und 105 u.f) das letzte Glied rechter
Hand bei 2, regulir. Die in (8) links stehende Function ist hiernach
bei 2, regulir oder sie hat einen Pol vom Residuum !, je nachdem
f(2) ebenda endlich und von O verschieden ist oder einen Nullpunkt
I*f Ordnung hat; bei dieser Aussage ist jedoch ein Pol m*r Ordnung
als Nullpunkt der negativen Ordnung ! = — m mitgezéhlt.

Unter Benutzung des gleichen Sprachgebrauchs miissen wir fiir
die Stelle co unsere Function in der Gestalt f(¢) = #—'f,(2) ansetzen,
wo f,(2) fir 2 = oo regulir und <=0 ist. Es folgt:

logf(e) = —lloge +a+ % +J + -,
dlogf(z)=_-—_l @ 2a,

—_— i — e — e

dz P 22 Iy ’

so dass die hier links stehende Function bei 2 = oo das Residuum 7 oder
0 bekommt, je nachdem f(s) an dieser Stelle einen Nullpunkt *** Ord-
nung (Pol — I** Ordnung) besitzt oder regulir ist.

Setzt man nun in der Formel (3) bez. (6) an Stelle von f(s) die

Function d_‘?g}ﬂﬂ ein, so ergiebt sich hiernach der folgende wichtige

Satz: Ist in einem den Pumkt oo enthaltenden oder nicht enthaltenden
Bereiche B die Function f(2) eindeutig und bis auf p Pole reguldr, so
kann man die Summe der Ordnungen aller in B liegenden Nullpunkte
von f(2), vermindert wm die Summe aller Ordnungen m,,---m, der
Pole, durch folgendes Integral darstellen:

(©) m+na+---+m—ml—ms—---—my=2—:,—,fdlogf(ﬂ),
©

auszudehnen diber den Rand C von B in der positiven Umlaufsrichtung.

Als Beispiel withle man eine ganze rationale Function m*® Grades
f(2). Dieselbe hat nur einen Pol (bei # = o00), und zwar von der
Ordnung m. Sieht man demnach einen Nullpunkt #'* Ordnung
als #quivalent mit #» zusammenfallenden einfachen Nullpunkten an, so
ergiebt sich das Fundamentaltheorem der Algebra: Eine ganze Fumction
m*® Grades besitet stets m Nullpunkte erster Ordnumg, die sich jedoch
auch irgendwie zu Nullpunkten hoherer Ordnumg vereimigen kimmen. In
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der That wolle man nur wieder wie oben die ¢-Kugel durch eine ge-
schlossene Curve C in zwei solche Bereiche B, B’ zerlegen, dass
innerhalb B die Function f(2) dberall endlich und = 0 ist. Man findet
fiir diesen Fall als Gestalt der Formel (9):

n+n~+---+n8—m=0.

Ubrigens lisst sich der Fundamentalsatz der Algebra leicht in
die etwas allgemeinere Fassung umsetzen: Jede rationale Fumction
m* Grades von z nimmt einen beliebig vorzuschreibenden complexen
Wert (0o eingeschlossen) immer an m Stellen der z-Kugel an, die jedoch
auch irgendwie susammenfallen diirfen.

§ 17. Laurent’sche Reihe fiir einen ringférmigen Bereich.

Eine weitere wichtige Anwendung unserer Integralansitze besteht
in der Aufstellung der sogen. Laurent'schen Reihe*).

Es mdgen in der 2-Ebene um den im KEndlichen gelegenen
Punkt 2, zwei concentrische Kreise ¥ und K gezeichnet sein, von
denen K der grossere ist. Dieselben grenzen einen zweifach zusammen-
hingenden ringformigen Bereich B, ein. Die Function f(¢) sei inner-
halb und auf dem Rande dieses Bereiches regulir. Dann liefert der
Cauchy’sche Satz (6) pg. 119 fiir einen beliebigen Punkt # im Innern
von B;:

(1) o) = 2m gfit)z A0 dt,

2m {-—5

wenn hierbei die Integrationsvambele ¢ die Kreise in der Richtung
durchliuft, welche fiir das jedesmalige Kreisinnere die positive Um-
laufsrichtung ist.

Das erste Glied der rechten Seite der Formel (1) ldsst sich nach der
bereits pg. 125 u. f. befolgten Methode in eine convergente Potenzreihe:

ay+ ay (2 — 2,) + a3(z — 2))* +

entwickeln, wobei a, gegeben ist durch:
fat
) O = 21%]};_, )n+l'

Fir das zweite Integral in (1) setze man:
f@de¢_ 1 ,fEadf 1

T ein ) T—=z 2in | 71—z, 1—;—""
(k) (&) g2 —2,

*) Siehe die Comptes Rendus der Pariser Akad. vom 1843 pg. 989.
Fricke, analyt.-functionenth. Vorlesung 10
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Da jetzt |{ — 2,| < |2 — 2,| ist, so wird der letzte Factor unter dem
Integral rechter Hand in eine convergente und gliedweise integrierbare
Reihe entwickelbar sein. Man gewinnt:

f(f)dt a_,
_2;1: (E)C—z Tz ¢, +(¢—z)’+(z-—z)'+
wobei a_, definiert ist durch:
1 .—
3) PR f 6 (€ — )" —"dt.

()

Es ergiebt sich hieraus das Theorem: Die im ringformigen Be-
reiche By, und auf dessen Rande allenthalben regulire Function f(z) ge-
stattet die Entwicklung in eine innerhalb B, convergente sogen. Laurent-
sche Reihe:

@) () =+ gy + 5o + G0+ G — 2) + G —a) + -

wobei die Coefficienten durch die Formeln (2) und (3) definiert sind.

Man bemerke hierbei, dass sich die Lawrentsche Reihe fiir f(g) im
Bereiche B, nur in einer eingigen Art ansetzen lisst, d. h. dass die
Coefficienten a in (4) eindeutig bestimmt sind, falls tiberhaupt eine
convergente Entwicklung (4) in B, existiert. Es ist ndmlich die Reihe
a—1(8 — 2)~' + a_s(e — £,)~% + - - - ausserhalb k gleichmissig con-
vergent und ebenso a, + a,(z — 2,) 4 - - - innerhalb K. Ist demnach
% irgend ein im Bereiche B; verlaufender mit k¥ und K concentrischer
Kreis, und bedeutet n eine beliebige ganze positive oder negative Zahl
oder 0, so folgt bei Integration lings des Kreises «:

f(&)(e—2) ""'d — )" " 7d
‘5( (2 — 2,) z m;_%,,.%:(; ) 2.

Hier verschwinden alle rechts stehenden Integrale bis auf dasjenige mit
m = n, welches letztere gleich 2¢x wird (cf. Aufgabe 2 pg. 120). Es
ist also in der That a, eindeutig bestimmt durch:

f(e)dz
n 2|u.ﬁ, ,)-+1'

In (4) liegt eine merkwiirdige Zerlegung von f(2) in die Summe
zweier Functionen vor, die einzeln durch die Reihen:

(6) ay+ a,(z— 2) + ag(e —2)* + - --
(6) a_1(e —2))" 't a_s(g—z) 4+
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gegeben sind. Die erste Function ist innerhalb K tberall regulir, die
zweite ausserhalb k. Aber noch mehr: wir konnen K concentrisch
mit sich selbst erweitern, bis wir an den niichsten irreguliren Punkt
von f(2) und also von der durch (5) gelieferten Function gelangen.
Ist K hierbei in K’ iibergegangen, so ist K’ der Convergenzkreis von
(5). Entsprechend werden wir %k concentrisch mit sich selbst zum
Convergenzkreise k' von (6) zusammenziehen kdnnen. Diese beiden
concentrischen Kreise k' und K', von denen jeder mindestens einen irve-
guldren Punkt von f(2) trdgt, grenzen den wirklichen Comvergensbereich
B; der Laurent'schen Reihe (4) ein.

§ 18. Eindeutige Functionen.

I. Eine Function, die fiir alle endlichen Punkte der ¢- Ebene regulir
ist, wird als eine ganee Function G(z) bezeichnet. Sie ist fiir alle
Werte von 2, ndtigenfalls von s = oo abgesehen, eindeutig und ge-
stattet die Entwicklung in eine bestindig, d. . fiir alle endlichen z con-
vergente Reihe:

& G(s) =ty + w5 + a8 + st + -,

wie aus den beziiglichen Theoremen in § 14 und 15 (pg. 132 und 137)
hervorgeht.

Besitzt die Reihe (1) nur endlich viele Glieder, so mige a,z" das
hochste Glied mit nicht verschwindendem Coefficienten a sein. In
diesem Falle ist G(2) eine ganze rationale Function n** Grades; die-
selbe hat bei 2 = oo einen Pol der x** Ordnung und besitzt hiernach
auch bei £ = oo einen eindeutig bestimmten Wert, ndmlich oo.

Liegt in (1) eine unendliche Reihe vor, so heisst G (z) eine ganse
transcendente Function. Es ist vor allem das Verhalten einer solchen
ganzen transcendenten Function bei z = oo festzustellen.

Hierauf bezieht sich folgendes erste Theorem: Ist o ein beliebig
gross, aber bestimmt gewdhlter Betrag, so giebt es fiir eine ganze trams-
cendente Function G (2). in jeder Umgebung von oo<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>