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Kligemeine Flichentheorie

(Disquisitiones generales circa superficies curvas)

von

Carl Friedrich Gauss.

Aus »Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis recen-
tiores Vol. VI ad a. 1823—1827.« Gottingen 1828.
1.

(99) Untersuchungen, bei denen eine Mannigfaltigkeit von
Richtungen gerader Linien im Raume ins Spiel kommt, lassen
sich hiufig tibersichtlicher und einfacher darstellen, wenn man
eine Kugelfliche zu Hillfe nimmt, die mit einem Radius = 1 um
einen willkiirlich angenommenen Mittelpunkt beschrieben ist;
die verschiedenen Richtungen werden dann durch diejenigen
Punkte auf der Oberfliche dieser Hitlfskugel dargestellt, welche
die Endpunkte der mit ihnen parallel gezogenen Radien sind.
Wird die Lage eines Punktes im Raum durch drei Coordinaten
bestimmt, d. i. durch seine Abstinde von drei festen, auf einander
senkrechten Ebenen, so sind vor allem die Richtungen der zu
jenen Ebenen senkrechten Axen ins Auge zu fassen; die Punkte
der Kugelfliiche, welche diese Axenrichtungen darstellen, sollen
mit 1, 2, 3 bezeichnet werden ; ihr gegenseitiger Abstand betrigt
90 Grad. Uebrigens sind dabei unter den Axenrichtungen die-
jenigen Richtungen zu verstehen, nach denen hin die entspre-
chenden Coordinaten wachsen.

2.

(100] Es wird zweckmissig sein, einige Sitze, die bei der
folgenden Untersuchung hiufige Anwendung finden, hier im Zu-
sammenhang vorzufithren. ' .

]"
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I. Der Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden
wird gemessen durch den Bogen zwischen denjenigen Punkten,
welche auf der Kugelfliche den Richtungen jener Geraden ent-
sprechen.

II. Die Stellung einer beliebigen Ebene kann durch einen
grossten Kugelkreis dargestellt werden, dessen Ebene jener
ersten parallel ist. ]

III. Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist gleich dem Win-
kel zwischen den beiden grossten Kugelkreisen, durch welche
jene dargestellt werden; der in Rede stehende Winkel wird da-
her auch durch den zwischen den Polen der beiden grissten
Kugelkreise liegenden Bogen gemessen. Gleicherweise wird der
Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene durch den
Bogen gemessen, der von dem der Richtung der Geraden ent-
sprechenden Punkte der Kugelfiiche ausgeht und auf dem
grtissteu; Kreise, der die Stellung der Ebene darstellt, senkrecht
steht.

IV. Bezeichnen z, y, z; z’, y’, 2z’ die Coordinaten zweier
Punkte, r ihren Abstand ; ist ferner L der Punkt der Kugelfliche,
welcher die Richtung der von dem ersten jener Punkte zum
zweiten gezogenen Geraden darstellt, so wird

' =z 4 rcosll,

y' =y-+rcos2L,

2’ =24 rcos3L.

V. Daraus folgt unmittelbar, dass allgemein
c0s21L 4 cos22L 4 cos?3L =1

wird, dass ferner, wenn L' irgend einen andern Punkt der Kugel-
fliche bezeichnet,
cos1L.cos1L' +cos2L .cos2L' 4-cos3L .cos3L' =cosLL
ist.

VI. Lehrsatz. Bezeichnen L, L', L", L' vier auf der
Kugel liegende Punkte und bezeichnet 4 den Winkel, welchen
die Bogen LL', L"L'", bis zu ihrem Schpittpunkt verléngert,
bilden, so ist

cosLL".eosL'L'"" — cosLL"' .cos L'L"
= sin LL' .sin L"L"’ . cos A.

(101] Beweis. Der Schnittpunkt von LL' und L"L"'

mdge ebenfalls mit .4 bezeichnet werden; ferner sei

AL = t, AL' =1t AL"=1t", AL = t¢t"".
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Dann ist

cos LI” = cost cost’ -sint sint” cos A4,
cosL'L"' = cost’ cos ¢'’ -+ sin¢’ sin¢""’ cos A,
cos LL"' == cost cost”' - sin¢ sin¢’””’ cos A,
cos L'L" = cost cost” - sin¢' sin¢” cosA;
folglich
cos LL" .cosL'L"”" — cos LL"' . cos L'L"
== cos.A4 [cost cost” sin¢’ sin¢"’ -+ cost’ cost’’’ sins sint”
— cos? cost’ sin¢’ sinZ” — cos?’ cos¢”sin? sint™’)
=cos A (cost sint’ —sin¢ cosz’)(cos " sint”""— sin¢" cos £'")
=cos.d.sin (' — ¢ .sin (¢'" —¢")
=cosAd.sin LL'. sinL"L".

Hierbei ist noch Folgendes zu beachten. Vom Punkte A
gehen je zwei Zweige der beiden grossten Kreise aus, und die-
selben bilden dort zwei Winkel, die sich zu 180° erginzen; von
diesen Zweigen sind, wie aus unserer Ableitung hervorgeht,
diejenigen zu nehmen, deren Richtungen mit der Richtung des
Fortschreitens vom Punkte L nach L’ und vom Punkte L” nach
L' tbereinstimmen. Daraus erkennt man zugleich, dass es
gleichgiiltig ist, welchen der beiden Schnittpunkte der grissten
Kreise man ausgewihlt hat. An Stelle des Winkels 4 kann
auch der Bogen zwischen den Polen der grissten Kreise, von
denen LL' und L"L"" Theile bilden, gesetzt werden: offenbar
aber muss man diejenigen Pole nehmen, die in Bezug auf diese
Bogen gleiche Lage haben, nimlich beide Pole zur Rechten,
wenn man von L nach L' und von L” nach L' hin fort-
schreitet, oder beide zur Linken.

VII. Es seien L, L', L" drei Punkte der Kugelfliche, und
es werde zur Abkiirzung gesetzt

cos1L =z, cos2L =y, cos3L =z,

cosiL' = z', cos2L = y’, cos3L =2z,

cos1L' = 2", cos2L" = y", cos3L" = 2",
{102] ferner

2'ylz"+ zly”z+zﬂyzl_xylle_z’yzll—-x”y'z:A.
A mége den Pol des grossten Kreises bezeichnen, von dem der
Bogen LL' ein Theil ist, und zwar demjenigen Pol, der in
Bezug auf diesen Bogen ebenso liegt, wie der Punkt 1 in Bezug
auf den Bogen 23. Dann ist nach dem vorhergehenden Lehr-
satze '
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yz' —y'z=-cosld .sin23 . sin LL'
oder, da 23 = 90°,

yz' —y'z=cos1l.sin LL', und ebenso

zz' — 2’z = co82A .sinLL’,

zy' — z'y = cos34 .sin LL'.
Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit z”, y”, z” und addirt
sie dann, so erh#lt man mit Hilfe des zweiten in V angeftihrten
Satzes =~ = :
/\ =cosAL’.sinLL'.

Nun sind drei Fille zu unterscheiden. Erstens kann L” auf
demselben grossten Kreise liegen, von dem der Bogen L L' einen
Theil bildet; dann ist A L" = 90° und daher /\ = 0. Liegt da-
gegen L” ausserhalb jenes grossten Kreises, so tritt der zweite
Fall ein, wenn L"” und 4 auf derselben Seite, der dritte, wenn
beide auf entgegengesetzten Seiten des Kreises liegen: in beiden
Fillen bilden die Punkte L, L', L" ein sphirisches Dreieck,
und zwar folgen diese Punkte im zweiten Falle in derselben
Reihenfolge aunf einander wie die Punkte 1, 2, 3, wihrend im
dritten Falle die Reihenfolge die entgegengesetzte ist. Bezeich-
net man die Winkel jenes sphirischen Dreiecks einfach mit L,
L', L" und mit p die vom Punkte L" auf die Seite LL’ gefiilite
sphirische Hohe, so wird

sinp =sinL .sin LL"=sinL’.sinL'L",
ferner ist

AL" = 90° = p,

wobei das obere Zeichen ftir den zweiten, das untere fiir den
dritten Fall gilt. Hieraus folgt, dass

*+= A=sinL .sinLL'.sinLL"
=sinL’'.sinLL' .sinL'L"
=sinL".sin LL".sinL'L"
ist. Uebrigens kann man den ersten Fall als sowohl im zweiten
wie im dritten enthalten ansehen ; und ebenso erkennt man leicht,
dass &= /\ das sechsfache Volumen der Pyramide darstelit,
deren Ecken die Punkte L, L', L” und der Kugelmittelpunkt
sind. Endlich schliesst man hieraus unmittelbar, dass derselbe
Ausdruck * § /\ allgemein das Volumen einer beliebigen [103]
Pyramide darstellt, deren Ecken im Coordinatenanfangspunkte
und in den Punkten mit den Coordinaten z, y, z; z', ¥, 2';
z", y", 2" liegen.
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3

Von einer krummen Fliche sagt man, dass sie in einem auf
ihr gelegenen Punkte A4 eine stetige Kriimmung besitzt, wenn
die Richtungen der Geraden, die von 4 nach den verschiedenen
dem Punkte A unendlich nahen Punkten der Fliche gezogen
werden koénnen, simmtlich von ein und derselben durch A
gehenden Ebene unendlich wenig abweichen. Diese Ebene b e-
rithrt, wie man zu sagen pflegt, die krumme Fliche in A4.
Sobald dieser Bedingung in einem Punkte nicht gentigt wer-
den kann, wird hier die Stetigkeit der Kriimmung unterbrochen,
wie es z. B. an der Spitze eines Kegels stattfindet. Die folgen-
den Untersuchungen sollen auf solche krummen Flichen oder
auf solche Theile von Flichen beschrinkt werden, bei denen
die Stetigkeit der Kriimmung nirgends unterbrochen wird. Wir
bemerken nur noch, dass die Methoden, welche zur Bestimmung
der Lage der Bertihrungsebene dienen, fiir singuldre Punkte, in
denen die Stetigkeit der Krtimmung unterbrochen wird, ihre
Bedeutung verlieren und auf Unbestimmtes fithren mtissen.

4.

Die Lage der Bertihrungsebene wird am bequemsten durch
die Lage des auf ihr im Punkte A errichteten Lothes bestimmt ;
man nennt dasselbe eine Normale der krummen Fliche. Die
Richtung dieser Normale soll durch den Punkt L auf der Ober-
fiiche der Hilfskugel dargestellt und

cos1L = X, ¢0s2L =Y, cos3L = Z
gesetzt werden, wihrend mit z, y, z die Coordinaten des Punktes
A bezeichnet werden sollen. Es seien ferner z + dz, y 4 dy,
z -+ dz die Coordinaten eines andern Punktes A4’ der krummen
Fliche, ds der unendlich kleine Abstand desselben von A4 ; end-
lich sei A der Punkt der Kugelfliche, welcher die Richtung des
Bogenelements 4.4’ darstellt. Dann wird

dz = ds.cos81l, dy = ds.cos82A, dz = ds.cos 3,
und da AL = 90° sein soll,
X cos1d 4 Y cos24 4 Z cos 34 = 0.

(104] Aus dieser Gleichung in Verbindung mit den vorher-
gehenden ergiebt sich

Xdz + Ydy + Zdz = .
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Nun giebt es zwei allgemeine Methoden, eine krumme Fliche
analytisch darzustellen. Die erste Methode benutzt eine Glei-
chung zwischen den Coordinaten z, y, z; diese Gleichung soll,
wie wir annehmen wollen, auf die Form W = 0 gebracht sein,
wo W eine Function der Verinderlichen z, y, z ist. Es sei das
vollstindige Differential der Fenction W

dW = Pdz + Qdy + Rdz,
80 wird auf der krummen Fliche
Pdx 4+ Qdy + Rdz =0
und daher anch
P cos1i 4 Q cos2A 4+ Rcos3A = 0.

Da diese Gleichung, eben so wie die oben aufgestellte, fiir
die Richtungen aller auf der Fliche liegenden Bogenelemente ds
gelten soll, so iibersieht man leicht, dass X, Y, Z den Grossen
P, Q, R proportional sein missen; und in Folge dessen wird,
da noch

X24 Y24 Z22=1

ist, entweder

P Q
Xt ¥V —m———
VP + @+ B2 VP + QT+ R?
g R
. T VEr e+ R
oder
X=——;—_L—, Y= —_Q__—,
VP + Q@+ R VP QT+ B
—R

= ——.
'V PP+ QI+ R?

Die zweite Methode stellt die Coordinaten als Functionen
von zwei neuen Versinderlichen p, ¢ dar. Durch Differentiation
dieser Functionen migen die Gleichungen entstehen

dz = adp + a'dy,

dy = bdp + b'dyq,

dz = cdp + c'dg;
[105] dann erhilt man dureh Einsetzen dieser Ausdriicke in die
oben aufgestellte Formel :

(@X +bY +cZ)dp+ (0’ X+ Y + ¢'Z)dg = 0.
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Da nun diese Gleichung stattfinden soll unabhiingig von dem
Werth der Differentiale dp, dg, so muss offenbar
aX+bY+ceZ=0, a' X4+ VY +c'Z=0
sein: daraus schliesst man, dass X, Z, Y den Grdssen
be' — b, ca’ — ac’, ab’ — ba'

proportional sein milssen.

Setzt man noch zur Abktrzung

Vibe’ — ¢b')2 4 (ca’ — ac’)t + (ab' — ba’)2 = /\,

80 wird entweder

be'— cb’ ca’—ac’ ab'—ba’
X=0—® y_ca—a g _o0—0
A A A
oder
cb’'— be' ac'—ca' ba'— ab’
= y ¥Y=—1 | Z=———.
AN AN A

Zu den beiden eben besprochenen allgemeinen Methoden
kommt noch eine dritte, bei welcher eine der Coordinaten,
z. B. 2, als Function der beiden andern z, y ausgedrtickt wird.
Diese Methode ist augenscheinlich nichts anderes, als ein Special-
fall der ersten oder zweiten Methode. Setzt man daher hier

dz = tdz + udy,
80 wird entweder '
=t  y___—%
S Vitetd Vi+etu
1
Vl-i:;2-+u2
oder
_t oy %
Vitara Viteta
7 = — 1

Viterw
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5.

Die beiden im vorhergehenden Artikel gefundenen Losungen
beziehen sich, wie leicht ersichtlich ist, auf entgegengesetzte
Punkte der Kugelfiiche oder auf entgegengesetzte Richtungen;
[106] und naturgemdss rtthren diese davon her, dass die Normale
auf einer oder der andern Seite der Fliche errichtet werden
kann. Wenn man nun von jetzt an die beiden Seiten der Fliche
unterscheidet und die eine die #ussere, die andere die innere
nennt, so kann man mit Hiilfe des in Artikel 2 (VII) abgeleiteten
Batzes fiir jede der beiden Normalen die zngehdrige Losung an-
geben, sobald sich ein Kriterium zur Unterscheidung der einen
Beite von der andern aufstellen lisst.

Bei der ersten Methode l#sst sich ein solches Kriterium aus
dem Vorzeichen des Werthes der Grésse W ableiten. Denn,
allgemein zu reden, scheidet die krumme Fliiche die Theile des
Raumes, in denen 1 einen positiven Werth hat, von denen, in
denen der Werth von 7 negativ ist. Aus dem vorher ange-
fihrten Satze aber ergiebt sich leicht, dass, wenn 7 einen posi-
tiven Werth auf der #ussern Seite annimmt, und wenn die Nor-
male nach aussen gezogen ist, die erste Losung zu nehmen ist.
Uebrigens wird man in jedem Einzelfalle leicht beurtheilen, ob
in Bezug auf das Vorzeichen von W dieselbe Regel filr die
ganze Fliche gilt oder ob fiir verschiedene Theile verschiedene
Regeln Platz greifen; so lange die Coefficienten P, Q, R end-
liche Werthe haben und nicht alle drei gleichzeitig verschwinden,
schliesst das Gesetz der Stetigkeit einen Wechsel aus.

Benutzt man die zweite Methode, so kann man auf der krum-
men Fliche zwei Systeme von krummen Linien ins Auge fassen,
eins, fiir welches p verdnderlich, ¢ constant ist, wihrend fir das
andere ¢ vertinderlich und p constant ist: die gegenseitige Lage
dieser Linien in Bezug auf die #ussere Seite muss entscheiden,
welche von beiden Lisungen zu nehmen ist. Sobald némlich die
folgenden drei Linien, 1) der vom Punkt 4 ausgehende Zweig
einer Linie des ersten Systems, fiir den p wichst, 2) der ebenfalls
von A ausgehende, dem zweiten System angehdrige Zweig, filr den
g wiichst, 3) die in 4 nach aussen errichtete Normale, %hnlich
liegen, wie am Anfangspunkt die Coordinatenaxen z, y, z (z. B.
wenn sowohl von jenen drei Linien als von diesen die erste nach
links, die zweite nach rechts, die dritte nach oben gerichtet ist),
so muss die erste Losung genommen werden; sobald aber die
gegenseitige Lage der ersten drei Linien der gegenseitigen Lage
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der Axen z, ¥, z entgegengesetzt ist, wird die zweite Losung
gelten.

[107] Bei der dritten Methode ist zu ermitteln, ob, wenn z
einen positiven Zuwachs erhilt, wihrend = und y unverindert
bleiben, der betrachtete Flichenpunkt nach der #ussern oder
innern Seite tbergeht. Im ersten Falle gilt fiir die nach aussen
gerichtete Normale die erste Losung, im andern Falle die zweite.

6.

Wie durch Uebertragung der Richtung der Normale einer
krummen Fliche auf die Oberfliche der Hillfskugel jedem Punkte
der ersten Fliche ein bestimmter Punkt der zweiten zugeordnet
ist, so wird anch jede Linie resp. jede Figur auf der ersteren
durch eine entsprechende Linie oder Figur auf der Kugel dar-
gestellt werden. Die Vergleichung zweier derart einander ent-
sprechenden Figuren, deren eine gleichsam ein Bild der andern
ist, kann aus einem doppelten Gesichtspunkte stattfinden ; man
kann n#mlich einmal allein die Grosse ins Auge fassen, sodann
aber kann man auch von allen Grossenbeziehungen abstrahlren
und nur die Lage in Betracht ziehen.

Der erste Gesichtspunkt bildet die Grundlage einiger Be-
griffe, deren Einfihrung in die Lehre von den krummen Flichen
von grossem Nutzen sein wird. Wir schreiben jedem bestimmt
abgegrenzten Theile einer krummen Fliche eine Totalkriim-
mung oder Gesammtkrimmung zu, die durch den Flichen-
inhalt derjenigen Figur auf der Kugelfliche gemessen werden
goll, welche jenem Theile entspricht. Von dieser Gesammt-
krtimmung ist wohl zu unterscheiden die gewissermaassen speci-
fische Krtimmung, die wir das Krimmungsmaass nennen
wollen. Dieses letztere bezieht sich auf einen Punkt einer
Fliche und soll den Quotienten bezeichnen, der entsteht, wenn
die Gesammtkritmmung des an dem Punkte liegenden Oberflichen-
elements durch den Flicheninhalt des Elements selbst dividirt
wird; dasselbe giebt also das Verhiltniss unendlich kleiner Fli-
chen an, die einander auf der krummen Fliche und der Hiilfs-
kugel entsprechen. Der Nutzen dieser nenen Begriffe wird, wie
wir hoffen, ans den folgenden Untersuchungen noch deutlicher
hervorgehen. Was die Terminologie betrifft, so haben wir unser
Augenmerk vor allem darauf richten zu sollen geglaubt, dass
jeder Doppelsinn ausgeschlossen werde; deswegen haben wir es
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auch nicht fiar zweckmiissig gehalten, die in der Lehre von den
ebenen Curven gewihnlich benutzten (obwohl nicht allseitig als
angemessen angesehenen) Ausdriicke ohne weiteres auf unsern
Fall zu thertragen; denn [108] dann hitte das Kritmmungs-
maass einfach Kriimmung, die Gesammtkrtimmung aber Ampli-
tude genannt werden miissen. Aber warum sollen wir uns in
der Wahl der Worte nicht frei bewegen, wenn dieselben nur nicht
inhaltleere Dinge bezeichnen und der Ausdruck zu einer irrigen
Auslegung verfithrt ?

Die Lage einer Figur auf der Hitlfskugelfliche kann mit der
Lage der entsprechenden Figur auf der krummen Fliche ent-
weder tibereinstimmend, oder ihr entgegengesetzt (die umge-
kehrte) sein. Der erste Fall findet statt, wenn zwei auf der
krummen Fliche von demselben Punkt nach verschiedenen, je-
doch nicht entgegengesetzten Richtungen gezogene Linien auf
der Kugelfliche durch #hnlich liegende Linien dargestellt wer-
den, d. h. wenn das Bild der rechts liegenden Linie ebenfalls
rechts liegt. Der zweite Fall tritt ein, wenn das Entgegenge-
setzte gilt. Beide Fille wollen wir durch das positive oder
negative Vorzeichen des Krimmungsmaasses unterscheiden.
Diese Unterscheidung kann offenbar nur insofern statthaben,
als wir auf beiden Flichen eine bestimmte Seite auswihlen,
auf der wir die Figur liegend denken. Auf der Hilfskugel
wollen wir stets die #ussere, vom Mittelpunkt abgewandte
Seite nehmen: auf der krummen Fliche kann ebenfalls die
#ussere Seite, oder die, die als 4ussere angesehen wird, gewihlt
werden, oder besser dieselbe Seite, auf der die Normale errich-
tet wird ; augenscheinlich wird n#mlich hinsichtlich der Ueber-
einstimmung der Lage der Figuren nichts geindert, wenn man
auf der Flidche sowohl die Figur, als die Normale auf der ent-
gegengesetzten Seite gezogen denkt, falls nur ihr Bild immer anf
derselben Seite der Kugelfliche beschrieben wird.

Das positive oder negative Vorzeichen, das wir je nach der
. Lage einer unendlich kleinen Figur dem Kriimmungsmaass
zuschreiben, konnen wir auch auf die gesammte Kriilmmung einer
endlichen Figur auf der Fliche ausdehnen. Wollen wir jedoch
den Gegenstand in seiner vollen Allgemeinheit abhandeln, so
sind noch einige Erorterungen néthig, die hier nur kurz beriihrt
werden sollen. Wenn die Figur auf der krummen Fliche so
beschaffen ist, dass den einzelnen in ihr liegenden Punkten ver-
schiedene Punkte auf der Kugelfliche entsprechen, so bedarf
die Definition keiner weiteren Erliéuterung. Falls aber eine der-
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artige Bedingung nicht stattfindet, wird es nothig sein, gewisse
Theile der auf der Kugelfiiche gelegenen Figur [109] zweimal
oder mehrmals in Rechnung zu ziehen. Dadurch kann, je nach-
dem die Lage tibereinstimmend oder entgegengesetzt ist, eine
Vergrosserung oder ein gegenseitiges Aufheben entstehen. Am
einfachsten verfihrt man in einem solchen Falle folgender-
maassen : man denke die Figur auf der krummen Fliche in solche
Theile getheilt, die, jeder fiir sich betrachtet, der obigen Bedin-
dung gentigen, man bestimme sodann fiir die einzelnen Theile
die Gesammtkrimmung vermittelst der Grosse der Fliche der
entsprechenden Figur auf der Kugel. wobei fiir das Vorzeichen
die Lage maassgebend ist, und man nehme endlich als Gesammt-
kriimmung der ganzen Figur denjenigen Werth an, welcher
durch Addition der den einzelnen Theilen entsprechenden Ge-
sammtkriimmungen entsteht. Allgemein ist daher die Gesammt-
kriimmung einer Figur
f kdo,

falls do das Flichenelement, ~ das Krimmungsmaass in einem
beliebigen Punkte bezeichnet. Was die geometrische Darstellung
dieses Integrals betrifft, so kommt es dabei hauptsichlich auf das
Folgende an. Dem Umfang einer Figur auf der krummen Fliche
wird (unter der in Art. 3 angegebenen Einschrinkung) auf der
Kugelfliiche stets eine in sich zuriickkehrende Linie entsprechen.
Wenn dieselbe sich selbst nirgends durchschneidet,so wird durch
sie die ganze Kugelfliche in zwei Theile getheilt, deren einer der
Figur auf der krummen Fliiche entspricht; der Flicheninhalt
dieses Theiles, positiv oder negativ genommen, je nachdem der- .
selbe hinsichtlich seines Umfangs dieselbe Lage hat wie die
Figur auf der krummen Fliche oder die entgegengesetzte, wird
dann die Gesammtkriimmung der zuletzt genannten Figur aus-
driicken. Sobald aber jene Linie sich selbst einmal oder mehr-
mals schneidet, ist die Gestalt der Figur zwar eine complicirte,
jedoch kann man ihr noch einen bestimmten Flicheninhalt mit
demselben Rechte zuschreiben, wie einer Figur ohne Knoten;
und dieser Flicheninhalt, richtig verstanden, liefert stets den
rechten Werth der Gesammtkriimmung. Indessen mtissen wir
die weitere Erdrterung dieses Gegenstandes, der die allgemeinste
Auffassung von Figuren betrifft, uns fiir eine andere Gelegenheit
vorbehalten.



14 . Carl Friedrich Gauss.

7.

Wir wollen nun eine Formel fiir das Kriimmungsmaass in
einem beliebigen Punkte einer krummen Fliche ableiten. Be-
zeichnet do den Flicheninhalt des betrachteten Oberflichen-
elements, so ist Zdo der Flicheninhalt der Projection dieses
Elements auf die zy-Ebene; und ebenso ist, wenn d= der
Flicheninhalt des entsprechenden Elements [110] der Kugel-
fliche ist, Zd= der Flicheninhalt seiner Projection auf dieselbe
Ebene: das positive oder negative Vorzeichen von Z aber zeigt
an, ob die Lage der Projection mit der des projicirten Elements
tbereinstimmt oder die entgegengesetzte ist; offenbar haben
daher jene Projectionen dasselbe Grossenverhdltniss und zu-
gleich dieselbe gegenseitige Lage wie die Elemente selbst. Wir
wollen jetzt ein Element der Oberfliche betrachten, das die Ge-
stalt eines Dreiecks hat, und annehmen, dass die Projectionen
der drei Eckpunkte die Coordinaten haben

z, Y,
z 4+ dz, y —+ dy,
z + 0z, y <+ dy.

Der doppelte Flicheninhalt dieses Dreiecks ist
dz . dy — dy . 0z,

und zwar ergiebt dieser Ausdruck den doppelten Inhalt mit dem
positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem die Seite, die
vom ersten zum dritten Punkte fihrt, in Bezug auf die Seite, die
den ersten mit dem zweiten verbindet, ebenso liegt, wie die
Coordinatenaxe y zur Coordinatenaxe z oder entgegengesetzt.

Sind ferner die Coordinaten der drei Punkte, welche die
Ecken der Projection des entsprechenden Elements der Kugel-
fliche sind, auf das Centrum der Kugel als Anfangspunkt be-

zogen, X, Y,
X +dX, Y+ dY,
X +dX, Y+ 47,
so wird der doppelte Flicheninhalt dieser Projection
dX.0Y —dY . dX,
und von dem Vorzeichen dieses Ausdrucks gilt dasselbe wie
oben. Daher ist das Kriimmungsmaass an der betrachteten Stelle
der krummen Fliche
5 — dX.0Y —dY.oX
T dx.dy — dy.dz
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Nehmen wir nunmehr an, die Fliche sei in der [111] dritten
der in Art. 4 betrachteten Formen gegeben, so sind X und Y
Functionen von z, y, und es ist daher

dX=%(-dz+:—§-dy,
6X=%-6z+%-6!/,
dY=%§.dz+:_—Z-dy,
6Y=%-dx+%§-dy.

Durch Substitution dieser Werthe geht der obige Ausdruck
in folgenden tber:
2X Y _ X Y

k=~b_; 0y oy Oz

Setzen wir, wie oben,

2 _, 2
M—’@_%
ausserdem
32z 3022 32z
2= ay =V ="
oder

dt = Tdz 4+ Udy,
du = Udz + Vdy,

so geben die obigen Formeln

X=—1tZ, Y=—uZ (14+80+u)Z2=1,
und daher
dX = — Zdt — tdZ,
dY = — Zdu — udZ,
1+ 8 4+ udZ + Z(tdt + udu) = 0;
oder
dZ = — Z¥tdt 4 udu),
dX = — Z¥1 + u?dt + Z3tudu,

dY = + Z3tudt — Z3(1 + t¥)du,
{112] und schliesslich
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%:ZS = (14 uT + tuU],
3X [ oL
Xy—_zs[—(l-;-u)U-HuV],
Y[ )
—a;—Z3_tuT—.(l+t)U],
%—f—:zs wU— 1+ a7

Substituirt man diese Werthe, so geht aus dem vorher auf-
gestellten Ausdrucke von % der folgende hervor:

k= ZTV—UY (L + 2 + u¥) = Z{TV—U?
TV — U2

(1 + 2+ u)?

8.

Durch geeignete Wahl des Anfangspunktes und der Coor-
dinatenaxen kann man es leicht bewerkstelligen, dass filr einen
bestimmten Punkt 4 die Werthe der Grossen ¢, », U verschwin-
den. Die beiden ersten Bedingungen werden ja schon erfiillt,
wenn die Beriithrungsebene des Punktes zur Coordinatenebene
zy genommen wird. Legt man ausserdem den Anfangspunkt
der Coordinaten in den Punkt A, so nimmt der Ausdruck fiir
die Coordinate z offenbar die Form an:

z = Tox? + Upzy + £Voy? + o,
wo £, von hoherer als der zweiten Ordnung ist. Dreht man
dann die Axen z, ¥ um einen solchen Winkel M, dass
20,
tang 2M = 1,0—_?;
ist, so sieht man leicht, dass eine Gleichung von folgender Form
heranskommt:
z=4Tzt 4 §Vy2 4+ L,
und dadurch ist auch der dritten Bedingung gentigt. Hieraus
ergiebt sich Folgendes:

[113] I. Wenn die krumme Fliche durch eine zu ihr senk-
rechte Ebene geschnitten wird, welche durch die z-Axe geht,
so entsteht eine ebene Curve, deren Kriimmungsradius im Punkte
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A gleich % wird; dabei zeigt das positive oder negative Zeichen

die Concavitit oder Convexitit gegen die Seite hin an, nach der
die z-Coordinaten positiv sind.

II. Ebenso wird ——IL der Kriimmungsradius im Punkt 4 fiir
diejenige ebene Curve, die durch den Schnitt der krummen
Fliche mit der durch die Axen y und z gelegten Ebene entsteht.

IIL. Setzt man £ = r cosg, y = r singp, so wird

z = (T cos2p + V sin2p)r? 4 Q.

Daraus schliesst man, dass, wenn die Fliche von einer durch 4
gehenden, auf ihr senkrechten Ebene geschnitten wird, die mit
der Axe = den Winkel ¢ bildet, eine ebene Curve entsteht, deren
Kriimmungsradius im Punkte 4

1
~ Toos 2p 4 Vsinlp

ist.

IV. Wenn daher 7=V ist, so werden die Kriimmungs-
radien in allen ebenen Normalschnitten gleich. Sind aber T
und V" ungleich, so ist daraus, dass ZT'cos2p - Vsin2¢ fiir
jeden Werth des Winkels ¢ zwischen 7" und 7 liegt, leicht zu
ersehen, dass die Kriitmmungsradien in den in I. und II. betrach-
teten Hauptschnitten die extremen Werthe der Kriimmung er-
geben, dass nimlich der eine die grdsste, der andere die kleinste
Kriimmung giebt, wenn 7" und 7 mit demselben Zeichen be-
haftet sind, dagegen der eine die grésste Convexitit, der andere
die grosste Concavitit, wenn 7" und 7" verschiedene Vorzeichen
besitzen. Diese Schliisse enthalten fast Alles, was Euler zuerst
tber die Krtimmung von Oberflichen gelehrt hat.

V. Fir das Krimmungsmaass der Fliche im Punkte .4 aber
erhilt man den sehr einfachen Ausdruck £ = T'V"; wir haben
daher folgenden wichtigen

Lehrsatz. Das Krimmungsmaass in einem belie-
bigen Punkte einer Fliche ist gleich einem Bruche,
dessen Zihler = 1, und dessen Nenner [114] das Pro-
duct der beiden extremen Krimmungsradien in den
durch Normalebenen gebildeten Schnitten ist.

Zugleich erhellt, dass das Kriimmungsmaass positiv wird fir
concav-concave oder convex-convexe Flichen (zwischen beiden

Ostwald's Klassiker. 5. 2
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besteht kejin wesentlicher Unterschied), dagegen negativ fir
concav-convexe. - Besteht eine Fliche aus Theilen von beiden
Arten, so muss an der Grenze beider das Krimmungsmaass ver- -
schwinden. Die Eigenschaften solcher Flichen, in denen das
Kriimmungsmaass iiberall verschwindet, werden weiter unten
entwickelt werden.

9.

Die am Schluss des Art. 7 fiir das Krtimmungsmaass auf-
gestellte allgemeine Formel ist von allen die einfachste, da sie
nur fiinf Elemente enthilt; auf eine etwas complicirtere, die aus
neun Elementen gebildet ist, werden wir gefithrt, wenn wir die
erste Art, eine krumme Fliche anszudriicken, anwenden wollen.
Wir behalten die Bezeichnungen des Art. 4 bei und setzen
ausserdem

V2w , 0w . W,
m = E=9 =%
VW ” 62W_ ” 62W__ ”
Wiz~ oz @, bzby—R’
80 dass
dP = P'dz + R"dy 4+ Q'dz,
dQ= R"dz + Q'dy + P"dz, -
dR = Q'dx 4+ P"dy + R'dz
wird. Da nun ¢ = — I—J ist, so finden wir durch Differentiation

R

R%t = — RdP + PdR
= (PQ"— RP')dz + (PP" — RR")dy + (PR'— RQ")dz

oder, falls dz mit Hiilfe der Gleichung
Pdz + Qdy + Rdz =0
eliminirt wird,
[115) R3t = (— R*P’' + 2 PRQ" — P!R')dxz
+ (PRP" + QRQ" — PQR’' — R2R")dy.
Auf ganz dhnliche Weise erhalten wir
Ridu = (PRP' + QRQ' — PQR’ — R?R")dz
~+ (— R?Q' + 2QRP" — Q2R')dy.

Hieraus ersehen wir, dass ..




Allgemeine Fliichentheorie. 19

R*T = — R?P' + 2PRQ’' — PR/,
R3U = PRP" 4+ QRQ" — PQR' — R2R",
R3V =— — R*Q 4 2QRP’ — Q:R’
ist. Substituiren wir diese Werthe in Art. 7, so erhalten wir fiir
das Kriimmungsmaass £ den folgenden symmetrischen Ausdruck:

(P + Q2+ BY?.
= P QR — P") + QPR — Q% + R(P'Q —R"
+ 2QR(Q'R'— P'P") + 2 PR(P'R' — Q' Q)
. + 2PQ(P”Q" — RIRI).

10.

Eine noch complicirtere Formel, ndmlich eine aus fiinfzehn
Elementen zusammengesetzte, erhalten wir, wenn wir die zweite
allgemeine Methode der Darstellung einer Fliache benutzen. Es
ist jedoch von grosser Wichtigkeit, anch diese Formel zu ent-
wickeln. Wir wollen wieder die Bezeichnung des Art. 4 fest-
halten und ausserdem setzen

O | I L
opt T pdg T g2
Ny , My %y

@i _ﬂr bpbq 18 ’ bqg /97
L2 222 o,

5p_2=7’ W=)’, 5?:7

Sodann wollen wir folgende Abktirzungen einfithren

be' — eb' = A,
ca' — ac’' = B,
abl — ba' =

116] Zuerst beachten wir, dass
Adz + Bdy + Cdz = 0

oder

&=—4m—£@

ist; insofern daher z als Funetion von z und y angesehen wxrd,
wxrd :

2%
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% __,_4
0z C
%2 B
=TT

Ferner schliessen wir aus den Formeln
dz = adp + a'dg, dy = bdp + b'dy,
dass
Cdp = b'dz — a'dy,
Cdqg = — bdz + ady
ist. Daraus erhalten wir fiir die vollstindigen Differentiale von ¢

und %
04

3p
24 C
+(0 oy — A3, (bde — ady),

C3dt = (A % — 0¥\ Wiz —a'ay)

Codu = (B % —c %’) ('dz — a'dy)
+( o%g —B %;'—) (bdz — ady).
Betzen wir in diesen Formeln
=B+l — el — by,
Sy = b — e — b,
g =a'y+ca’'—ay' —c'e,
% =a'y +ca"—ay" —c'a,
(117] %—;—' =ba+ af’ — ba' — a’B,
%(9—7- =ba' 4 af” —ba"— a'f’;

und erwigen, dass die Werthe der so entstehenden Differentiale
dt, du den Grossen Tdz + Udy resp. Udz + Vdy gleich sein
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miissen, und zwar fiir beliebige Werthe der Differentiale dz, dy,
so finden wir nach einigen nahe liegenden Transformationen :
C3T = aAb'?2 + BBb'? + yCb'2
— 20’ Abb' — 28'Bbb’ — 2y’ CbY’
+ a”"A4b2 4 B"Bb 4 y"Cb2,
Q3 = — ada’'t’ — BBa'd’ — yCa'¥’
+ a'A(ad + ba’) + 8'B(ad’ + ba’) + y'C(ab’ + ba’)
— a"Aab — 8"Bab — y"Cabd,
C3V = ada't 4 BBa'? + yCa'?
— 20’ daa’ — 28'Baa’ — 2y’ Caa’
+ a"Aa? 4 B8"Ba? + y"Ca
Wenn wir jetzt noch zur Abkilrzung setzen
(1) 4da + B8 4+ Cy =D,
(2) Ada'+ BE'+ Cy'= D,
(3) Aa"+ Bﬂ"+ 07”= Dll,
80 wird
C3T = Db't — 2D'bb’ + D"82,
C3U = — Da't’ + D' (ab' + ba’) — D’abd,
C3V = Da'? — 2D'aa’ + D"al.
Daraus folgt nach Ausfithrung der Rechnung
C8{TV — U? = (DD"— D% (ab’ — ba')?

= (DD"— D?) C?,
und mithin wird die Formel fir das Kritmmungsmaass
DD"— D'?

(424 B2+ O

(18] 11.

Die eben gefundene Formel bahnt nun den Uebergang zu
einer andern, die als einer der fruchtbarsten Sitze in der Lehre
von den krummen Flichen anzusehen ist. Wir fithren folgende
Bezeichnungen ein:

a2+ b2 4 2 = E,

aa’ 4+ b8’ 4 cc' = F,

a’'24 ' 4 "2 = G,

4) ax + b8 4+ cy =m,

(5) aa'4 88"+ ¢y = m’,

(6) aa"+ bp)ll+ 07”=m",
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(7) a'e + 6B +cy =mn,

<8) a’al +b’#’ +c,7’ p— nl’

(9) ala"+ b,#""‘"c,}’”: ﬂ”,
A? 4 B 4 C?= EG — F?= A,

Eliminiren wir aus den Gleichungen (1), (4), (7) die Grossen
8, 7, was dadurch geschieht, dass wir jene Gleichungen resp.
mit b’ — ¢b’, ¥’ C — ¢'B, ¢cB — bC multipliciren und dann
addiren, so ergiebt sich
[Albe'— cb') +~a (b'C —c¢'B) 4+ a' (¢cB— bC)] «
= D(bc'— cb') +m(C — ¢'B) 4+ n (cB — bC),
eine Gleichung, die wir leicht in die folgende tiberfithren kénnen:
AD = aA 4 a (nF — mG) + a' (mF — nE).

Auf gléiche Weise ergiebt die Elimination der Gréssen ¢, y oder
a, 3 aus denselben Gleichungen

BD =8A + b (nF—mG) 4+ b (mF — nE),
CD=yA + ¢ (nF—mG)+ ¢’ (mF — nE).

Multipliciren wir die letzten drei Gleichungen mit «”, 8", " und
addiren sie, so erhalten wir

(10) DD'= (ea”" 4+ 88" + yy") &A + m" (nF — mG)
+ n" (mF — nE).

Wenn wir sodann die Gleichungen (2), (5), (8) auf gleiche
Weise behandeln, so wird

AD = a'A+4a(n'F—m'G) + o' (m'F — n'E),
BD'=8'A+bn'F—m'G)+ b m'F—n'E),
CD' =y'A4+c(n’'F—m'G)+ ¢ m'F—n'E),

{118] und die Addition dieser Gleichungen, nachdem sie mit o',

g’y 7' multiplicirt sind, liefort

Dtr=(a"t 4824 y'2) A+ m'(n'F—m'G)+n'(m' F— n'E).
Eine Combination dieser Gleichung mit der Gleichung (10)

fihrt zu dem Resultat

DDH_ DI2 — (aa”+ ﬂﬂ" + 7‘711— 0’2 — #12 —_ ylg) A

+ E(n'2—nn")+F (nm"—2m'n’+ mn")+ G (m'2—mm").

Ferner erhellt, dass
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3E 0E 3G 3G

$=2m’ -a—q--—-2m, -8}—)=2n', —b—q-=2n",
LT B
oder
1 J3E ,_13E vw__OF 123G
m=s % "Tid " g 1y
_WF 13 , 13 . 193G
T 23 T 2y’ 2 3

ea’+ "+ yy — ot — Byt = — s = — S

LME | ¥F 1906

2 392 " pog 2 op?

ist. Wenn wir nun diese verschiedenen Ausdriicke in der Formel
fir das Krimmungsmaass, die am Schluss des vorhergehenden
Artikels entwickelt ist, substituiren, so gelangen wir zu der fol-
genden Formel, die allein aus den Gréssen E, F, G und deren
Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung zusammen-
gesetzt ist:

4(EG — F»)* .k
MEXG G
E[bq bq bp bq+( )]
VEdG JdEJ¥G _dEJIF . dFIF  _FD
P~y e e i)
EG B (2]
p Op p g dg

(1200 2[RE | WF 96
2 (EG — F?) lt= — 235 +

12.
Da die Beziehung

dz? 4 dy? 4 dz? = Edp? 4 2 Fdpdgq + Gdg?
unbeschriinkt gilt, so erhellt, dass
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V Edp: + 2 Fdp dg -+ Gdg?
der allgemeine Ausdruck fiir das Bogenelement auf der krummen
Fliche ist. Das im vorigen Artikel entwickelte Resultat zeigt
daher, dass man zur Auffindung des Kriimmungsmaasses der
endlichen Formeln, welche die Coordinaten z, ¥, z als Functionen
der Verinderlichen p, ¢ darstellen, gar nicht bedarf, dass viel-
mehr dazu der allgemeine Ausdruck ftr die Grosse eines be-
liebigen Bogenelements ausreicht. Gehen wir nun zu einigen
Anwendungen dieses #usserst wichtigen Satzes.

Wir wollen annehmen, dass unsere krumme Fliche auf eine
andere Fliche, sei dieselbe gekriimmt oder eben, abgewickelt
werden kann, so dass jedem Punkt der ersten Fliche, der durch
die Coordinaten z, y, z bestimmt ist, ein bestimmter Punkt der
zweiten entspricht, dessen Coordinaten z’, %', 2’ seien. Offenbar
konnen dann auch z’, y’, 2’ als Functionen der Verinderlichen
P, q betrachtet werden ; dadurch entsteht fir das Bogenelement

Vdz'? 4+ dy’t + dz"? ein Ausdruck der Form

VE'dp?+ 2F'dpdq + G'dg?,
wobei E’, F', G’ ebenfalls Functionen von p und ¢ bezeichnen.
Aber aus dem blossen Begriff der Abwickelung einer Fliche auf

eine andere geht hervor, dass Elemente, die einander auf beiden

Flichen entsprechen, nothwendig gleich sind, und dass daher
die Gleichungen

E=E,F=F,G=G

identisch erftillt sein missen. Die Formel des vorhergehenden
Artikels filhrt daher von selbst zu dem hervorragend wichtigen

Lehrsatz. Wenn eine krumme Fliche auf ir-
gend eine andere Fliache abgewickelt wird, so
bleibt dabei das Kriimmungsmaass in den einzel-
nen Punkten ungesindert.

(121] Offenbar wird auch jeder endliche Theil der
krummen Fliche nach der Abwickelung auf eine
andere Fliche dieselbe Gesammtkrimmung be-
halten. Einen besonderen Fall, auf den die Geometer bisher
ihre Untersuchungen beschrinkt haben, bilden die aunf eine Ebene
abwickelbaren Flichen. Unsere Theorie ergiebt von selbst, dass
das Kriimmungsmaass derartiger Flichen in jedem Punkte = 0
wird, weshalb fiir dieselben, wenn sie nach der dritten Methode
analytisch ausgedriickt werden, tiberall




Allgemeine Flichentheorie. 25

0z 32 \dzdy
wird, ein Kriterium, das zwar lingst bekannt ist, meistentheils
aber, wenigstens nach unserer Ansicht, nicht mit der erforder-
lichen Strenge bewiesen wird.

2, 132 2, \2
02z 0% bz) —0

13.

Der in vorigem Artikel abgeleitete Satz fihrt dahin, die
krummen Flichen aus einem neuen Gesichtspunkte zu betrachten,
und diese neue Betrachtungsweise verdient von Seiten der Geo-
meter eine sorgfiltige Ausbildung. Falls man n#mlich die
Flichen nicht als Grenzen von Kéorpern, sondern als Kérper,
deren eine Dimension verschwindend klein ist, und zugleich als
biegsam, aber nicht als dehnbar betrachtet, hiingen die Eigen-
schaften einer Fliche theils von der Form ab, welche dieselbe
gerade angenommen hat, theils aber sind sie absolute und blei-
ben unge#ndert, in welche Form jene auch gebogen wird. Zu
den letzteren Eigenschaften, deren Untersuchung der Geometrie
ein neues und fruchtbares Feld eroffnet, gehdrt das Kriimmungs-
maass und die Gesammtkriimmung in dem Sinne, wie diese Aus-
driicke von uns aufgefasst sind; ferner gehort hierher die Lehre
von den kiirzesten Linien und einiges Andere, dessen Behandlung
wir uns fiir spiter vorbehalten. Bei dieser Auffassung wird eine
ebene Fliche und eine auf die Ebene abwickelbare Fliche, wie
z. B. eine Cylinderfliche, Kegelfliche u. s. w., als wesentlich
identisch angesehen. Der eigentliche Ausgangspunkt fir den
allgemeinen Ausdruck einer Fliche bei solcher Auffassung liegt
in der Formel

V Edp? + 2 Fdpdg + Gdg?,
welche den Zusammenhang [122] eines Bogenelements mit zwei
Hiilfsvariabeln darstellt. Aber bevor wir diesen Gegenstand
weiter verfolgen, miissen wir die Principien der Theorie der
kiirzesten Linien auf einer gegebenen Fliche vorausschicken.

14.

Eine Raumcurve wird im allgemeinen dadurch gegeben, dass
die den einzelnen Punkten zugehorigen Coordinaten als Func-
tionen einer einzigen Variabeln dargestellt werden, die wir mit
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w bezeichnen wollen. Die Liinge einer solchen Linie von einem
willkiirlichen Anfangspunkte bis zu dem Punkte, dessen Coordi-
naten z, y, z sind, wird ausgedriickt durch das Integral

dr\* dy\? dz\2
Wenn wir nun annehmen, dass die Lage der Curve eine unend-
lich kleine Verinderung erfahre, derart, dass die Coordinaten

der einzelnen Punkte um dz, dy, dz gesindert werden, so ergiebt
sich die Aenderung der ganzen Linge

__ [dz.ddz 4~ dy.ddy + dz . diz
Vdzt + dy? + dz?
und diesen Ausdruck transformiren wir in den folgenden:

dz.dz + dy. 0y + dz .0z
Vdz? + dy? + dz?

dz dy
—) |0z d|———— |+ Oy . | ——=x
f [ g (Vdﬁ + dy2+ dz2)+ y (de2 + dy?+ dz’)

+ dz.d ( dz )]
V dz? + dy?+- dz?
In dem Falle, wo die Linie eine kiirzeste zwischen ihren End-
punkten ist, muss bekanntlich der Ausdruck, der hier unter dem
Integralzeichen steht, verschwinden. Falls die Linie auf einer
gegebenen Fliche liegen soll, welche durch die Gleichung

Pdz + Qdy + Rdz =0

ausgedriickt wird, missen anch die Variationen dz, dy, dz der
Gleichung :

)

Pdz + Qdy 4+ Rz =10

geniigen, woraus man nach bekannten Regeln leicht schliesst,
dass die Differentiale
dy )
’

d ( dz ) d (
Vdz? + dy? + dz2)’ Vdz? + dy? + dz?

dz
d
(de'* + dy? + dﬁ)
[128] resp. den Gréssen P, Q, R proportional sein missen. Es
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sei ferner dr ein Element der Curve, 4 der Punkt auf der Kugel-
fiiche, welcher die Richtung dieses Elements darstellt, L der
Punkt der Kugelfliche, welcher die Richtung der Normale der
krummen Fliche darstellt; endlich seien &, 7, { die Coordinaten
des Punktes A und X, Y, Z die Coordinaten des Punktes L,
simmtlich auf den Mittelpunkt der Kugel bezogen. Dann ist

dze =§.dr, dy =n.dr, dz=2_.dr,

woraus folgt, dass die obigen Differentiale d&, dr, d werden.
Und da die Gréssen P, Q, R den X, Y, Z proportional sind,
so besteht die Eigenthiimlichkeit einer kilrzesten Linie darin,
dass sie den Gleichungen

af _dn _ dL

X Y Z
geniigt. Uebrigens tibersieht man leicht, dass

VdE + dy? + di*
gleich wird dem kleinen Bogen auf der Kugelfliiche, welcher den
Winkel zwischen den Richtungen der Tangenten am Anfang und

am Ende des Elements dr misst, und daher = ﬂ, wenn ¢ den

Kritmmungsradius in dem betreffenden Punkte der kiirzesten
Linie bezeichnet. So wird also

e. d§==X dr, o. d)7=Ydr, 0.dl = Z.dr.

15.

Wir wollen- annéhmen, dass auf der krummen Fliche von
einem gegebenen Punkte .4 unz#hlig viel kiirzeste Linien aus-
gehen; sie pnterscheiden sich von einander durch den Winkel,
welchen das erste Element jeder einzelnen mit dem ersten Ele-
ment einer von ihnen, die wir als erste nehmen, bildet: es sei
@ jener Winkel, oder allgemeiner eine Function jenes Winkels,
ferner » die Liinge einer solchen kiirzesten Linie vom Punkte .4
bis zu dem Punkte, dessen Coordinaten z, y, z sind. Da jetat
bestimmten Werthen der Variabeln »,"¢p bestimmte Punkte der
Fliche zugehoren, so konnen wir die Coordinaten z, y, z als
Functionen von 7, ® apsehen. Die Bezeichnungen 4, L, &, 1, C,
X, Y, Z wollen wir in derselben Bedeutung belbeha.lten wie
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[124] im vorigen Artikel, nur sollen sich dieselben unbeschriinkt
auf einen unbestimmten Punkt irgend einer der kiirzesten Linien
beziehen.

Alle kiirzesten Linien, die gleiche L#nge r besitzen, werden
bis zu einer andern Linie reichen, deren von einem willkiirlichen
Anfangspunkte ab gerechnete Linge wir mit v bezeichnen. Es
kann dann v als Function von 7 und ¢ angesehen werden, und
wenn wir mit A’ den Punkt auf der Kugelfiiche bezelchnen, der
der Richtung des Elements dv entspricht, ebenso mit &', 5’, £’
die Coordinaten dieses Punktes, bezogen auf den Mlttelpnnkt
der Kugel, so haben wir

ST RN VI S
= S g T 3 T ¥
Hieraus, in Verbindung mit
o0z dy 0z
& - §7 6_7‘ =1 .67‘ - Ca
folgt
0 0 | dy dy 0z 0z o v ey OO
brbrp+brb<p+brb(p (8" +m +Q§)b(p
= cos A4'- L]
0

Das erste Glied dieser Gleichung, das gleichfalls eine Function
von r und ¢ ist, bezeichnen wir mit §; die Differentiation des-
selben nach r ergiebt

0§ %z 3z bzyby+b?gbz

T wtdp T w2 dp | arkdg

D+ (33) ]

+3
3z n dy oL bz 19d(52 4+ 1)? + {2
=t e T T2 5 '
Es ist aber
S4+n4+2=1

und daher die Ableitung dieses Ausdrucks = 0; und aus dem
vorigen Artikel wissen wir, dass, wenn auch hier ¢ den Kriim-
mungsradius der Linie r bezeichnet,
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[125] ¥_ X w_ Y X%_ 2z

o o' W o w o
ist. Somit erhalten wir

3S 1 dw 1 v

— = ’ ’ ‘-I\.__=_ I._=

3 = g XE + Y0+ 250 = pemLi =0,
da, wie leicht ersichtlich, A" auf dem grossten Kreise liegt, dessen
Pol L ist. Daraus schliessen wir, dass § unabhingig von » und
daher allein eine Function von ¢ ist. Aber fiir 7 = 0 wird offen-

bar ¥ = 0 und ferner auch ;{2 = 0, desgleichen § = 0 unab-

hingig von ¢. Nothwendig muss daher allgemein & = 0 sein
und daher cos AL’ == 0, d. h. A2’ = 90°. Das Resultat fassen
wir zusammen in folgenden .

Lehrsatz. Werden auf einer krummen Fliche
von demselben Anfangspunkte aus kiirzeste Linien
von gleicher Linge gezogen, so steht dieihre End-
punkte verbindende Linie auf ihnen allen senk-
recht.

Wir haben geglaubt, dass es der Mithe werth sei, diesen Satz
aus der Fundamentaleigenschaft der kiirzesten Linie abzuleiten:
tibrigens kann man die Richtigkeit desselben auch ohne Rech-
nung durch folgende Ueberlegung erkennen. Es seien 4B, AB’
zwei kiirzeste Linien von derselben L#nge, die einen unendlich
kleinen Winkel bei 4 einschliessen. Angenommen nun, es wire
einer der beiden Winkel, den das Element BB’ mit den Linien
BA, BA' bildet, um eine endliche Grésse von einem rechten
Winkel unterschieden, dann miisste nach dem Gesetze der
Stetigkeit einer jener beiden Winkel grosser, der andere kleiner
sein als ein Rechter. Es werde angenommen, dass der Winkel
bei B = 90° — w sei; bestimmt man dann auf der Linie BA
denjenigen Punkt C, fiir den

o BB

T sinw’

80 wire, da das unendlich kleine Dreieck BB'C als ein ebenes
behandelt werden kann,

CB' = BC.cosw
und daher
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AC 4+ CB'= AC 4+ BC.cosw = AB — BC(1 — cosw
= AB' — BC (1 — cos w),

d. h. der Weg vom Punkte 4 nach B’ ilber C wire kiirzer als
die kiirzeste Linie, was widersinnig ist.

16.

(126] Mit dem Satze des vorigen Artikels verbinden wir einen
andern, den wir folgendermaassen aussprechen. Wenn man
aufeiner krummen Fléiche eine beliebige Linie ge-
zogen denkt, von deren einzelnen Punkten unter
rechten Winkeln und nach derselben S8eite hin un-
zihlige kirzeste Linien von gleicher Linge aus-
gehen, so schneidet die Curve, welche die andern
Endpunkte derselben verbindet, jene simmtlich
unter rechten Winkeln. Zum Beweise braucht man in der
obigen Entwickelung nichts zu #ndern, als dass ¢ die Linge der
gegebenen Curve, von einem willkiirlichen Punkte an gerech-
net, bezeichnen soll, oder auch eine Function dieser Linge.
Dann werden alle Schliisse anch jetzt noch Gtltigkeit haben,
nur mit dem Unterschied, dass das Bestehen der Gleichung
& =0 fir » = 0 jetzt schon aus der Voraussetzung sich ergiebt.
Uebrigens ist dieser zweite Satz allgemeiner, als der vorher-
gehende, der sogar als in ihm enthalten aufgefasst werden
kann, wenn man nur als gegebene Linie einen unendlich kleinen
um A beschriebenen Kreis nimmt. Endlich bemerken wir, dass
auch hier geometrische Ueberlegungen an die Stelle der Rech-
nung treten kénnen; doch wollen wir uns bei denselben, da
sie ziemlich nahe liegen, nicht aufhalten.

17.
Wir kehren zu der Formel

V Edp* + 2Fdpdg + Gdg?,
welche ohne Beschriinkung die Grésse eines Bogenelements aunf
der krummen Fliche ausdriickt, zuréick, und prtifen vor allem
die geometrische Bedeutung der Coefficienten E, F, G'. Schon
in Art. 5 haben wir darauf hingewiesen, dass man auf der
krummen Fliiche zwei Systeme von Linien gezogen denken kann,
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eines, filr dessen einzelne Linien allein p ver#nderlich, ¢ con-
stant ist, wihrend auf den Linien des andern allein ¢ verinder-
lich, p dagegen constant ist. Ein beliebiger Punkt der Fliche
kann als Schnittpunkt einer Linie des ersten 8ystems mit einer
des zweiten angesehen werden; und dann ist das Bogenelement
der ersten von dem betreffenden Punkte ausgehenden Linie, das
der Aenderung dp entspricht, — }/£ . dp; ebenso ist das Ele-
ment der zweiten Linie, das zur Aenderung dg gehort,— )/ G . dg.
Bezeichnet man endlich mit w den Winkel zwischen diesen Ele-
menten, so erkennt man leicht, dass

[127] COSWw = ———

VEG

wird. Ferner ist der Inbalt des parallelogrammformigen Flichen-
elements, das von zwei Linien des ersten Systems, zu denen die
Werthe g und ¢ + dg gehdren, und von zwei Linien des zweiten
Systems, zu denen die Werthe p und p -+ dp gehdren, begrenzt

wird,
=VEG— Ft.dp.dyg.

Eine beliebige Linie auf der Fliche, die zu keinem jener beiden
Systeme gehort, entsteht, wenn man p und ¢ als Functionen
einer neuen Verinderlichen, oder eine von beiden als Function
der andern auffasst. Es sei s die Linge einer selchen Curve,
- von einem beliebigen Anfangspunkte an gerechnet und beliebig
nach einer oder der andern Seite als positiv betrachtet. Es be-
zeichne @ den Winkel, welchen das Element

ds = V Edpt + 2Fdpdg + Gdg*
mit der durch den Anfangspunkt des Elements gelegten Linie
des ersten Systems bildet, und zwar soll, damit kein Doppelsinn
moglich ist, dieser Winkel stets als von der Seite jener Linie,
auf der die Werthe von p wachsen, anfangend und nach der
Beite hin als positiv angenommen werden, nach der die Werthe

von ¢ wachsen. Nach diesen Festsetzungen tibersieht man leicht,
dass :

cosf.ds =VE.dp+VG.cosw.dg = ___Edpy—%ng!
VEG=F.dq

sinf.ds = )/ G.sinw . dg =
. VE

ist.
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18.

Es soll nun die Bedingung dafiir gesucht werden, dass diese
Linie eine kiirzeste ist. Da die Linge von s durch das Integral

s =V Edp? + 2Fdpdq + Gdg?
ausgedriickt wird, so erfordert die Bedingung des Minimums,
dass die durch eine unendlich kleine Aenderung in der Lage
der Linie entstehende Variation =— 0 werde. Die zum Ziele
fithrende Rechnung wird in diesem Falle am zweckmissigsten
durchgefihrt, wenn p als Function von ¢ betrachtet wird. So-

mit ist, wenn die Variation durch die Charakteristik 0 bezeich—
net w1rd [128]

f( 42 __d,, dg+57 dq op +(2 Bdp-+ 2 Fiag)dop

st
Edp+qu6
ds
VE
!pd2+2 d”d9+ Edp—l—-ng}
+ 61’[ 2ds d( ’

und es muss bekanntlich das, was hier unter dem Integralzeichen
steht, unabhangig von 6p verschwinden Es wird daher

ds dE cosf
VE

=Iﬂ']'3'—Fd9.dE— 2 EG — F?. dg. dO

=Edp-ll_':-Fd9(:_f dp + gdq) — 2 EG — F*.dg.df.

Hieraus ergiebt sich folgende Bedingungsgleichung fiir eine
kiirzeste Linie:

= 2ds. (VE0050)= —2ds.d0.VE.sin0

e 1 FE 1 FJE 1 3E
— F? - = -+
VEG—F?.do 2Ebpdp+2Ebgdq 2aglf’
3F 1aqu’

TP T2y
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dieselbe kann man auch so schreiben:

e "1 F 10E 3F 193G

— 2 —_ —dp ——"Zda.
]/E'G F2 . d0 = EdE+ dp % dp 53 dg
Uebrigens konnte man mit Hilfe der Gleichung

E dp F
e -+
VEG —F* dg VEG—F?
[129] aus jener Gleichung den Winkel 6 eliminiren und so eine
Differentialgleichung zwischen p und ¢ ableiten; diese wiirde
jedoch complicirter und bei den Anwendungen von geringerem
Nutzen sein, als die vorstehende.

cotg 0 =

19.

Die allgemeinen Formeln fiir das Kriimmungsmaass und fiir
die Richtungsinderung einer kilrzesten Linie, die in den Artikeln
11, 18 abgeleitet sind, werden viel einfacher, wenn die Grdssen
P, g so gewihlt sind, dass die Linien des ersten Systems die des

, zweiten iiberall senkrecht schneiden, d. h. dass allgemein w = 90°
oder F'= 0 ist. Dann ergiebt sich ndmlich fiir das Krimmungs-
maass

0E 3G VE G 0E\?2
2G2) — o=
1B’k =E g bq+ ( )+G6p bp+G(bq)
. 012G
— 286 (57 + i),
und fiir die Aenderung des Winkels 6
—— 1 )E 193G

Unter den verschiedenen Fillen, in denen die obige Ortho-
gonalititsbedingung erfiillt ist, nimmt den ersten Platz der ein,
wo alle Linien des einen der beiden Systeme, z. B. des ersten,
ktirzeste Linien sind. Hier wird fiir einen constanten Werth von
¢ der Winkel # = 0, die eben aunfgestellte Gleichung fiir die

Aenderung des Winkels @ lehrt daher, dass :—1; == 0 oder der

Coefficient E von ¢ unabhingig sein muss, d. h. £ muss ent-
weder constant oder eine Function von p allein sein. Am ein-
Ostwald’s Klassiker. 5. 3



34 Carl Friedrich Gauss.

fachsten ist es, fir p die Linge einer Linie des ersten Systems
zu wihlen, und dieselbe, falls alle Linien des ersten Systems in
einem Punkte zusammenlaufen, von diesem Punkte ab zu rech-
nen, oder, wenn ein gemeinsamer Schnittpunkt nicht existirt,
von irgend einer Linie des zweiten Systems ab. Aus diesen
Festsetzungen erbellt, dass p und ¢ jetzt dasselbe bezeichnen,
was in den Artikeln 15, 16 durch » und ¢ ausgedrtickt war,
und [180] dass E = 1 wird. Damit gehen die beiden vorher-
gehenden Formeln in folgende tiber:

3G\? 12G
2f = (—) — —
e k_(ap) 26 5
— 1 3G
oder, wenn man J G = m setzt,
1 3%m om

Allgemein zu reden, wird m eine Function von p» und ¢ und
mdq der Ausdruck fiir das Bogenelement einer Linie des zweiten
Systems. In dem besonderen Falle aber, wo alle Linien p von
demselben Punkte ausgehen, muss offenbar fir p = 0 aunch
m = 0 sein; wenn man ferner in diesem Falle filr ¢ den Winkel
selbst wihlt, den das erste Element irgend einer Linie des ersten
Systems mit dem ersten Element einer andern, beliebig gewihlten
Linie bildet, so wird fiir einen unendlich kleinen Werth von p
das Element einer Linie des zweiten Systems (die dann als ein
mit dem Radius p beschriebener Kreis angesehen werden kann;
gleich pdg, und daher wird fiir einen unendlich kleinen Werth
von p auch m = p; mithin wird fir p = 0 gleichzeitigm = 0

und b—m = 1.
op

20.

Wir wollen vorliufig noch dieselbe Annahme beibehalten,
dass niimlich p die Linge einer kiirzesten Linie bezeichnet, die
von einem bestimmten Punkte .4 nach einem beliebigen Punkte
der Fliche gezogen ist, und ¢ den Winkel, den das erste Ele-
ment dieser Linie mit dem ersten irgend einer andern von 4
ausgehenden kiirzesten Linie bildet. Es sei B ein bestimmter
Punkt auf der Linie, fiir welche ¢ = 0 ist, und C ein anderer

.
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bestimmter Punkt der Fliche, fir welchen der Werth von ¢
einfach durch A bezeichnet werden soll. Die Punkte B und C
mogen durch eine kiirzeste Linie verbunden sein; irgend ein
Stick derselben, von B an gerechnet, soll wie in Art. 18 mit
s bezeichnet werden, desgleichen, genau ebenso wie dort, mit 0
der Winkel, [181] den irgend ein Element ds mit dp bildet:
endlich mit #° und 6’ die Werthe des Winkels # in den Punkten
B und C. Man hat dann auf der krummen Fliche ein von kiir-
zesten Linien begrenztes Dreieck, und von den Winkeln bei B
und C, die einfach mit diesen Buchstaben bezeichnet werden
sollen, wird der erste die Ergiinzung des Winkels 60 zu 180°,
wihrend der zweite @’ selber ist. Da indessen bei unsern Ent-
wickelungen, wie tiblich, alle Winkel nicht in Graden, sondern
durch blosse Zahlen ausgedriickt werden, so dass der Winkel
57°17' 45", zu welchem ein dem Radins gleicher Bogen gehort,
als Einheit genommen wird, so muss, falls 2 7z den Kreisumfang
bezeichnet,

00=n—B, 0=C

gesetzt werden. Es soll nun die Gesammtkriimmung dieses Drei-
ecks bestimmt werden; dieselbe ist

=/kdo,
falls do ein Flichenelement des Dreiecks ist. Da nun dies Ele-
ment durch mdp dg ausgedriickt wird, so muss man das Integral

f/bmdpdq,

iiber die ganze Dreiecksfliche ausgedehnt, ermitteln. Wird zu-
erst nach p integrirt, so ergiebt sich, da

1 3m
b=—
ist,

dq (Const. — aﬁl—)
op

als Gesammtkriimmung der Fliche, die zwischen den Linien des
ersten Systems liegt, denen die Werthe ¢ und ¢ 4 dg zuge-
héren: da diese Kriimmung fiir p = 0 verschwinden muss, so
muss die Integrationsconstante gleich dem Werthe von g_;_n fir
p =0, d. h. gleich 1 sein. Das vorige Resultat ist daher

3*
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. . dq (1 —35)
w‘o man fiir -b—”l den Werth nehmen muss, der zu der auf der

P
Linie BC gelegenen Grenze der in Rede stehenden Fliche ge-
hort. Auf dieser Linie aber wird nach dem vorhergehenden
Artlkel

om
3 - dg = — dé,
3 q

wodurch der fragliche Ausdruck sich in dg + d¢ umwandelt.
Da noch eine zweite von ¢ = 0 bis ¢ = A4 zu erstreckende
Integration hinzukommt, so ergiebt sich dle Gesammtkrimmung
des Dreiecks

=A4+0 —0=A+ B+ C—mn.

[132] Die Gesammtkriimmung ist gleich dem Flicheninhalte
des Theiles der Kugelfliche, welcher dem Dreieck entspricht, mit
dem positiven oder negativen Zeichen genommen, je nachdem
die Fliche, auf der das Dreieck liegt, concav-concav oder con-
cav-convex ist. Als Flicheneinheit ist dabei das Quadrat zu
nehmen, dessen Seite = 1 [gleich dem Kugelradius) ist, wonach
die ganze Kugelfliche = 4 wird. Es verhlt sich daher der
Theil der Kugelfliche, wélcher dem Dreieck entspricht, zur
Fliche der ganzen Kugel wie == (4 + B + C — =) zu 4.
Dieser Satz, der zweifellos zu den elegantesten in der Flichen-
theorie gehort, kann auch folgendermaassen ausgesprochen
werden :

Der Ueberschuss der Winkelsumme eines von
kirzesten Linien auf einer concav-concaven Fliche
gebildeten Dreiecks iiber 180° oder der Fehlbetrag
der Winkelsumme eines von kiirzesten Linien auf
einer concav-convexen Fliche gebildeten Dreiecks
an 180°wird gemessen durch den Flicheninhalt des-
jenigen Theils einer Kugelfiiche, der jenem Drei-
eck bei Abbildung durch gleichgerichtete Normalen
entspricht, falls die ganze Kugelfliche = 720° ge-
setzt wird.

Aligemeiner ist in jedem Polygon von 7 Seiten, deren jede
eine kiirzeste Linie bildet, der Ueberschuss der Winkelsumme
tiber (272 — 4) Rechte oder der Fehlbetrag an (2722 — 4) Rech-
ten, je nach der Art der Flichenkriimmung, gleich dem Flichen-
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inhalt des emtsprechenden Polygons auf der Kugelfiiche, falls
die ganze Oberfliche der Kugel = 720° gesetzt wird. Es ergiebt
sich dies unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze durch Zer-
legung des Polygons in Dreiecke. :

21.

Es sollen jetzt wiederum die Zeichen p, ¢, E, F, G, w in dem
allgemeinen Sinne gebrancht werden, in dem sie oben- angewandt
waren ; es werde ferner angenommen, dass die betrachtete Fliiche
noch auf eine andere Weise durch zwei Variable p’, ¢’ bestimmt
werden kann, wobei das Bogenelement durch

VEdp® + 2Fdpdg + Gdgt
ausgedriickt werde. {133] Dann gehoren zu jedem Punkte der
Fliche, welcher durch bestimmte Werthe der Variabeln 2, g ge-

geben ist, auch bestimmte Werthe von p’, ¢’, weshalb diese
letzteren Functionen von p und ¢ sind. Thre Differentiation moge

ergeben
dp’ = adp + p’ dq,

'dq’ = ydp + ddy.
Es soll die geometrische Bedeutung der Coefficienten a, p’, ¥, 0
gesucht werden. Man muss dazu vier Systeme von Linien auf
der krummen Fliche ins Auge fassen, fiir welche resp. ¢, p, ¢,
p’ constant sind. Denkt man durch einen bestimmten Punkt,
welchem die Werthe p, ¢, p’, q' der Variabeln zugehéren, die
vier Linien gezogen, welche je einem jener Systeme angehoren
80 werden die-den positiven Aenderungen dp; dg, dp’, dq ent-
sprechenden Elemente derselben

VE.dp, VG.dg, VE .dp', VG .dg'.

Die Winkel, welche die Richtungen dieser Elemente mit einer
willkiirlich gew#hlten festen Richtung bilden; sollen mit M, N\,
M', N’ bezeichnet werden, wobei die Winkel nach der-Seite
hin als wachsend angenommen werdén, auf welcher das zweite
Element von dem ersten aus liegt, so dass sin (N — M) eine
positive Griosse wird: es werde ausserdem (was ohne weiteres
freisteht) angenommen, dass das vierte Element in Bezug auf das
dritte die gleiche Lage hat, so dass auch sin(IN' — M’) positiv
ist. Wird nach diesen Festsetzungen ein andrer Punkt ins Auge
gefasst, der von dem ersten eine unendlich kleine Entferdung
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hat, und dem die Werthe p + dp, ¢ +dg, p' +dp’, ¢’ +dg’
der Variabeln zugehoren, so sieht man ohne Mtithe, dass allge-
mein, d. h. unabhingig von den Werthen der Variationen dp, dg,
dp’, dg’,
VE.dp.sinM+VG.dg.snN
=VE .dp'.sinM' + VG .dg’ .sinN'

ist; beide Ausdriicke sind ja nichts anderes, als der Abstand
des neuen Punktes von der Linie, an der die obigen Winkel

simmtlich jhren Anfang nehmen. Nach einer schon frither ein-
geftthrten Bezeichnung ist aber

N—M=uw,
und analog werde
N —M =uw,
ausserdem
N—M =y

gesetzt. Dann kann die eben gefundene Gleichung folgender-
maassen ausgedrtickt werden: [134]

VE.dp.sin(M'— w + ) + VG .dg.sin(M + ¢)
=VE .dp'.sin M + VG .dg'.sin(M + w')
oder auch
VE.dp.sin(N'—w—o' +9)+VG.dg.sin(N —' + o)
=VE'.dp' .sin(N'—w')+Y G'.dg'.sinN'".
Da diese Gleichung offenbar unabhiingig von der Anfangsrich-
tung stattfinden muss, so kann man letztere willkdrlich an-
nehmen. Setzt man daher in der zweiten Form N’ = 0 oder in
der ersten M’ = 0, so erhilt man folgende Gleichungen :
VE .sinw'.dp’
= VE .sin(w+ o' — y).dp + VG .sin(o' — ). dq,
VG .sinw'.dg' =VE.sin(y — w).dp + VG .siny. dg;
und diese Gleichungen ergeben, da sie mit den Gleichungen
dp’' = adp + Bdg,
dg' = ydp + ddg
identisch sein mtisser, die zu bestimmenden Coefficienten «, g,
¥, 0. Dieselben werden
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_ 1/ E sinfw + o' —y) _1/G sinw —1)
e=rYE sinw’ » B= E’ sinw’ "’
_ 1/ E sny —w) §— G siny
=Yre sinw’ ' ¥V G sinw”

Mit diesen muss man die Gleichungen
cos w =_f_ cosw' = _Ir_
VEG' VE'G”’

sinw=V%_G_F2, ginw’' = l/E'LE";_'ﬁ

verbinden, und daher kdnnen die vier obigen Gleichungen auch
80 geschrieben werden:

¢ VEG —FT=VYEG .sin(w+ o’ — 1),
BVEG — F*=VGG' . sin(0v — ),
7VE G — F'* =V EE' . sin(yp — w),
0VEG —F*= V)Y GE'.siny.
Da durch die Substitution von
dp’ = adp + fdq, dg’ = ydp + ddgq
(185] das Trinom ’
E'dp'?+ 2F'dp'dq’ + G'dq"?

in
Edp? + 2Fdpdg + G dg?
tibergehen muss, so erhilt man
EG — F*=(E'G' — F'?) (ad — 8y)%

Umgekehrt muss das letztere Trinom wieder in das erste fiber-
gehen durch die Substitution

(@0 — By)dp = ddp’ — Bdg’,
(@0 — By)dg = — ydp’ + ady’,
und daher ergiebt sich

EG — F? ,
E62—2F76+G72=W'E,
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EG — F? p
— EBS + Flad + By) — Goy = 3 - F)
EG — F?
2 — 2~ ___ .G’
E‘B 2Falﬂ + Ga ElGr _14"/2 G M

22.

An die allgemeine Untersuchung des vorhergehenden Arti-
kels soll eine nahe liegende Anwendung angeknitpft werden, bei
der, wihrend p, ¢ noch ihre allgemeine Bedeutung behalten,
fiur p’, ¢’ die in Art. 15 mit », ¢ bezeichneten Grdssen ge-
nommen werden sollen; auch sollen diese Buchstaben beibe-
halten werden, so dass fir jeden Punkt der Fliche r seine
kiirzeste Entfernung von einem bestimmten Punkte ist und ¢
der Winkel, welchen im letzteren Punkte das erste Element von
r mit einer festen Richtung bildet. Dann ist

E =1, F =0, o = 90°
Es werde ausserdem
‘V G =m

gesetat, so dass irgend ein Bogenelement
— V& T mdgE
wird. Dann geben die vier im vorhergehenden Artikel fir o, £,

¥, 0 entwickelten Gleichungen :

1) VE:cos(w — o) = g};,

2) VG.cqst;;:g—;,

3) VE. sin(p— ) =m .'2%’, [136)
4) V-G.sinz,ll:m‘-%%-
Die letzte und vorletzte Gleichung des vorhergehendén Artikels
aber giebt \ :
: or or or or\?
nl — 2 — il — i ol halll
5) EG — F E(ag) WS+ G(bp) ,
or dr\dp [ or 0\ 3
K (Eb_il R ki (F 3 Gb?) o



Aligemeine Fliichentheorie. 41

Aus diesen Gleichungen konnen die Grossen r, ¢, ¥ und
(falls es nothig ist) m durch p und ¢ bestimmt werden: die Inte-
gration der Gleichung 5) ergiebt niamlich 7, und wenn dies ge-
funden, liefert die Integration der Glelohung 6) ¢, ferner eine
der beiden Gleichungen 1), 2) 1; endlich erhilt man 7 aus
einer der beiden Gleichungen 3), 4).

Die allgemeine Integration der Gleichungen .5), 6) muss noth-
wendig zwei willkiirliche Functionen ergeben, deren Bedeutung
man leicht erkennt, wenn man erwiigt, dass die Giiltigkeit jener
‘Gleichungen nicht auf den hier betrachteten Fall beschrinkt ist,
sondern dass dieselben eben so gelten, wenn 7 und ¢ in der all-
gemeinen Bedeutung des Art. 16 genommen wer den, so dass r die
Lénge einer kiirzesten Linie ist, die zu einer bestimmt gegebenen,
‘aber an sieh willkiirlichen Curve senkrecht gezogen ist, und ¢
eine willkiirliche Function der Linge desjenigen Theiles dieser
Curve, der zwischen: einer unbestimmten Kiirzesten und einem
bestimmten, willkfirlich zu wihlenden Punkte liegt. Die allge-
meine Losung muss nun alles dies unbestimmt lassen, und die
willkiirlichen Functionen gehen erst dann in bestimmte #ber.
wenn jene willkiirliche Curve und die Function von Theilen der-
selben, die. ¢ darstellen soll, vorgeschriebene Werthe annehmen.
In unserm Falle ist an Stelle der Curve der unendlich kleine Kreis
zu nehmen, der seinen: Mlttelpunkt in' dem Punkte hat, von dem
aus die Lingen r gerechnet werden. und ¢ bezexchnet Theile
dieses Kreises, durch den Radius dividirt; daraus kann man leicht
schliessen, dass die Gleichungen 5); 6) fiir unsern Fall vollig
hinreichen, wenn nur itber das, was unbestimmt bleibt, so ver-
fiigt wird; dass  und ¢ ftir jenen Anfangspunkt und dle dem-
selben unendhch ‘nahen Punkte den obxgen FestSetzungen ent-
sprechen:

[187] Was ﬂbngens die Integratlon der Gleichungen 5), 6)
betrifft, so kann man dieselbe bekanntlich auf die Integration
gewdhnlicher Differentialgleichungen reduciren; doch sind die-
selben meist so verwickelt, dass daraus wenig Nutzen entspringt:
Dagegen unterliegt die Entwickelung in- Reihen, welche. fiir
praktische Bediirfnisse vollig ausreichend gind, so lange es sich
um nicht allzugrosse Theile einer Fliche handelt, keiner Schwie-
rigkeit, und damit erdffnen die aufgestellten Formeln eine er-
giebige Quelle zur.Lésung vieler sehr wichtiger Aufgaben. Hier
soll indessen nur ein einziges Beispiel entwickelt werden, um
das Wesen der Methode klar zu legen.,
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23.

Wir wollen den Fall betrachten, wo alle Linien, fir die p
constant ist, ktirzeste Linien sind, welche die Linie, fir welche
@ = 0 ist, und die wir gewissermaassen als Abscissenaxe an-
sehen konnen, senkrecht schneiden. Es sei .4 der Punkt, fir
den r = 0 ist, .D ein unbestimmter Punkt auf der Abscissenaxe
AD = p, B ein unbestimmter Punkt auf der ktirzesten Linie,
die auf AD in D senkrecht steht, und BD = ¢, so dass p ge-
wissermaassen als Abscisse, ¢ als Ordinate des Punktes B an-
geseben werden kann. Die Abscissen nehmen wir positiv auf
dem Zweige der Abscissenaxe, dem ¢p = 0 zugehért, wihrend
wir 7 stets als positive Grdsse betrachten ; die Ordinaten nehmen
wir als positiv auf der Seite an, auf welcher ¢ von 0 bis 180°
wiichst.

Nach dem Batz des Art. 16 haben wir

w == 90° F =0, ferner G = 1;

dazu setzen wir
VE =n.

Dann wird 7 eine Function von p und ¢, und zwar eine solche,
die = 1 werden muss fiir ¢ = 0. Die Anwendung der in Art. 18
aufgestellten Formel auf unsern Fall zeigt, dass fir jede kiir-
zeste Linie

n
df = a—q--dp

sein mués, falls @ der Winkel zwischen dem Element der Kiirzesten
und demjenigen Curvenelement ist, fiir welches ¢ constant ist:
da nun die Abscissenaxe selbst eine Kiirzeste und ftir dieselbe

tiberall § = 0 ist, so erhellt, dass fiir ¢ = 0 tiberall on =0

og
werden muss. [138] Daraus schliessen wir, dass, wenn # in eine
nach Potenzen von ¢ fortschreitende Reihe entwickelt wird, diese

dle folgende Form haben muss:
n=1+fg* + 9¢* + hg* + ete,,

wo f, g, h etc. Functionen von p sind, und zwar setzen wir:

S=JSo+ fir + f2p? + ete,

g=go + qp + 92p? + ete,
a k= hy + hyp + hap* + ete.
oder
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n=14 fy9* + fipg*+ fip*q* + etc.
( + 909 + g1p g + ete.
+ hyq* + ete.

24.
Die Gleichungen des Artikels 22 geben in unserm Falle
. O __or _ % .
nsmtp—@, cos&p—a—g, —ncosw—mbp, siny =m 3’
o\ (or\? o dp | o dp
2 — n2(_— — 2 L — —==0.
r=n 59) bp)’ Y Ty’
Mit Hulfe dieser Gleichungen, deren fiinfte und sechste bereits
in den andern enthalten sind, konnen Reihen fir », ¢, 3, m oder
fir irgend welcho Functionen dieser Gréssen entwickelt werden;
von diesen Reihen wollen wir diejenigen, die vor allem der Be-
achtung werth sind, hier aufstellen.
Da fiir unendlich kleine Werthe von p, ¢

r2 — p? + 92
werden muss, so wird die Reihe fir 72 mit dem Gliede p? 4 ¢?2

beginnen : die Glieder hoherer Ordnung erhalten wir nach der
Methode der unbestimmten Coefficienten™) mit Hiilfe der Glei-

chung
Y () = o

(189] So ergiebt sich

[1] 72 =p? + $£opg* + 117302 + (s — S0P' P
+g? +i90p' ¢+ 2903’
+ @4 — K fotp? gt
- ete.

Aus der Formel
. 19y
7 8Sin lP = ’é—n . ——-‘

erhiilt man ferner

*) Die Rechnung, die durch einige Kunstgriffe etwas abgekiirzt
werden kann, hier auszufiihren, haben wir fiir tiberfliissig gehalten.
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(2] reiny =p— %fopq? A ngz %ﬁ-l-z%ﬁ)?) »q?
— 390 pg® — 3g1p2¢®
— (ko — FSfo?) pet
-+ ete.

¥(r?)
q .
(3] r cosyy = g + 3 /op% + § fiPPe + 3.2 — &Y Pl
+ $900°¢* + $91 3 ¢
+ (#h — 13 o2 P2 ¢°
-+ ete.

Hiermit ist zugleich der Winkel 1 bestimmt. Ebenso werden
zur Berechnung des Winkels ¢ am zweckmissigsten die Reihen
fir rcos¢g und rsing entwickelt; dazu dienen die partiellen
Differentialgleichungen :

und aus r cosyy = «}

W:n cos ¢ sinw—.rsipw-%y
E_)_(?_‘(;_;si) = c?sqa cossb—rsin(p -%;B,
E%’) =mnsing siny 4 7 cos¢p -g%),
_____6(r<§;nrp) = sin¢ cosyy 4 7 cosgp -g—(;,

ncos:p:%-l— siiiw-g—Z=0;

eine Combination derselben ergiebt:

rsiny 5("303@)_'_,,005,# b‘rﬂ(ﬁ)—f-cosq)
n op ,

(140]) 7 sin y 3(r sin ‘P) r cosy - M 7 sin g
n op g

Hieraus werden die Reiben fiir 7cos ¢, 7 sin¢, deren erste
Glieder offenbar p, ¢ sein milssen, hergeleitet, ndmlich

[4] 7 cosp =p+ 1fopg® + {5/ P2+ (i — FflpSe?
+ $90rg® + S qpte?
' + (B — T So)p gt
- ete. . .
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(3] rsing =g —1fop2g— 1 fipPq — (oS — v%ﬁﬁ)p‘q
—$90P? > — 1 P3¢
— (A + %%fo )ptq?
-+ etc

Aus den Glelchungen [2], [3], [4], [3] konnte man eine Reihe
fiir 72 cos((p -+ 1) und daraus durch Division mit der Reihe [1]
eine Reihe filr cos (i - ¢) ableiten, und von der letzteren
kénnte man zu einer Reihe fir den Winkel W + ¢ selbst ge-
langen. Eleganter erhilt man jedoch diese Reihe auf folgende
Weise: Differentiiren wir die erste und zweite von -den Glei-
chungen, die am Anfang dieses Artikels aufgestellt sind, so er-
halten wir

sin y - b —|—ncoslp ———l—smlp bzp =0;

verbinden wir damit die Glelchung

7 eosy - p—l—snzp —=0,
so entsteht
reny W rsmy (Y + ¢) Y+ ) _
n bg+ n op Treosy: oq

Aus dieser Gleichung konnen wir mittelst der Methode der un-
bestimmten Coefficienten leicht die Reihe fiir iy + ¢ herleiten,
wenn wir erwigen, dass das erste Glied derselben 4 7z sein muss,
falls der Radius als Einheit genommen wird und 27z den Kreis-
umfang bezeichnet. Die genannte Reihe wird

6l y+op=47n—fopg—3fir*e— (§.fa— 1) pPg
— 9oP®? — 391 P?¢?
—_ (Ilo—%'fo?)‘”q3
— ete.

[141] Es ist der Mtthe werth, auch den Flicheninhalt des
Dreiecks 4 B C in eine Reihe zu entwickeln. Zu dieser Ent-
wickelung fiihrt folgende Bedingungsgleichung, die sich aus
ziemlich nahe liegenden geometrischen Betrachtungen leicht ab-
leiten ldsst, und in der.§ den gesuchten Flicheninhalt bezeichnet:

rsiny bS Ny rsintp
p —l-rcoslp 5 p” .‘/‘ndg,

wobei die Integratxon mit ¢ = 0 beginnt. Daraus erhilt man
nach der Methode der unbestimmten Coefficienten
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(7] N
=4{pg—Pefop¥ e — /1 P9 — Fefri— P SoD) g
—12/o P — 5 90P* P — P ¢?
— 180/ PP —(Tshe + Fs o+ s ol pe?
— M %2re — e P2¢
— (150 — o SoA Pg®

— ete.

25.

Von den allgemeinen Formeln des vorhergehenden Artikels,
die sich auf ein von kiirzesten Linien gebildetes rechtwinkliges
Dreieck beziehen, schreiten wir zu denen ftir Dreiecke im all-
gemeinen fort. Es sei C ein anderer Punkt auf derselben kiir-
zesten Linie /)B, und fiir diesen mdgen, wihrend p bleibt, die
Buchstaben ¢', 7', ¢’, Y’, 8" dasselbe bezeichnen, was ¢, 7, ¢,
W, S fir den Punkt B sind. So entsteht ein Dreieck mit den
Ecken A4, B, C, dessen Winkel mit 4, B, C bezeichnet werden
mogen, wihrend die gegenilberliegenden Seiten a, b, ¢ seien,
der Flicheninhalt aber ¢; das Kriimmungsmaass in den Punkten
A, B, C soll resp. durch «, 8, y ausgedrtickt werden. Wird
noch (was stets zuliissig ist) vorausgesetzt, dass die Grossen p,
¢, ¢ — ¢’ positiv sind, so ist

A=¢—¢',B=y, C=n—1Y,
a=q—q¢,b=r,c=r,c=8—78".

Vor allem soll der Flicheninhalt ¢ durch eine Reihe darge-
stellt werden. Vertauscht man in [7] die einzelnen auf B be-
ziiglichen Grossen mit denen, die sich auf C beziehen, so ergiebt
sich eine Formel fir §’, aus der man weiter, bis auf Grossen
sechster Ordnung, [142]

o=34plg—q¢)-{t =3/ P+ @+ 99 +¢7
— oo fir(6p2 +T¢*+ 799" +7¢"?)
—359 (g +9)Bp2+ 4¢% + 4¢'%)
erhilt. Diese Formel geht mit Hillfe der Reihe [2], die
csinB=p{1l —4/,¢* —1firg® —4909*—- )
ergiebt, in die folgende ilber:
c=4%acsinB.{1 —Lf, (p2—q*+ 99"+ ¢
— o fip(6p?—8¢2+ 799" +7¢"%
— 35 90 (3p%¢ +3p2¢" — 64> + 449%’
+ 4992+ 4¢'9}
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Das Kriimmungsmaass wird fiir jeden Punkt der Oberfliche
(nach Art. 19, wo m, p, ¢ dieselbe Bedeutung hatten, wie hier

7, ¢,p)
_.__lﬁ'f.—._2f+ Ggq_l_ 12hq2+ .....
- ”aqﬁ— l+fq2+..'...
=—2f—6gg— (124 — 2f2)q2 —----.
Daher wird, da p, ¢ sich auf den Punkt B beziehen,
B=—2ft—2fip — 69,9 — 2/2p* — 6g91pq
— 124y — 2f42)¢? — ete.,
ebenso
r=—2fh —2fip— 6909’ — 2/2p>— bgipq’
— (12%y — 2£42)¢'2 — ete.,
a=—2f.

Setzt man diese Kriitmmungsmaasse in der Reihe flir ¢ ein, so
erhilt man folgenden Ausdruck, der bis auf Glieder sechster
Ordnung (excl.) genau ist: ’

g=1tacsinB{l + rfpa(4p? —2¢2+ 3¢9q" + 3¢’
+ e B(3p? — 6% + 699" + 397
+ i r(3p? — 297 + 99" + 49'Y)-
Die Genauigkeit bleibt dieselbe, wenn man fiir p, g, ¢’ setzt
¢ 8in B, ¢ cos B, ¢ cos B — a; dadurch wird [143]
(8] 0 = facsin B{1 + iy (3a2 4 4¢2 — 9ac cos B)
+ 3o 8(3a2+ 3¢2 — 12ac cos B)
+ tiy7(4a2 4+ 3¢ — 9ac cos B)}.

Da aus dieser Gleichung alles verschwunden ist, was sich auf
die Linie 4D bezieht, die senkrecht zu B C gezogen war, so
kann man noch die Punkte 4, B, C und alles, was sich darauf
bezieht, mit einander vertauschen; es wird daher mit derselben
Genanigkeit

(9] o =14 besinA{1 + iy (3024 3c2— 12bc cos )
+ 1368 (3624 4c¢2—9bc cos d)
+ 1357 (4624 3¢2— 9bc cosd)},
[10) 6 =4absinC{1 4+ g (3a2+4 4b62— 9abcosC)

+ 1358 (4a? + 362 —9abcos C)
+ 1dv7 (3024 302 — 12ab cosC))}.
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- 26.

Sehr nitzlich ist die Vergleichung des betrachteten Dreiecks
mit dem ebenen geradlinigen Dreieck, dessen Seiten gleich a, , ¢
sind. Die Winkel dieses letzteren, die wir mit A*, B*, C* be-
zeichnen wollen, unterscheiden sich von den Winkeln des Drei-
ecks auf der Fliche, niimlich von 4, B, C, um Grissen zweiter
Ordnung; und esist lohnend, diese Unterschlede genau zu ermitteln.
Die Rechnungen aber, die mehr umfangreich, als schwierig sind,
wird es geniigen, hier in ihren Grundziigen anzufithren.

Vertauseht man in den Formeln [1], [4], [5] die Grossen,
welche sich auf B beznehen, mit den auf C bezﬁghchen, 80 er-
hilt man Formeln fir »'2, " cos¢p’, 7’ sm(p Dann ergiebt die
Entwickelung des Ausdrucks
r24-r'2—(g—¢q')2—2rcosp.r cosp’ —2rsing.r'sing’,
welcher

=524 2 — a2 — 2bccos. 4 = 2bc{cos A* — cos d)
wird, in Verbindung mit der Entwickelung des Ausdrucks
r8ing.r cosp’ — r cosgp .7’ sing’,
welcher
= becsind
wird, folgende Formel :
cos A* —cos 4
—(g—¢’)psind {%fo +fir+iale+49)
+ (Fo o —SoIP  + 5 91 Pg+¢)
+Gho — 5 fo% g+ 99"+ ¢+ )
(144] Daher wird, bis auf Grossen fiinfter Ordnung,
A*—A=g—q)p o+ 1fir+ 19+ 9)+ fofop?
+59ip@+¢)+ bh (+ 99" +97)
— TP+ T2+ 1299" + 79"}
Verbindet man diese Gleichung mit
20 =ap(l —f(p 4+ ¢ + 00’ + ¢ — )
und mit den im vorigen Artikel aufgestellten Werthen von «, g,
¥, so erhiilt man bis auf Grossen funfter Ordnung

(] A&*=Ad—oc{ta+ 758+ &7+ &ip?
+3nplg+q9)+3h (8342 —299" + 399
+ /o (4p2 —11¢2 + 14¢¢" — 119’2}
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Ganz #hnliche Operationen fithren zu folgenden Entwicke-
lungen

(12] B*=B —o{f30 + {8 + 757 + Yo /ap?
+ 91229+ 9') +ho (49— 499"+ 3¢"?)
— o5 fo2(2p2+ 897 — 899"+ 119"%},
(18] C*=C—o e+ 138+ 17 + fofop?
+1592(g+29" )+ 3¢ — 499"+ 49"
— ool (2p2 + 1192 — 8¢9’ + 84'%)}.
Hieraus folgt, da die Summe A* + B* ++ C* gleich zwei Rech-
ten ist, zugleich der Ueberschuss der Summe 4 + B + C itber
zwei Rechte, nimlich
(1] A+B+C=m+o{la+ip+ 17+ L1fip?
+49p@+ )+ 2k — 37 (¢ —9g" + 7Y}

Diese letzte Gleichung hitte auch aus der Formel [6] hergeleitet
werden konnen.

27.
Ist die betrachtete Fliche eine Kugel mit dem Radius R, so
wird

1
o =#=/ =—2f0=-l?2; f2=0, 91=0: 6ﬁ0—ﬁ2=
also
I — 1
b =TIE
Daher wird die Formel [14]
(145] A+B+0—”+Rz7

und diese ist absolut genau. Die Formeln [11]—[13] ergeben
aber

[ [ ' z
[} g ' '
B*:B_g__z_l_m_‘(p?_?q?_l_?qg _I_q?),

g g - ’ ’
T=C—gmtgem PP+ 299" — 297

oder ebenso genan
Qgtwald's Klassiker. 5. 4
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* — 0 S ¥ 2 21
Ar=4— 3SR 1801{4 (62 4-c 2a
g g 2 2 2

B*=B— I 180R4 (a2 4 ¢ 252),
*—0—9 __ 2 4 B2 - 2
¢ ¢ 3R 180.R‘ (a8 2¢%).

Bei Vernachlissigung der Glieder vierter Ordnung folgt hieraus
ein bekannter, zuerst von Legendre aufgestellter Satz.

28.

Unsere allgemeinen Formeln werden bei Weglassung der
Glieder vierter Ordnung sehr einfache, nimlich

A" = A — %020+ B + ),

B*=B— {50(a + 28 + 7,

C*=C— zo(a+ g+ 2y,
An den Winkeln 4, B, C sind daher bei einer nicht kugel-
formigen Fliche ungleiche Reductionen anzubringen, damit nach
der Aenderung die Sinus den gegentiberliegenden Seiten pro-
portional werden. Die Ungleichheit wird, allgemein zu reden,
von der dritten Ordnung sein, indessen kann dieselbe, falls die
Oberfliche nur wenig von einer Kugel abweicht, eine hdhere
Ordnung erreichen: selbst bei den grossten Dreiecken auf der
Erdoberfliche, [146] deren Winkel man noch messen kann,
kann die Differenz stets als unmerklich betrachtet werden. So
hat z. B. bei dem grossten unter den Dreiecken, die wir in den
letzten Jahren gemessen haben, nimlich dem zwischen den Punk-
ten Hohehagen, Brocken, Inselsberg, fir welches der Ueberschuss
der Winkelsumme = 14",85348 war, die Rechnung folgende
Reductionen fiir die einzelnen Winkel geliefert :

Hohehagen 4”,95113,
Brocken  4",95104,
Inselsberg 4",95131.

29.

Zum Schluss wollen wir noch den Flicheninhalt eines aunf
einer krummen Fliche gelegenen Dreiecks mit dem Flichen-
inhalt des geradlinigen Dreiecks vergleichen, dessen Seiten
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a, b, ¢ sind. Den letzteren Flicheninhalt wollen wir mit ¢*
bezeichnen. Derselbe ist
o* = }bcsin4* = Yac sinB* = }ab sinC*.
Wir haben bis auf Grdssen vierter Ordnung:
sind* =sind — hocosd.2c + £+ y)
oder mit gleicher Genauigkeit
sin A = sind* {1 + g4 dccosd. (2c 4+ 8+ »)}.
Substituirt man diesen Werth in Formel [9], so wird bis auf
Grossen sechster Ordnung:
0=}Ybesind*. {1 + 352 (352 4 3¢2 — 2bc cos 4)
+ 13508 (362 + 4¢2 — 4bc cos M)
+ 1oy (462 4 3¢t — 4bc cos 4)}
oder ebenso genau
0 =0"{14+ rigala2+4+ 282+ 2¢) + 1358 (2a2+ b2+ 2¢2)
+1éo7 (262 + 282+ )}
Fir eine Kugelfliche nimmt diese Formel folgende Gestalt an:
6 =0"{1 4 4 a(a? + 82 + c?};
statt dieser Formel kann auch, wie leicht zu beweisen ist, mit
derselben Genanigkeit folgende genommen werden :

- — G*V sind . sin# . sin
- sinA*. sin B* . sin C*’
Wird diese Formel auf Dreiecke angewandt, die auf einer nicht
kugelformigen krummen Fliche liegen, so wird der Fehler, all-
gemein zu reden, von der finften Ordnung, doch unmerklich
bei allen Dreiecken, wie sie auf der Erdoberfliche gemessen
werden konnen.

4.
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.. Die Bedeutung der vorstehenden Abhandlung von Gauss
beruht theils in der Eréffnung neuer Gesichtspunkte fiir die Be-
handlung der Lehre von den krummen Flichen, theils in der
Ableitung neuer wichtiger Resultate. In ersterer Beziehung ist
vor allem die Aufstellung der Begriffe des Krimmungs-
maasses und der Gesammtkrimmung (Art. 6} hervorzu-
heben, sowie die Scheidung der Eigenschaften einer Fliche in
solche, die eine bestimmte Form der Fliche im Raume voraus-
setzen, und solche, die bei einer Verbiegung ungeindert bleiben
(Art. 13). Hinsichtlich der Methode ferner ist wichtig die Be-
nutzung der Darstellung einer beliebigen Fliche durch zwei
Hiilfsvariable. Diese Darstellung bildet die Quelle einer grossen
Zahl von neuen Sitzen, von denen besonders erwihnenswerth
sind: der Nachweis, dass das Krfimmungsmaass bei der Ver-
biegung einer Fliche ungesindert bleibt (Art. 11, 12), die S#tze
der Art. 15 und 16 tber geoditische Linien, der Satz des Art. 20,
endlich die am Schluss abgeleiteten Resultate, welche die Be-
ziehung der von geoditischen Linien gebildeten Dreiecke zu ge-
radlinigen Dreiecken mit gleich langen Seiten betreffen.

Veroffentlicht wurden die Disquisitiones generales circa super-
ficies curvas zuerst in den Commentationes societatis regiae
scientiarum Gottingensis recentiores Vol. VI (ad a. 1823—1827),
Gottingae 1828; Commentationes classis mathematicae p. 99 bis
146. Dies Original, dessen Seitenzahlen dem Text beigeftigt
sind, ist der vorstehenden Uebersetzung des Herausgebers zu
Grunde gelegt. Spiter wurde die Arbeit wieder abgedruckt im
Anhange zu der von Liouville herausgegebenen filnften Auflage
von Monge's: »Application de I'analyse & la géométrie« (Paris
1850), ferner im Band IV der Gauss'schen Werke (Gottingen
1873). Eine franzosische Uebersetzung findet sich in den Nou-
velles Annales de Mathémat. T. XI, eine deutsche, vom Heraus-
geber jedoch an keiner Stelle benutzte, in der »Analytischen
Geometrie des Raumes« von Boklen (2. Aufl.,, Stuttgart 1884).
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Von Gauss selbst ist eine Anzeige seiner Arbeit in den Gdtiinger
gelehrten Anzeigen vom 5. November 1827 verofientlicht.

Art. 1. Die Einfihrung der Hiilfskugel kommt, wie Gauss
in der eben erwihnten Anzeige bemerkt, im Graunde auf das Ver-
fahren hinaus, welches in der Astronomie in stetem Gebrauch
ist, wo man alle Richtungen auf eine fingirte Himmelskugel von
unendlich grossem Halbmesser bezieht.

Art. 2. Der Ausdruck »Stellung einer Ebene« ist von Staudt
(Geometrie der Lage Nr. 40) eingefithrt.

Neu ist von den Resultaten dieses Artikels der Satz VI,
eigenartig die Ableitung der Resultate von VII.

Art. 4. Die zweite Methode der Darstellung einer-Fliche
(Ausdruck der Coordinaten durch zwei Hilfsverénderliche) ist
fitr beliebige Flichen zuerst von Gauss bei der Aufgabe der
conformen Abbildung benutzt [Astronomische Abhandlungen,
herausgegeben von H. C. Schumacher, drittes Heft, Altona
1825; Gauss’ WerkeIV p.189. — Vergl. auch Gauss »Theoria
attractionis corporum sphaer. ellipt.c, Comment. Gott. II, 1813;
Gauss Werke Bd. V p. 10]. Hier wird diese Darstellung zum
ersten Male zur Bestimmung der Richtung der Flichennormale
verwandt, weiterhin auch in der Lehre von der Kriimmung und
- von den geoditischen Linien. Die geometrische Bedeutung der
Variabeln p, ¢ wird in Art. 17 ausfihrlicher erdrtert.

Als eine Erweiterung dieser Darstellung kann man die Be-
stimmung der Punkte des Raumes durch krummlinige Coordi-
naten ansehen. ’

Art. 5. Zur Entscheidung der Frage, welches der beiden
in Art. 4 fiir X, Y, Z gefandenen Werthsysteme der nach aussen,
welches der nach innen gerichteten Normale zugehort, bedarf
es der Anwendung des Satzes Art. 2 (VII) nur, falls man die
zweite Methode der Darstellung einer Fliche benutzt. Ist da-
gegen die Fliche durch eine Gleichung 1 = 0 zwischen den
Coordinaten gegeben, so fihrt folgende einfachere Ueberlegung
zum Ziele. Vom Punkte A ziehe man die Linie do nach der
#usseren Seite, so ist, wenn dz, dy, dz die Projectionen von do

sind,
Pdz + Qdy + Rdz > 0.

Andererseits ist der Winkel zwischen ¢ und der #usseren Nor-
male ein spitzer, also

dx dy .,  dz
d—gX—}-d—aI-i—d—aZ>0.
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Diese Bedingung ist, da do positiv ist, mit der vorhergehenden
nur zu vereinigen, wenn fir X, Y, Z die erste Lsung ge-
nommen wird. — Auf #hnliche Weise ergiebt sich das Resultat,
wenn die Fliche nach der dritten Methode analytisch ausge-
drtckt ist.

Art. 6. Die Einfihrung der Begriffe Gesammtkrdmmung
und Krimmungsmaass motivirt Gauss in der Anzeige seiner
Arbeit folgendermaassen: »Je geringer die Abweichung eines
Stiickes einer krummen Fliche von der Ebene ist, desto kleiner
wird der entsprechende Theil der Kugelfliche sein, und es ist
mithin ein sehr natiirlicher Gedanke, zum Maassstabe der Total-
kriilmmung, welche einem Stiick einer krummen Fliche beizu-
legen ist, den Inhalt des entsprechenden Stiicks der Kugel-
fliche zu gebrauchen. Ausser der Grdsse kommt aber zugleich
noch die Lage der Theile in Betracht, die, ganz abgesehen von
dem Grossenverbiltniss, in den beiden Stiicken entweder eine
ghnliche, oder eine verkehrte sein kann: diese beiden Fille
werden durch das der Totalkrimmung vorzusetzende positive
oder negative Zeichen unterschieden werden konnen.« Weiterhin
heisst es dann: »Die Vergleichung des Inhalts zweier einander
correspondirender Sticke der krummen Fliche und der Ober-
fliche der Hilfskugel fihrt nun (auf dieselbe Art, wie z. B. aus
der Vergleichung von Volumen und Masse der Begriff von
Dichtigkeit hervorgeht) zu einem neuen Begriffe«, dem des
Kriilmmungsmaasses. Durch Einfihrung dieses Begriffes ist zu-
erst der bis dahin ganz vage Ausdruck Flichenkriimmung pricis
definirt, und zwar vollkommen analog dem Begriff der Krtimmung
einer Curve [vergl. Bertrand »Traité de calcul différentiel § 720].
Den Ausdruck »Kriimmung einer Curve« hilt G'auss zwar nicht
filr angemessen (darauf bezieht sich die Bemerkung p. 12Z. 2—3),
derselbe hat sich aber doch so eingebiirgert, dass er zweck-
missiger Weise beibehalten werden muss.

Die in Rede stehende Definition des Krilmmungsmaasses,
deren Aufstellung zu den werthvollsten wissenschaftlichen Lei-
stungen von Gauss gehort, ist allseitig acceptirt, wihrend eine
abweichende, von Sophie Germain vorgeschlagene Definition
[Crelle Journ. Bd. VII], die als Maass der Flichenkrtmmung
in einem Punkte das arithmetische Mittel der reciproken Haupt-
krimmungsradien (die sogenannte mittlere Krilmmung) ergiebt,
verworfen ist. In neunester Zeit hat Casorati [Rendiconti del R.
Istituto Lombardo, Serie II, Vol. XXII, Fase. VIII, 1889] die
Gauss'sche Definition der Flichenkrimmung durch eine andere
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zu ersetzen gesucht, die darauf fihrt, die Kriimmung darch die
halbe Summe der reciproken Quadrate der Hauptkrimmungs-
radien zu messen. Dass diese neue Definition allseitige Zu-
stimmung finden wird, méchte der Herausgeber bezweifeln.

Seit etwa zwei Jahrzehnten hat man den Begriff des Kriim-
mungsmaasses auch auf drei- und mehrdimensionale Mannig-
faltigkeiten ausgedehnt. Doch sind hier verschiedene Erweite-
rungen moglich. Die wichtigsten derselben sind die von Rie-
mann [»Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen«, Gotting. Abhandl. XIII, 1868 ; Riemann’'s Werke, her-
ausgegeben von H. Weber, Géttingen 1876, p. 254], ferner die
von Kronecker [»Ueber Systeme von Functionen mehrerer Va-
riabeln«, Monatsber. der Berl. Akad. 1869], die auch von Lzp-
schitz (Borchardt Journ. Bd. 71 und Bd. 81) adoptirt ist. Man
vergleiche auch das Buch von Kulling »Die nichteuklidischen
Raumformen in analytischer Behandlung«, Leipzig 1885.

Die am Schluss von p. 13 in Aussicht gestellte Erdrterung
dber die allgemeinste Auffassung von Figuren hat Gauss nicht
verdffentlicht.

Art. 7. Dass die Betrachtung eines Oberflichenelements,
welches die Gestalt eines Dreiecks hat, zur Berechnung des
Kritmmungsmaasses geniigt, ergiebt sich daraus, dass das Ver-
héltniss einer unendlich kleinen Figur auf der Fliche zu ihrer
Projection von der Gestalt der Figur unabhiingig ist.

Art. 8. Die Arbeit von Euler, in der die unter I—IV mit-
getheilten Resultate zuerst abgeleitet sind, steht in den Mém. de
I'Acad. de Berlin, T. XVI, 1760. Auf die Kriimmung schiefer
Schnitte, die von Meunier erledigt ist [Mém. de Math. de I'Acad.
des sciences, T. X, Paris 1785], ist Gauss nicht” eingegangen.

Die hier abgeleiteten Resultate erfordern iibrigens eine Modi-
fication, wenn die Tangentialebene eine Berithrung hoherer Ord-
nung mit der Fliche eingeht (vergl. Pliicker, Crelle J. Bd. III).
— Die Krtimmung in singuléiren Punkten einer Fliche ist neuer-
dings von de Salvert behandelt (Annales de la société scientif.
de Bruxelles VII, 1882). :

Dem Lehrsatze V dieses Artikels hat R. Sturm (Mathemat.
Annal. XXI p. 379, 1883) das folgende Analogon an die Seite
gestellt: »Beschreibt man um einen Flichenpunkt P eine Kugel
mit unendlich kleinem Radius und bildet die dadurch in die
Fliche eingeschnittene Curve mittels paralleler Normalen auf
der Hulfskugel ab, so ist der Grenzwerth des Verhiltnisses der
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Umfinge beider Curven die mittlere Flichenkriimmung im
Punkte P.«

Art. 10, 11. Die Grossen E, F, G pflegt man als Funda-
mentalgrissen erster, die Grossen 1), D', D" als Fundamental-
grossen zweiter Ordnung zu bezeichnen. An Stelle der letzteren
sind von Hoppe (»Principien der Flichentheorie«, Grunert Ar-
chivBd. 59 ; auch als besondere Schrift erschienen, Leipzig 1876)
andre Grossen eingefithrt, die in der Bezeichnung von Gauss

D D’ D"
VEG—F? VEG—F: VEG—F?

lauten wiirden; die Hoppe'schen Fundamentalgréssen sind anch
von Knoblauch (»Einleitung in die allgemeine Theorie der Fli-
chenc, Leipzig 1888) adoptirt. Noch andere Fundamentalgréssen
haben Bour und Lipschitz in ihren bei Art. 12 zu erwihnenden
Arbeiten benutzt. Manche Fragen erfordern die Einfilhrung von
Fundamentalgrossen dritter Ordnung, so z. B. die Bestimmung
desjenigen Normalschnitts, welcher von dem zugehdrigen Kriim-
mungskreis in der dritten Ordnung beriihrt wird.

Eine directe Herleitung des in Art. 10 gefundenen Aunsdrucks
fiir £, welche die Betrachtungen des Art. 7 nicht voraussetzt,
findet man bei Hoppe (§ 11 der erwihnten Schrift) und bei
Escherich (Grunert Arch. Bd. 57).

Unter Zugrundelegung von speciellen Variabeln lisst sich,
wie Liowvtlle [Journ. d. Mathém. XII und Anhang zu der schon
erwihnten Ausgabe von Monge] gezeigt hat, dem Resultat des
Artikels 11 eine einfachere Form geben. Noch eine andere Ge-
stalt hat die in Rede stehende Formel bei Weingarten [cf. An-
merkung zu Art. 12].

Art. 12. Den wichtigen Satz des Art. 12 haben Bertrand
und Puiseuz [ Liouville J. XIIL, cf. auch Anhang zu Liouville’s
Ausgabe von Monge, Note 1V] durch Berechnung des Umfangs
einer geoditischen Kreisfliche von sehr kleinem Radius abge-
leitet; Diguet hat dann den Beweis durch Ermittelung des
Fldcheninhalts einer solchen Fliche vervollstdndigt. Andere
Beweise rithren von Beltramd (Atti d. Ateneo Veneto V, 1869)
und Chelini (Mem. di Bologna (2) VIII, 1§68) her.

Ein instructives Beispiel zweier auf einander abwickelbarer
Flichen bilden das Catenoid und die windschiefe Schrauben-
fliche. Von anderen Beispielen sind besonders erwihnenswerth die
Flidchen constanten Kriimmungsmaasses. Dieselben sind nament-
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lich studirt von Beltrami [Briosch? Annali di Matem. (1; VII,
(2) II; Battaglini Giornale VI), Schlifli [ Brioschi Ann. (1) V1,
Dini [Battaglini Giorn. V], Enneper {Gottinger Nachr. 1868,
1876], Lie [Arch. for Math. og Nat. IV, V, Christiania 1879,
1880], Weingarten [Kronecker Journ. Bd. 94, 95], Bianchi
{Math. Ann. XVI, Battagl'ini Giorn. XX].

Die Flichen constanter Kriimmung spielen insofern eine be-
sondere Rolle, als fiir sie auch die Umkehrung des Gauss’schen
Satzes gilt; d. h. wenn zwei Flichen in allen Punkten gleiches
constantes Kriimmungsmaass haben, sind sie auf einander ab-
wickelbar, wihrend bei zwei Flichen mit variabelem Kriim-
mungsmaass die Gleichheit des Kriimmungsmaasses in entspre-
chenden Punkten noch nicht zur Abwickelung gentigt. [Vergl.
Minding, Crelle Journ. Bd. 19’.

Hinsichtlich der sehr reichhaltigen Litteratur, die im An-
schluss an Glauss die Abwickelbarkeit von Flichen auf einander
weiter untersucht hat, miissen wir uns hier mit einem kurzen
Hinweis auf die wichtigsten Arbeiten begniigen, da ein niheres
Eingehen auf den Inhalt zu weit fiihren witrde. Folgende Auto-
ren sind vorzugsweise zu nennen: Bowur [Journ. de I'école poly-
techn. Bd. 22 (Cah. 39) 1862), Bonnet [Journ. de I’école polyt.
BBd. 24, 25 (Cah. 41, 42) 1865, 1867; Lioucelle Journ. XVI],
Aoust [Comptes rend. 1850, 1862, 1863, 1868; Borchardt
Journ. Bd. 58], Beltrami [ Battaglini Giorn. Bd. II, III, Memor.
d. Bologna (2) VIII, Mathemat. Ann. I}, Dini [ Brioschi Annali
di Mat. (2) IV], Enneper [Gotting. Nachr. 1874, 1875), Lip-
schitz [Ber. d. Berl. Akad. 1882, 1883], Weingarten [Bor-
chardt Journ. Bd. 59; Festschrift der technischen Hochschule
zu Berlin 1884 ; Kronecker Journ. Bd. 100, Ber. d. Berl. Akad.
1856].

A]rt. 13. Das Versprechen, andere Eigenschaften auf ein-
ander abwickelbarer Flichen spiter zu behandeln, hat Gauss
nicht erfilllt. Dagegen hat Minding gezeigt, dass bei Verbiegung
einer Fliche die sogenannte geoditische Kriitmmung, d. i. der
Grenzwerth fiir das Verhiltniss eines Bogenelements zu dem
Winkel zwischen zwei auf einander folgenden geod#tischen
Tangenten, ungeéindert bleibt {Crelle Journ. Bd. VI.

Art. 14. Die hier abgeleitete Fundamentaleigenschaft der
kiirzesten Linie, die darin besteht, dass ihre Hauptnormale
tiberall mit der Flichennormale zusammenfillt, ist zuerst von
Euler gefunden [»Methodus inveniendi lineas curvas maximi mini-
mive proprietate gaudentes« etc., Lausannae 1744].
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Gauss unterscheidet hier nicht zwischen eigentlichen kiir-
zesten und geoditischen Linien. Darauf, dass diese Unterschei-
dung nothig ist, hat vor allem Jacobs hingewiesen [ Crelle Journ.
Bd. XVII, Gesammelte Werke Band IV, p. 49, 50; Vorlesungen
tiber Dynamik p. 46, 47). In neuerer Zeit ist die Frage, wann
eine geoditische Linie anfhort, kirzeste Entfernung zwischen
zweien ihrer Punkte zu sein, ausfithrlicher erortert von Brawun-
mithl (Math. Annal. Bd. XIV) und Mangoldt ( Kronecker Journ.
Bd. 91).

Art. 15, 16. Die beiden hier aufgestellten Sitze rithren,
wie schon oben bemerkt, von Gauss her.

Art. 17. Die Darstellung einer Fliche mittelst der Para-
meter zweier Curvenschaaren, die auf ihr liegen, hat sich seit
Gauss allgemein eingebtirgert und wird gegenwirtig als die
grundlegende angesehen. Von speciellen Curven anf Flichen sind
zu erwihnen die Kriimmungscurven, die asymptotischen Linien
auf den Flichen mit negativem Kriimmungsmaass, die isometri-
schen Curven, d. h. die, welche eine Fliche in unendlich kleine
Quadrate theilen, endlich die weiterhin im Avt. 19 besprochenen
Curvensysteme.

Art. 18. Gauss begniigt sich hier damit, die Differential-
gleichungen aufzustellen, von denen die Bestimmung der geo-
ditischen Linie einer Fliche abhingt, ohne diese Bestimmung
fiir specielle Flichen wirklich durchzufithren. Das wichtigste
Beispiel einer derartigen, allerdings nach einer ganz andern
Methode durchgefithrten Bestimmung ist die Ermittelung der
geoditischen Linie des dreiaxigen Ellipsoids von Jacobt [Crelle
Journ. XIX; Gesammelte Werke Band II p. 59; Vorlesungen
iber Dynamik, Vorl. 28]. Eine andere diesen Gegenstand be-
treffende Untersuchung rithrt von Liowville her [Zusitze zu
Monge, Note III], der zeigte, dass man fiir eine grosse Klasse
von Flichen die geodétischen Linien durch Quadraturen finden
kann.

In analoger Art wie die geoditischen Linien lassen sich nach
Darbouz [C. R. Bd. 96, 1883] die Curven constanter geoditi-
scher Kriimmung behandeln.

Art. 19. Die hier auftretenden Variabeln pflegt man als
geoditische Polarcoordinaten, die Curven, welche auf den von
einem Punkte ausgehenden geoditischen Linien senkrecht stehen,
als geoditische Kreise zu bezeichnen. Analog werden die aus
dem Satze in Art. 16 entspringenden Variabeln, falls die Grund-
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curve eine geoditische Linie ist, geoditische Parallelcoordinaten
genannt.

Art. 20. Diesen wichtigen Satz hat Jacobt [Crelle Journ.
XVI p. 344] folgendermaassen verallgemeinert: Ein Dreieck
werde von drei beliebigen Raumcurven begrenzt, die nur der
Beschrinkung unterworfen sind, dass je zwei der Curven in
ihren Schnittpunkten dieselbe Hauptnormale haben. Zieht man
dann durch den Mittelpunkt der Hiilfskugel zu allen Hauptnor-
malen des Umfangs des Dreiecks parallele Radien, so schneiden
diese auf der Kugelfliche ein zweites Dreieck ab, dessen Inhalt
gleich dem Ueberschuss der Winkelsumme des gegebenen Drei-
ecks dber 7z oder gleich dem Fehlbetrag jener Summe an 7 ist.

Art. 21. Die verletzte Formel dieses Art. (8. 40 Z. 1) hat
bei Gauss sowie im Liouville'schen Abdruck falsches Vorzeichen.

Art. 23. Die Formel fir d0 (Mitte von 8. 42) hat im Ori-
ginal sowie in Gauss’ Werken Bd. IV falsches Vorzeichen.

Art. 24. Um die Art der Rechnung, die zur angeniherten
Losung der in den vorhergehenden Artikeln aufgestellten Diffe-
rentialgleichungen fithrt, zu kennzeichnen, moge hier die voll-
stindige Ableitung der Formel [1] Platz finden, jedoch mit Be-
schrinkung auf die Glieder finfter Ordnung. Man setze

r?=p?+ ¢* + R, + R, + R,,
wobei der Index von R die Ordnung des betreffenden Gliedes in

Bezug auf p und ¢ bezeichnet. Dann wird, falls man die die
finfte Ordnung tibersteigenden Glieder fortlﬁsst

o(r2)\2 3(r?)\2 _ IR,
* (‘b’?L*‘(W “"“‘4[ R
R, OR, 6R3 bRJ
i+ aiy - mea () i)
OR; ARy 1 bR3 R, | 1 bR'; IR,
+4[ W + e kY2 R5+2 p +2 g bg]

=i 2] 42)]

1 6123 6R4 1 3R, R,
+4[4R5+2 > » T2 bq]
da nach einem bekannten Satze

bR:’ e bR“ = 3 R, etc.
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ist. Ferner ist mit Vernachlissigung der Glieder vierter Ord-
nung

1
1— 5 =2/¢"+2/irg* +29.9%

also wird

1 3(r?)
: R
= 8£,p¢* + 8£1p°¢* + 890P*¢’ + 8fopg?

welche Gleichung, ebenso wie a', bis auf Glieder sechster Ord-
nung genau ist. Die Differentialgleichung fiir » aber ldsst sich
schreiben

() +(5) o= =) (55)-

In den Ausdrﬂcken a) und b) miissen daher die Glieder gleicher
Ordnung ibereinstimmen. Das giebt, da b) ein Glied dritter
Ordnung nicht enthilt,
R3 = 0)
ferner
12 R, = 8 f, p¢% 16 R, = 8f, p3¢> + 8g,p%g%

womit die Formel [1] bewiesen ist. Analog wiirde sich auch das
Glied sechster Ordnung ergeben.

Art. 24, Formel [6]. Dass das erste Glied rechts = {n
ist, folgt so: Nach 8. 38 ist N— M —=w, N— M =
also M' — M = w — 1. Andrerseits ist (fﬂr unendlich klelne
Werthe vonr) M'— M = ¢ und w ist = } 7, folglich ¢ + ¢

Art 24, Formel [7]. Die Differentialgleichung, aus der
[7] folgt, lasst sich folgendermaassen ableiten. Man verlingere
AB um BB' = dp, ziehe durch B’ die zu AB’ senkrechte
geoditische Linie, welche A D in D’ treffe. Endlich mache man
B'D" = BD, so dass DD" auf B'l)’ senkrecht steht. Dann
ist, wenn unter A BD die Fliiche des Dreiecks A B verstanden
wird,

S . AB'D' — ABD . BDD'B’

o — im DD’ = lim —5m—
_ g BDD'B’ BB
= —gp """ DD

da die Fliche BDD"B' sich von BDD'B’' nur um unend-
lich Kleines zweiter Ordnung unterscheidet. Es ist aber
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BDD"B’ ==dp . | ndg, alsolim ————,ﬂ = [ ndy,
BB 1

ferner

. BB

im 50 = o
mithin

br ./ ndg,
also auch

S bp I
o T / ndg.

Endlich folgt aus den im Anfang des Art. 24 angegebenen

Werthen von 6— ete.
p

o _ 1. 0 _
5‘ —;Slnw, -b—r—cos.(p,
so dass schliesslich

ﬁ'smw bS 'P— w/ndg
p n
wird, q. e. d.

Art. 25, 26. In diesen Artikeln sind bei G'auss mehrere
Zwischenformeln fehlerhaft, vermuthlich in Folge von Druck-
fehlern. Die betreffenden Fehler sind auch in Liowville’s An-
hang zu Monge, sowie in Gauss’ Werke Band IV ilbergegangen.
Es sind folgende : In der ersten Formel fiir o [S. 46 Z. 10—8 von
unten] heisst bei G'auss die letate Klammer

3p2 + 49  + 499" + 49"
Hier ist das Glied 4 ¢¢’ zu tilgen.

In der Formel 8. 47 Z. 16—18 steht zum Schluss 449,
withrend es 4 ¢’2 heissen muss (bei Liouville verbessert).

Die Formel 8. 48 Z. 8—10 von unten hat bei Gauss falsches
Vorzeichen. Statt

A* —A=—{qg—q")p.{ ..}
muss es heissen |
A —A=(g—q)p.{.. )



62 Anmerkungen.

1
Art. 27. Dass fj = — Yy Jo=0 etc., ergiebt sich auch

noch folgendermaassen: Fir die Kugel ist
ds? = cos? (%) -dp? + dq?,

also

—cos(d) = — 2 2 ..
"—COS(R)_I sk T ’
d. h.
1 1
So=—sm h=gpfi=n=ri=g=0

Der Satz von Legendre findet sich in den Mém. de Paris
1787 p. 338 und Trigonom. Append. V.

Art. 28. Der Hohehagen ist ein Berg zwischen Gottingen
und Hanndversch-Miinden. — Die Seiten des in Rede stehenden
Dreiecks sind ungefihr 69, 85, 107 Kilometer lang.

Art. 29. Ableitung der letzten Formel. Nach den vorher-
gehenden Formeln ist fir ¢ = g =y

sin A4 a «
o Z. — il 0} 2 __ g2
A 1--|—12 2bc cos A 1—|-12(b +c a?),
daher bei Vernachlissigung von o2
sin 4 .sin B.sin C K3

=14 — (a2 + b2 + ¢?),

sin A*. sin B* . sin C* 12
sind.sinB.sinC o, 9 "
sin A* . sin B*.sin C* ~ I+ 24 (a? o 8% - <),

Die die Vergleichung kleiner geoditischer Dreiecke mit ge-
radlinigen Dreiecken von gleicher Seitenliinge betreffenden Ent-
wickelungen sind durch Berechnung der Glieder n#ichster Ord-
nung weiter gefithrt von Hansen {geoditische Untersuchungen,
1865), Schering (Gotting. Nachr. 1867), Weingarten (Astro-
nomische Nachr. Bd. 73, 1869]. Ferner ist die allgemeine
Theorie der geoditischen Dreiecke weiter ausgebildet durch
Christoffel [Abhandl. d. Berl. Akad. 1668}, Weingarten [Ber.
d. Berliner Akad. 1882], Br¢// [Mtinch. Abhandl. 1883), Man-
goldt [ Kronecker Journ. Bd. 94, 1883].

Halle a. 8., den 11. Juni 1889,

A. Wangerin.

Druck von Breitkopf & Hartel in Leipzig.
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* den Gebieten der Mathematik, Astronomie, Physik, Chemie
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten.

Die allgemeine Redaktion fiihrt Dr. W. Ostwald, o. Professor
an der Universitit Leipzig; die einzelnen Ausgaben werden durch
hervorragende Vertreter der betreffenden Wissenschaften besorgt
‘werden. Fiir die Leitung der einzelnen Abtheilungen sind gewonnen
worden: fiir Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fiir Mathematik
Prof. Dr. Wangerin (Halle), fiir Krystallkunde Prof. Dr. Groth
(Miinchen!, fiir Physiologie Prof. Dr. G. Bunge (Basel), fiir Pflanzen-
physiologie Prof. Dr. W. Pfeffer (Leipzig), fiir Physik Prof. Dr.
Arth. von Oettingen (Dorpat). -

Um die Anschaffung der Classiker der exakten Wissenschaften
Jedem zu ermdglichen und ihnen weiteste Verbreitung zu sichern,
ist der Preis fiir den Druckbogen 4 16 Seiten auf .# —.20 fest-
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» 2. 6%l Fr. Gauss, Allgemeine Lehrsiitze in Beziehung auf die
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wirkenden Anziehungs- und Abstossungs-Kriifte. (1840.)
Herausgegeben von A. Wangerin, o. Prof. d. Mathematik
(60 pag.) 80 4.

» 3.J. Dalton und W. H. Wollaston, Die Grundlagen der \tom-
theorie. Abhandlungen. (1803—1808). Herausgegeber von
W.Ostwald. Mit 1 Tafel. (30 pag) 50 %.

» 4. Gay-Lussae, Untersuchungen iiber das Jod. (1814.) H :raus-
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gegeben von A. Wangerin. (62 pag) 80 .
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» 6.E., H. Weber, Uber die Anwendung der Wellenlehre auf
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die Pulslehre. Herausgegeben von Prof. G. Bunge. Mit
1 Tafel.
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Wilhelm Engelmann.
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