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Untersuchungen
fiber Gegenstéinde der hoheren Geodiisie,
Von
Carl Friedrich GauB.

Erste Abhandlung.

[R61] Bei den, zum Teil von mir selbst, zum Teil unter meiner
Leitung ausgefithrten tiber das ganze Konigreich Hannover sich
erstreckenden trigonometrischen Vermessungen sind, sowohl in
Beziehung auf die Art, wie die Messungen angestellt wurden,
als noch mehr in Beziehung auf jhre nachherige mathematische
Behandlung und ihre Verarbeitung zu Resultaten, Wege ein-
geschlagen, die von den sonst gewdhnlichen abweichen. Mein
frither gehegter Vorsatz, nach vélliger Beendigung der Messun-
gen diese nebst allen von mir angewandten Verfahrungsarten
in' einem besondern Werke darzulegen, hat, aus Ursachen,
deren Auseinandersetzung nicht hierher gehort, bisher nicht zur
Ausfihrung kommen kénnen, und ich wihle daher das Aus-
kunftsmittel, das im theoretischen Teile mir eigentiimliche in
einer Reihe von Abhandlungen bekannt zu machen, um so
lieber, weil ich auf diese Weise die Freiheit behalte, mit Aus-
fithrlichkeit manche Untersuchungen zu entwiekeln, welche ein
selbstéindiges Interesse darbieten und mit den iibrigen in enger
Verwandtschaft stehen, auch wenn von denselben bei meinen
Messungen keine unmittelbare Anwendung gemacht ist. Dies
‘gilt namentlich von dem groften Teile des Inhalts der gegen-
wirtigen ersten Abhandlung.
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[262] 1.
Von der Aufgabe:

die. Teile einer gegebenen Fliche auf einer andern
gegebenen Fliche so abzubilden, daf die Abbildung
dem abgebildeten in den kleinsten Teilen #hnlich wird,

habe ich im Jahre 1822 eine allgemeine Auflssung gegeben,
welche Herr Konferenzrat Schumacher im 3. Heft der Astro-
nomischen Abhandlungen hat abdrucken lassen. Bei der An-
wendung dieser Aufgabe auf die hohere Geodisie, fiir
welche sie eine vorzfiglich ergiebige Hilfsquelle wird, macht
sich das Bedirfnis fithlbar, Abbildungen, welche unter der an-
gegebenen Bedingung stehen, durch eine besondere Bemennung
auszuzeichnen, und ich werde daher dieselben konforme Ab-
bildungen oder Ubertragungen nennen, indem ich diesem sonst
vagen Beiworte eine mathematisch scharf bestimmte Bedeutung
beilege.

In der angefihrten Schrift ist die allgemeine Auflisung,
welche eine willkiirliche Funktion einsehlieBt, auch auf mehrere
bestimmite Flichen angewandt; das letzte dort behandelte Bei-
spiel betrifit die konforme Ubertragung der Oberfliche des
Umdrehungsellipsoids auf die Kugelfliche, und es ist [Art. 13]
zugleich eine solche Bestimmung der arbitriiren Funktion an-
gegeben, die zu einer sehr brauchbaren Anwendung auf die
hohere Geodisie benutzt werden kann. Diese Benutzung war
a. a. O. nur kurz angedeutet, und eine ausfithrlichere Entwick-
lung vorbehalten. Ieh werde jedoch anstatt dieser speziellen
Auflosung eine etwas abgeinderte und fiir die geoditischen
Anwendungen noch viel mehr geeignete Methode zur konfor-
men Ubertragung der ellipsoidischen Fliche auf die Kugel-
fliche in der gegenwirtigen Abhandlung entwickeln und da-
mit zugleich alles zu einer solchen Benutzung erforderliche
verbinden.

2.

Die allgemeine Auflosung der Aufgabe, angewandt auf die
ellipsoidische und sphiirische Fliche, gibt folgende alle kon-
formen Ubertragungen der einen anf die andere umfassende
Formel (1):

. . 1—ecosw le%
1LT= ol f T T2 .
T—+vlogeotgd U=f(t +1ilog {eotg Lw (1 ecosw) ) (1)
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Es bezeichnen hier
[263] ¢ die Exzentrizitit der Ellipse, durch deren Umdrehung
um ibre kleine Achse die ellipsoidische Fliche erzeugt wird,;
¢ und 90° —w die L#nge und DBreite eines unbestimmten
Punktes auf dieser Fliche, mithin w den Winkel einer in
diesem Punkte gegen die Fliche gezogenen Normale mit der
kleinen Achse; :
T und 90° — U die Linge und Breite des entsprechenden
Punktes auf der Kugelfliche;
¢ die imaginire Einheit J/—1;
f die Charakteristik fiir eine willkiirlich zu wihlende Funktion.
Die Logarithmen sind immer die hyperbolischen.
Durch m wird das VergroBerungsverhilinis bezeichnet werden,
so verstanden, dafll jedes Linearelement auf der ellipsoidischen
Fliche sich zu dem entsprechenden Linearelement auf der
Kugelfliche verhilt wie 1 zu m: dieses Verhiltnis ist an jeder
Stelle der einen und der andern Fliche ein bestimmtes, fiir
verschiedene Stellen verinderlich.
Die einfachste Auflosung erhdlt man, indem man die will-
kiirliche Funktion schlechthin ihrem Argumente gleich, oder

fv=wv

setzt, und diese Ubergangsart ist in der Tat auch die geeig-
netste, wenn die ganxe Oberfliche des Ellipsoids auf die Kugel-
fliche iibertragen werden soll. Fir die Anwendung auf ge-
odatische Rechnungen, wo immer nur ein vergleichungsweise
sehr kleiner Teil der Erdfliche in Betracht kommt, ist es aber,
wie schon a. a. O. bemerkt ist, viel vorteilhafter, der Funk-
tion noch einen konstanten und zwar imaginiren Teil beizu-
fiigen, oder

fv=v—ilogk

zu setzen. Es lassen sich dann der Halbmesser der Kugel
und die Konstante £ so bestimmen, daB die das Vergréferungs-
verhiltnis ausdriickende GroBe m, von deren geringer Un-
gleichheit innerhalb der Grenzen der dargestellten Fliche die
Bequemlichkeit der Anwendung auf geoditische Reehnungen
vornehmlich abhingt, fiiv den mittleren Parallelkreis = 1, und
bis zu einigen Graden Entfernung nach Norden und Stiden
kaum merklich von 1 verschieden wird; die Abweichung von
dem Werte 1 ist niimlich von der zweiten Ordnung in Be--
ziehung [264] auf den Abstand vom mittleren Parallelkreise,
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und enthiilt auBlerdem noch die Abplattung oder das Quadrat
von ¢ als Faktor.

Allein dieser Vorteil 148t sich noch sehr vergréfern, wenn
man anstatt jener Bestimmung der willkiirlichen Funktion eine
etwas abgeiinderte, fiir die Rechnung fast ebenso bequeme
wihlt, indem man nimlich unter Zuziehung einer zweiten Kon-
stante o,

fv=qav—iloghk

setzt. Man hat dann in seiner Gewalt, durch zweckmiBige
Bestimmung der beiden Konstanten zu bewirken, dafl die Ab-
weichung des VergroBerungsverhiltnisses 7 von dem Werte 1,
in Beziehung auf den Abstand vom mittleren Parallelkreise
ein GroBe der dritten Ordnung wird, ungerechnet den auch
hier bleibenden Faktor ¢ e,

3.
Die Formel 1 gibt, hei dieser Bestimmung der Funktion 7
T=at . . . . . . . @)
. ;o ofl e cos w\lee
L = gl —_— )2 3
tang § U==1 tang { w (1_600320) (8)

und fitr » findet man leicht, aus den in der mehrerwihnten
Schrift entwickelten Grundsitzen, den Ausdruck

_
_adsin UYL —¢ecos w?)
o  sin w

m (4)
wenn durch o die halbe grofie Achse des Ellipsoids und durch
4 der Halbmesser der Kugel bezeichnet wird, .
Die Differentiation der logarithmisch ausgedriickten Glei-
chung 3 ergibt
AU  adw aeesinwdw

sin U™ sinw 1 — ee cos w?

oder
iU a(l-—ee)sinU* (5)
d_u;“{l—ﬁaecoswz) sinew "7

Ebenso ergibt die Differentiation der Gleichung 4
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eecos w - sinw d w
1.— ee cos w?

dlog m = cotg Ud U— cotgw d w -

(1—ee)coswdw
(1 — ee cos w?) sin w

=cotg Ud U—

[265] folglich, wenn man mit Hilfe von 5 entweder d U oder
dw eliminiert, ‘

dlogm (1 —ee) (o cos U— cos w)

(6)

dw (1 — ee cos w?) sin w
dlozg:m_co,c 7 cosw  acosU—cosw ()
iv " %Y T asm U asmU C

Durch eine nochmalige Differentiation der Gleichung 7 er-
hilt man?)

d dlogm 1 + cos Ucosw sinw dw
a2z T smO? asin U2 ' asinlU 4 U
1 cos Ucosw | (1—eecosw?)sin w?

" sin U2 ¢t sin U2 + oo (l—ee)sin U? (®)

Soll nun fiir eine bestimmte Breite (Normalbreite) der Wert
von m der Einheit gleich werden, fiir andere Breiten hin-
gegen nur um GroBen der dritten Ordnung von 1 abweichen,
die Breitenunterschiede als Grofien erster Ordnung betrachtet,
go mull, wenn die Normalbreite auf dem Ellipsoid mit P, die
entsprechende auf der Kugel mit @ bezeichnet wird, fiir
w=90°—P, U=90°— @ in Gemiillheit der Gleichungen
4, 7, 8 sein:

acos P ,

“woos OYi—cosmpy 0 - O
esin@Q=sinP . . . . . . . . . . . . (10)
021_sinPsinQ_(l—eesinPZ)cosP2

o oo (l—ee)

oder, wenn man in letzterer Gleichung fiir sin Q seinen Wert
aus 10 substituiert,

(11)
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Durch diese Gleichung ist demnach « gegeben, sobald fiir

P ein bestimmter Wert gewdhlt ist; @ kann sodann durch

Gleichung 10, und 4 durch Gleichung 9 bestimmt werden ;

endlich ergibt sich % durch die Substitution von w==90° — P,

U=90°—Q in der allgemeinen Gleichung 3, nimlich

j— t3ng (45° 4- 4 P) (1~esinP $ae (12)
_tang(45°+%Q) 1—]—esinP)

4.

Die Berechnung der Konstanten 4, ¢, & und der Normal-
breite auf der Kugel Q aus P und ¢ wird man, da alle diese
GroBen wie Grundlagen fir die [266] Apwendung auf eine
gewisse Zone zu betrachten sind, gern mit besonderer Sorg-
falt und Schéirfe auszufithren wiinschen, und es verdienen da-
her -einige dazu dienliche Umformungen hier einen Platz: eine
Umformung wird ohnehin notwendig, wenn man von einer he-
stimmten Normalbreite nicht auf dem Ellipsoid, sondern auf
der Kugel, also von einem gegebenen Werte von Q ausgehen,
und daraus die ibrigen Grofen berechnen will.

Fihrt man drei Hilfswinkel @, £, 1 ein, so daf

sing=e¢. . . . ., . . (18)
tang {=tang pcos P2 ., . . | (14)
tang » = sin { tang P . (15)
80 wird

— 1 16)

" eosl (
Sin Q =cosLgin P . (17)
cosSneos Q=cos P . (18)

sin 9 = tang { tang Q N (
tang 4 (P— Q'=tang 1 { . tangfn . . (20)
sin(20—g)=ccos2Q . . . . . {

Die Gleichung 18 folgt leicht aus der Verbindung von 15
und 17; sodann 19 aus der Verbindung von 15, 17, 18;
ferner 20 aus 17, 18, 19, endlich 21 aus 14 und 17.

Am schirfsten wird man rechnen, wenn man, in dem Falle
wo P gegeben ist, sich der Formeln 14, 15, 20 bedient, um
der Reihe nach {, 1, @ zu bestimmen; fiir den Fall hingegen,

Wwo () gegeben ist, mittels der Gleichungen 21, 19, 20 die
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Werte von C, , P ableitet: zur Kontrolle mag man dann noch
eine oder einige der tibrigen Gleichungen benutzen. Fihrt
man noch einen vierten Hilfswinkel @ ein, nach der Formel

sin@=esinP . . . . . . . (22)
so wird
cosp=cos{cosneos® , . . . (28)

und die Formeln 9 und 12 erhalten folgende Gestalt?):

_acosP  acosy acosp  acos @
T acos@cos Q wcos®  cos®? 1—eesin P2
b tang (45° + & P)«

T tang (45° -+ 1 Q) tang (45° + L ©)«

[267] 5.

Teh begleite die Vorschriften dieser ganzen Abhandlung mit
einer auf das schirfste durehgefithiten numerischen Anwen-
dung, welche andern, die zur Verarbeitung ihrer Messungen
die hier vorgetragene Methode benutzen wollen, entweder als
Rechnungsmuster zur Konstruktion der erforderlichen Hilfs-
tafeln oder auch schon unmittelbar als Hilfsapparat fiir einen
groRen Teil der gemiBigten Zone dienen kann. In den meisten
Fillon wird man itbrigens sich mit einer »iel geringern Schiirfe
beguiigen konnen.-

Als Normalbreite withle ich 52°40', welche ungefihr dem
mittleren Parallelkreise des Konigreichs Hannover entspricht;
da es jedoch in einigen Beziehungen vorteilhafter ist, wenn
fiir die Normalbreite auf der Kugel, als wenn fiir die auf dem
Ellipsoid eine runde Zahl gewihlt wird, so setze:.ich

Q=52° 40’ 0"

Die Rechnung filhre ich nach den neuesten von Bessel aus
den Gradmessungen abgeleiteten Erddimensionen (Astrono-
mische Nachrichten 19. Band 8. 116), wonach, die Toise zur
~ Einheit angenommen,

log o = 6,5148235337
log cos ¢p = 9,9985458202

Es folgt hieraus, mit Hilfe der zehnzifferigen Logarithmen,
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p= 4° 41’ 9" 98262
loge=  8,9122052079
L= 1°43 26" 80402
7= 2 15 42 34083
P=52 42 253251
loga= 0,0001966553
O = 3°43' 34" 24669

log%: 0,0016708804
log A= 65152074703

Nimmt man das franzoésische gesetzliche Meter als Einheit an,
80 wird

log 4 ==6,8050274003

[268] Wihlte man hingegen den zehnmillionsten Teil des Brd-
quadranten selbst, nach obigen Dimensionen, zur Einheit, so
wiirde sein -

log 4 = 6,8049902865

6.

Die Berechnung der Breite auf der Kugel aus der Breite
auf dem Ellipsoid kann figlich nach der Formel 3 gefiithrt
werden, wenn sie nur fiir wenige Fille gefordert wird; fiir
ausgedehntere Anwendungen hingegen wird der Gebrauch einer
Reihe vorteilhaft sein, zu deren Entwicklung hier die nétigen
Formeln gegeben werden sollen,

Ich bezeichne eine unbestimmte Breite auf dem Ellipsoid,
oder einen unbestimmten Wert von 90° —w, durch P-4~ Py
und die entsprechende Breite auf der Kugel, oder den Wert
von 90°— U7 durch Q-+g¢. Nach dem Taylorschen Lehr-
satze wird

aU ddU ar a“r
=w-p—%.W.pp’_i_%.m.pfi_?%.m.p‘l_f_

usw.

wo fiir die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Werte
zu substituieren sind, welche zu p=0, oder zu w=90°— P,
U=90°— () gehsren. Die sukzessive Entwicklung der un-
bestimmten Differentialquotienten ergibt
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aU o(l—ee)sinU
dw (1 —eecosw?) sinw

ddU ol —ee)sinU
‘dw? (1 — eecos w?)?sin w?

{a (1 — ee) cos U — cos w
~+ee(cos wd — 2 cos wsin w?) }
BT a(l —eg)sinl
dwd (1 —eecosw?)sinw
— 3 a1 —ee)cos U (cosw — ee (cos w? — 2 cos w sin w?))

—+ 2 cos w2 - sin w? — ee (4 cos w* — 2 sinw?)
- €4 (2 cos w® — cos wt sin w2 - 6 cos w? sinwt) }

s{oa(1—ee)?(cos U2 — sin U?)

Die beiden folgenden, welche ich gleichfalls entwickelt habe,
getze ich, um den Raum zu schonen, in ihrer unbestimmten
Form nicht hierher. :

Die Substitution von w=90°— P, U=90° — @ ergibt
dann, wenn zugleich

‘anstatt ¢ sin Q@ der Wert sin P (nach Gleichung 10) und
cos P cos © cos P
= (nach
cos £ cos 7 o8 ¢
Gleichung 18, 16, 23)
substituiert, und zur Abkirzung cos P=¢, sin P=s ge-
: schrieben wird, [269)

anstatt «cos @ der Wert

dU _ cosg
dw  cos®
ad U 3eeccos

dwr ™ os@ P
AU  eecosp
dwd ~ cos ©°
d*TU  eccos @
dwt = cos O7

(Bcc—B8ss—Hee(12coss—+ 3s4))

c6s (16 —ee(49cc — 18 ss) — et (BB eoss
+2954))
(—16cc+12ss+ee (49 ¢t — 878 coss+9s?)

404 (628 ¢t ss + 174 cest — b4 s6)
+ 5(268 ot st - 220 ccs8 4 33 58))

ddU  eecosgp
dwd  cos @
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Bei dieser Entwicklung von q in eine Reihe nach p ist
stillschweigend vorausgesetzt, dafl beide Grofien in Teilen des
dem Halbmesser gleichen Bogens ausgedriickt sind: soll da-
gegen ¢ Sekunden und p Grade bedeuten, so mufl dem ersten
Gliede der Reihe der Faktor 3600, dem zweiten der Faktor

3600 7w \?
—_ 8 , -} =1
180 2077, dem dritten der Faktor 3600 ( I 80) L

usf. beigefiigt werden. Unter dieger Voraussetzung gibt die
Anwendung der Formeln auf unser Beispiel folgende Zahlen-
werte, welche ich in eine solche Form setze, dafl weitgestreckte
Dezimalbriiche vermieden werden:

q=359556" 69447 . L

-+ 3041,386524 . (

— 946,260563 - (
— 4135,396057 - (

+ 227,04342 . (l)

welche Reihe, da p in der Anwendung nur wenige Einheiten
betragen soll, immer sehr schnell konvergiert. Um fir die
Richtigkeit dieser Zahlen eine Bestitigung zu erhalten, habe
ich die Rechnung fiir p== — 6 und fir p»=-6, d. i fir

P-p=46° 42’ 2"53251 und fiir
P+p=58 42 2 53251

sowohl nach der Reihe, als nach der endlichen Formel 8 aus-
gefiihrt. Die Reihe gibt

(270] Q4 q=146° 40’ 37769794
Q-+g=>58 89 44 09285

die endliche Formel hingegen

Q- q=46° 40" 37769794
Q-+g¢=58 39 44,09283
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also so genau iibereinstimmend, wie zehnzifferige Logarithmen
nur verstatten.
7.

Auf ahnliche Weise liBt sich der Logarithm von m in
oine Reihe entwickeln, deren erste Glieder folgende sind:

— sin 2 ? 3 sin 2 g2 \
logm__-—6cosg4 osp m(ao—{—lieess)p
Sin2(p2 S .
+m@';(200_333—@6(400 — 20 ccss

— 6st) — et ss(104 ¢t 22 coss 4 3 s4) ) pb

Auch das folgende Glied habe ich (auf einem andern Wege)
entwickelt, jedoch nur nach dem Hauptbestandteile des Koef-
fizienten, welcher von der Ordnung ee ist, und dafiir gefunden:

sin 2 2 1

720 cos O10 ¢o (24 —18 cess— 15 s4) pb

Der durch diese Reihe ausgedriickte Logarithm ist der
hyperbolische, und p wird, wie oben, in Teilen des Halb-
mesgers ausgedriickt verstanden: verlangt man den briggischen
Logarithmen, indem man p Grade bedeuten lifit, so muf noch
P
180
ben werden. In dieser Gestalt wird fiir unser Beispiel

der Modulus als Faktor hinzukommen und fiir p geschrie-

p 3
1 = 4; ‘ 2 —
Og m 0700 96 4:33 ( : :)

0,0017329876 (-2- )"
s o (EO_O)
1’9 5

—0,002393772 (_)

— 0,0124746
[271] Die Anwendung dieser Reihe auf die oben betrachteten
einzelnen Fille gibt

fir p=—86, logm=-0,000001050448
fir p=-6, logm=—0,000001096531
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Die endliche Formel 4, welche man auch so schreiben kann

o — 2408 (Q 4 )Y/ [T —eesin (P+p)%)
_ acos (P p)

0087008 (Q + q))/(1 — ¢esin (P+p)?y)
o cos & cos (P +- p)

gibt, mit zehnzifferigen Logarithmen berechnet, bis auf die
zehnte Ziffer genau dasselbe,

8.

Fiir die umgekehrte Aufgabe, wo ¢ gegeben und p gesucht
wird, ist die Entwicklung in eine Reihe moch wesentlicher, da
die endliche Formel 3 in diesem Falle nur auf indirektem
Wege zum Ziele filhren konnte, Der Tuylorsche Lehrsatz gibt

dw ddw A3
PRar T ram Ut g o0 — et

wo fiir die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Werte
zu getzen sind, welche uu g=0 oder U= 90° — Q,
w=90° — P gehéren. Fiir die unbestimmten Werte der dref
ersten Differentialquotienten ergeben sich folgende Ausdriicke 3)

dw _ (1 —eecosw? sinw

auv o (1 —ee)sin U

ddw (1 — ee cos w2 sin 0

= (1 = ool sin U_2(a (1 — ee) cos U — cos w

=+ 6008 w(cos w2 — 2 sin 12))

3w 1 — eecos w?) sin w . .
FYi %‘m {ae (1—ee)2 (2 cos U2 - sin U?)

—3a(l—ee)cos Ueosw (1— e (cos w2 — 2 sin4v2))
~+ €08 0% — sin w2 — 662 cos w! — 12 cos w?sin w2
~+ 2 sinw) + ¢4 (cos w8 — 11 cos w0 sin w2

-+ 6 cos w?sin wt) }

Die beiden folgenden gleichfalls vollstindig entwickelten
Koeffizienten setze ich, um den Raum zu schonen, nicht hier-
her, da sie doch nur ZwischengroBen sind, um zu den End-
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resultaten zu gelangen. Diese finden sich nach der Sub- [272]

stitution von 90° — P, 90° — @) anstatt w, U, und nach An-

wendung der im 6. Art, angegebenen Umformung von «cos U
und o sin U, indem zugleich zur Abkiirzung ¢, s anstatt cos P,
sin P geschrieben wird, wie folgt:

_cosO
P =Gos )
3ee os
2 cos (2 1
+§?(E££Tu5{_ oo+ ss+ee(beoess —sd) }gd
+—————M—~—— cs {16 4 ee (41l cc — 17 ss) — ¢4 (101 coss

24 cos g4 cos O?
‘ — 6154} gt

ee ¢c—12ss 4 ee(41 ¢t —B22coss

120 cos @b cos ©F {160
—+ 81 st) — ¢4 (538 ¢t ss — 1536 cost -+ 126 s9)
~+ ¢6(857 ¢t st — 1080 ces® - 57 s8) }g5 4 usf.

-+

Die numerischen Werte fiir unser Beispiel finden sich dar-
aus in #hnlicher Form wie oben, d.i. wenn p in Sekunden,
q in Graden ausgedriickt wird,

p— 360443852122 (
— 3052,649780 (—
1+ 1002,642506 (Tq

4
-+ 4119,589282 (—)
— 431,181623( )

9.

Auf #hnliche Weise ist der hyperbolische Logarithm von
m in folgende nach Potenzen von ¢ fortschreitende Reihe ent-
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wickelt, wobei der Koeffizient von ¢6 nur nach seinem Haupt-
teile auf anderm Wege abgeleitet ist:

1 . 2ee £s03
g m = Beosgpoos @ %Y

ee
6 cos 2 cos G2

_l_

ce(l — Teess)qt

ee S
—_— .2 — -+ 4
30 cos ¢ 303 @3 B {2 cC 3 ss ee (200 10 ¢ess

+684)~e4(59o4ss—80034+336)}q5
ee 1
— . T (9 — 15 g4) g6
+18()cosrp4cos@4 co (Bt = 180055 — 1554 g

[273] Die Zahlenwerte in unserm Beispiele (fiir den brig-
gischen Logarithmen, und ¢ in Graden ausgedriickt) sind4)

- 'A%
log m = 0,0049796163 94 (100)

4
— 0,0016150807 6 (li)

00

3 g\’

— 0,0023973954 (1-07))

5 g’

—0,0125671 (I&))
10.

Bel einer weitumfassenden Vermessung, wo die ﬁbertragung
vom Sphiroid auf die Kugel oder umgekehrt fiir sehr viele
Punkte vorkommt, wird man, anstatt jedesmal auf die Formeln
zuriickzukommen, lieber ein fiir allemal eine ausgedehnte Tafel
berechnen. - Der Glebrauch einer solchen Tafel wird aber be-
quemer sein, wenn man ihr die Breite auf der Kugel ) -}q
zum Argument gibt, als wenn man die Breite auf dem Sphi-
roid dazu wihlen wollte, indem der Ubergang von ersterer auf
die andere viel haufiger erfordert wird, als der umgekehrte.
Fir jeden Rechnungserfahrenen wird tibrigens die Bemerkung
tiberfliissig sein, daB man behufs Konstruktion einer solehen
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Tafel nur eine miflige Anzahl von Gliedern direkt berechnet,
aus denen die ftibrigen mit eben so groBer Schirfe und sehr
geringer Mithe durch ein angemessenes Interpolationsverfahren
bestimmt werden. Es werden also dafiir die im 8. und 9. Ar-
tikel mitgeteilten Reihen zur Anwendung kommen, und gerade
deswegen ist es vorteilhaft, dafl nicht P, sondern @ eine runde
Zahl sei. ‘

Ich fiige am Schlufl dieser Abhandlung eine solche Tafel
bei, welcher der Normalwert ) ==52°40" (wie dem bisher be-
trachteten Beispiele) zum Grunde liegt, und die durch zwolf
Grade, von 46°40" bis 58°40’, fir alle Werte des Arguments
Q+ ¢ von Minute zu Minute fortschreitet. Sie gibt den zu-
gehorigen Wert von P-p auf fiinf Dezimalen der Sekunde
genau; ferner den briggischen Logarithmen von s auf zehn
Stellen, nimlich in Einheiten der zehnten Dezimale; endlich

dm
auch noch, in Sekunden ausgedriickt, den Wert von —and_é’

der Gebrauch dieser letzten Kolumne wird weiter unten er-
klsrt werden. Ich habe die Tafel deshalb mit so vielen De-
zimalen gegeben, damit sie auch fiir die allerschirfste Berech-
nung einer trigonometrischen Vermessung, nimlich fir eine
[R74] Durchfiihrung derselben mit zehnziffrigen Logarithmen,
vollkommen zureiche. Jeder, der diese Tafel zur Berechnung
von Messungen innerhalb dieser Zone benutzen will, wird,
wenn eine geringere Schirfe ihm gentigt (und dies ist aller-
dings der gewshnlichste Fall) nach Gefallen einige der letzten
Dezimalen weglassen. In welcher Form man iibrigens auch
die Resultate einer Messung darstellen mag, so sollte dies,
konsequenter Weise, immer in einer Schirfe geschehen, die
der Schirfe der Messungen selbst entsprechend ist, so daf man
aus den Zahlen der Resultate immer riickwirts die beobach-
teten Grofen ebenso scharf wieder finden kann, wie sie ge-
messen waren. Wihlt man also dazu ausschlieBlich die Lingen
und Breiten, so wiirde trigonometrischen Messungen, selbst von
nur miBiger Schirfe, durchaus nicht ihr Recht widerfahren,
wenn man die Resultate nur in solcher Schirfe ansetzen wollte,
wie Léingen und Breiten sich auf astronomischem Wege be-
stimmen lassen: man wiirde dadurch nur einen falschen MaB-
stab fir die Giite der Arbeit erhalten, und sich oft gerade
der durchgreifendsten Priifungen dieser Giite entiuflern ).

Ostwalds Klassiker, 177, 2
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11.

Die Benutzung der hier betrachteten konformen Ubertragung.
der Ellipsoidfliche auf die Kugelfliche zur Berechnung trigo-
nometrischer Messungen kann auf mehr als eine Art geschehen:
in der gegenwirtigen Abhandlung wird nur von der unmittel-
baren Benutzung die Rede sein; andere abgeleitete Axrten, sie
zu jenem Zwecke zu benutzen, sollen einer zweiten Abhand-
lung vorbehalten bleiben. v

Die unmittelbare Benutzung ist im wesentlichen sehon in
der oben angefiihrten Schrift kurz angedeutet. Ein auf der
Oberfliche des Ellipsoids durch kiirzesto oder sogenannte ge-
oditische Linien gebildetes System von Dreiecken wird auf
der Oberfliche der Kugel durch ein Dreieckssystem dargestellt,
worin die Winkel den entsprechenden auf dem Sphéiroid genau
gleich sind, die Seiten hingegen, wenn sie nicht Meridianbsgen
sind, zwar nicht in aller Strenge Bogen grofiter Kreise wer-
den, aber doch von solchen so wenig abweichen, daB sie in
den meisten Fillen als damit ganz zusammenfallend betrachtet
werden diirfen, oder daf wenigstens die Abweichung da, wo
die groBte Genauigkeit gefordert wird, mit aller nitigen Schirfe
leicht berechunet werden kann, immer vorausgesetzt, dal

[R75] erstens die Dreiecke sich micht gar zu weit von
dem Normalparallelkreise entfernen, und

zweitens, daB sie vergleichungsweise, n#imlich nach
dem Verhiiltnisse der Seiten zu einem ganzen Brd-
quadranten, klein sind, wie bei wirklich meBbaren
Dreiecken immer der Fall ist.

Dieses genaue Anschmiegen der auf die Kugelﬂéj.che'ﬁber-
tragenen Dreiecksseiten an grofite Kreishogen findet nun bei
der in obigem betrachteten konformen Darstellung - in noch
viel htherem Grade statt, als bei der a. a. O, vorgeschlagenen.
Wo diese [nach Art. 13] bei einem Abstande von 24 Grad
von dem Normalparallelkreise eine linearische Vergroferung
VO gyglpgy ergab, wirde die neue Methode nur eine Ande.
Tung von gygdygg geben.

- Man kann daher das ganze System, nachdem man zuvér-
derst eine Dreiecksseite auf die Kugelfliche gehorig iibertragen
hat, ganz so, als wenn es auf dieser selbst lige, mittels
der Winkel berechnen, nétigenfalls mit der eben angedeuteten
Modifikation, sodann fiir alle Punkte die Werte der Breiten
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und Léngen bestimmen, und von diesen mittels der oben
gegebenen Formeln odel vielmehr was die Breiten betrifft,
mittels einer solchen Hllfstafel wie hier beigefiigt ist, auf
die Breiten und Lingen auf del Ellipsoidfliche ﬁbelgehen

12.

Es bleibt demnach hier mnoch iibrig, die Bestimmung der
Abweichung einer auf die Kugelfliche iibertragenen geoditi-
schen Linie von dem zwischen denselben Endpunkten enthal-
tenen grofiten Kreisbogen zu entwickeln, wonach sich zugleich
in jedem Falle beurteilen 148t, ob die Beriicksichtigung dieser
Abweichung nétig werde. Man kann diese Aufgabe auf mehr
als eine A1t behandeln: fiir den gegenwirtigen Zweck, wo die
Reduktion immer nur eine sehr kleine Grofie betragen kann,
scheint folgende Methode die angemessenste zu sein.

Es sei L die in Rede stehende geodiitische Linie auf dem
Ellipsoid in unbestimmter Ausdehnung betrachtet, 3/ ihre kon-
forme Dalstelhmg auf der Kugelﬂache r und G die End-
punkte eines bestimmten Stiickes von M, endlich N ein durch
diese beiden Punkte gefithrter grofiter Klels Jeder Punkt in
N werde bestimmt durch seinen Abstand  von einem zuniichst
willkiirlieh auf N gew#hlten Anfangspunkte; jeder Punkt von
M durch seinen senkrechten Abstand y von N und durch das
dem Fuflpunkte dieses Perpendikels zukommende [276] .
Diese Koordinaten sind als in Teilen des Halbmessers ausge-
driickt verstanden wund miissen demnach mnoch multipliziert
werden mit 4, wenn man sie nach ihrer Lineargrofle, oder
mit 206265, wenn man -sie in Bogenteilen ausgedriickt ver-
langt. -

Ein Element von M wird durch

V/(cos y2 da? + dy2)
oder durch =2 . dg ausgedriickt, wenn man
i cos Yy
dy
cosyda tang

setzt, wo mithin v die Neigung des Elements gegen die Pa-
rallele mit &V bedeutet. Um die Vorstellung zu fixieren, mag
man sich die = von der Rechten nach der Linken, die ¥ von

Ok
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unten nach oben wachsend denken, wodurch also der Sinn
positiver Y von selbst bestimmt ist,

Das wie oben mit s bezeichnete VergroBerungsverhiltnis
beim Ubertragen der ellipsoidischen Fliche auf die Kugel-
fliche kann hier wie eine Funktion von g und y betrachtet
werden: die GroBe des Elements von L, dem jenes Element
von M entspricht, wird

Adeosy
" mcos Y

dz

sein, und wenn zur Abkiirzung

log tang (45° - ty)=u

gesetzt wird, wo mithin » gleichfalls Funktion von o und y
oder, was auf eing hinauvsléuft, von « und « sein wird, so
hat man

de
tang lp b— a,{j
und das Element von L
— An . dw
T eos Y

Die Natur der Linie M wird also durch die Bedingung be-
stimmt, daB zwischen irgendwelchen bestimmten Grenzen das

7
Integral ‘ / cos dz oder
du?
n V hudatl
f (1 =+ dwz) de

[R77] ein Minimum werden soll, wofiir nach den Regeln der
Variationsrechnung sich die Gleichung - ergibt

nday

dn 5/ du? dw
'V (1 + w)dx:fl*—ﬁ—d;;
V(“fm)
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oder
dn dx .
-— =d-nsiny
dw eosy
Unter an ist der partielle Differentialquotient verstanden. Diese

du
Formel ist streng und allgemeingiiltig. Fir unsern Zweck
aber, wo bloB das zwischen F und G liegende Stiick der Kurve.
M in Betracht kommt, in deren sémtlichen Punkten « und ¥
pur sehr kleine Werte haben konnen, diirfen wir 1 anstatt
costy und tang Y anstatt siny schreiben, mithin

dn

1 do=4d- ntangy
oder

ntang Y =/% da - Konst.

setzen, zugleich aber auch in dieser Formel anstatt der Werte,
d - C e
welche % und ﬁ% in der Linie M haben, diejenigen anwen-
den, welche in den korrespondierenden Punkten der Linie IV
(fir w="0 oder y=0) stattfinden und folglich mit den Wer-
dm dm

mmduw ~ mmdy

Zur bequemeren Ausfihrung der weiteren Entwicklungen
sollen jetzt die Abszissen von dem Punkte ' an gezihlt, oder
in diesem Punkte =0, in ( hingegen x =75 gesetzt wer-

{ibereingtimmen.

ten — und —
m

iWi=l, welches im allgemeinen zwar
mdy

TFunktion von # und y ist, hier abér bloB nach seinem in der
Linie N oder fiir y=0 geltenden Werte, also als Funktion
von & allein betrachtet wird; endlich seien 9, m?, 10, die be-
stimmten Werte von iy, m, ! in dem Punkte ¥, und v/, m/, I
die in dem Punkte G. Die obige Formel wird hiernach

den; ich setze ferner

mn tang WO l
£ 2’[— —m | —dx
m0 m

tang Y =

wo die Integration von =0 anfingt. Nehmen wir nun an,
daB ! und m in folgende nach Potenzen von w fortschreitende
Reihen
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[278] =04 %o~V aox - usw.
m =m0 (1 4 ux - u' s + usw.)

entwickelt sind, so ergibt die Rechnung

tang Y = (1 + pa 4 o' w4 usw.) tang )0
— DO — 1 (3 4 Puloes — (3 4 A —L0up
+ 30u1) 2% — usw.

und hieraus, weil u= ftang v . dz

U= (@44 paw 4- 1 ' 23 4 usw.) tang 0
—§ 0z — 1+ Pujwd — (A M 4 P hu
— P+ 3100 ot — ugw,
wo lkeine Konstante hinzuzufiigen ist, weil fir w— 0 auch

#=0 wird. Da nun auch fiir r=h w=0 wird, so folgt
aus dieser Gleichung

tang YO="170% - (17, — _1_j0,, Rh == (s ¥ — L Au h8 4 usw.
gYl=4 6 Tt TY it

Wird in der Gleichung fii Y auch anstatt @ der Wert h, und
statt tang iy der eben gefundene substituiert, so ergibt sich

tang Y’ = — L10% — (1 7 Te 0w hh— (4 N + Srhu
. — 1 Pupe 4100 1S usw.
a
V=104 20 MNhh 4 usw.
M =m0 (1 4 ph ' b -+ usw.)
80 wird
/m
FO04+17) h-,/”? =400+ (14— Lo 0w b
O =g+ Thr O — A 1) 18 s,
6,— :
—E DR Ty — @y 0 1
— GV + e dp — Tig Pt 435 100") b3 usw,

also in den beiden ersten Gliedern oder bis auf die Ordnung
hh mit obigen Werten von tang 10, tang 1)’ iihereinstimmend -
diese bequemen Augdriicke konnen daher als hinreichend scharfe
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Werte dieser Tangenten, oder unter Hinzufiigung des Fakiors
206265" als die Werte der Winkel 19, v selbst angenommen
werden. '

Die Linge der Linie L selbst, zwischen den Punkten auf
dem Ellipsoid, denmen auf der Kugel die Punkie F, G ent-
sprechen, ist das Integral :

279]  Af[2Y
M CO8 Y

yon =0 bis =" ausgedehnt; es wird aber immer erlaubt

sein, darin sowohl cosy als cosy =1 zu setzen und fiir m

denjenigen Wert, welcher in der Linie N oder fir y =0 gilt,

wodureh also das Integral

da
= Aj;no (14 uw—+4 p'zx 4 usw.)

= %VZ — duhhA4 Gpp— ) hd — usw)

wird. Es ist immer zureichend, den bis auf die Ordnung hh
damit iibereinstimmenden Wert

Al
]/mo m’

dafiir anzunehmen 6).

13.

Die Bestimmung der Grofen °, I geschieht auf folgende
Weise. Es sei 4 der Winkel, welchen an irgend einer Stelle
des grofiten Kreisbogens N dieser in dem Sinne wachsender
mit dem Meridian in dem Sinne von Norden nach Stiden ge-
nommen macht, den Winkel von diesem zu jenem in dem
Sinne von der Linken nach der Rechten geziihlt; es sei ferner
S die Breite an jener Stelle, 7 die L#nge von einem belie-
bigen Meridian an ostwirts gerechnet. Man hat dann daselbst

dS=—cosy de+tsiny-dy
sin g cos

AT = — v . L
08 S cos S/
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und folglich den partiellen Differentialquotienten

domn . dm  cosy dm

mdyzsmx'mdS cos S mdT

Da nun bei unserer konformen Ubertmgung m von der
dm

Li bhiines )
ange unabhingig oder md T

=0 ist, so wird

. dm
f=siny- md.S

Bezeichnet man die Werte von y in den Punkten F und ¢
wit 7 und 1800 (so daB nach gewshnlichem Sprach-
gebrauche 770 das Azimuth des groBten Kreishogens G in A
und V' das Azimuth deg grofiten Kreisbogens [280] GF in
G bedeutet); imgleichen die (immer negativen) Werte von

206265"dm |
20400 dm in denselben Punkten mit — k0 . g0 wird
2mdS ? !

206265" 10 = — 2 j;0gip, T70
206265" 7 —= - 21/ gin 7"

Die im vorhergehenden Artike] gegebenen Ausdriicke fiir
Yo ¢/, in Sekunden verwandelt, werden daher, wenn man die
von der Einheit hier nupr unmerklich abweichenden Faktoren

P
Vm“,, V;—n?) weglifit,
O=—4N(2k08in 70 — ¢ gin )
Y= —1h(2F sin 7' — k0gin 7o

Die dieser Abhandlung beigefiigte Tafnl gibt in der letz-
ten Kolumne unter der Uberschrift % die Werte von %0 %' fiir
die entsprechenden Werte von S, die in der ersten Kolumne
unter der Uberschrift © —+ ¢ aufzusuchen sind; da % immer
positiv ist, und sin 7" 0 sin 7’ immer entgegengesetzte Zeichen
haben, so wird Y0 negativ, Positiv, wenn G westlich von
I liegt und umgekehrt: hej der Berechnung erinnere man sich,
daB in diesen Formeln 7 alg in Teilen des Halbmessers aus.
gedriickt verstanden wird, also der in irgend einem Liéngen-
malle gegebene Abstand der Punkte 7, ¢ zuvor mit dem in
gleichem Mafe ausgedriickten Werte von A zu dividieren ist,
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Da in- unserer konformen Ubertragung der Ellipsoidfiiche
auf die Kugelfliche ein Meridian auf jener wiederum durch
einen Meridian auf dieser dargestellt wird, so ist klar, daB
jedes Element von L dieselbe Neigung gegen den Meridian hat
wie das entsprechende Element von M, und dafl folglich die
Azimuthe der geoditischen Linie in ihren beiden Endpunkten
bzw. VO 40 und V' - sein werden: sind aber umge-
kehrt diese gegeben, so werden sie auf die Kugelfliche redu-
ziert durch Anbringung von — % ‘— v’, und fiir die Berech-
nung dieser stets fast ganz verschwindenden Reduktionen ist
g offenbar ganz gleichgiiltiy, wenn man in den obigen Formeln
anstatt 79 V' die Azimuthe auf dem Ellipsoid anwendet?).

14,

Um nach den gegebenen Vorschriften die Reduktionen der
Richtungen, behufs der Ubertragung vom Ellipsoid auf die
Kugel oder umgekehrt, berechnen zu [281] kénnen, ist zwar
eine gendherte Kenntnis der GrofBe der Linien, der orientierten
Azimuthe, und der Breiten der Endpunkte erforderlich, was
~nur durch eine vorliufige Berechnung der Dreiecke zu er-
halten ist: allein dieser Umstand ist durchaus unerheblich, da
eine vorliufige schon die Ausfithrung der Messungen Schritt
fiir Schritt begleitende Berechnung ohnehin in vielen Beziehun-
gen ritlich und zur Zentrierung der exzentrisch gemessenen
Winkel, sowie zur Bestimmung des sphirischen oder sphiroidi-
schen Exzesses der Winkelsumme jedes Dreiecks sogar not-
wendig ist: ja fiir den ersten Zweck wird, ‘bei der Gering-
fiigigkeit jener Reduktionen, schon eine ganz rohe Anniherung
immer zureichen, wihrend das scharfe Zentrieren zuweilen, bei
etwas betriichtlicher Exzentrizitit der Standpunkte eine viel
weiter getriebene Anniherung erfordern kann. :Ich habe die
Vorschriften deshalb entwickelt, damit man, wenn man jene
Reduktionen berticksichtigen will, alles zu ihrer schirfsten Be-
rechnung notige bereit finde, oder wenn man sie niché beriick-
sichtigen will, leicht und bestimmt iibersehen konne, wie wenig
man dadurch aufopfert. Bei dem ganzen Hannoverschen Drei-
eckssystem sind die Reduktionen durchgehends so #uBerst ge-
ring, daf ihre Beriicksichtigung als giinzlich iiberfliissig er-
scheint, und in der ganzen Ausdehnung der Zone von zwolf
Breitengraden, filv welche ich den Hilfsapparat beifiige, bleiben
sie noch unterhalb derjenigen Bogensekundenteile, auf welche
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man sich bei den meisten Messungen in der Rechnung zu be-
schriinken pflegt. Um dies recht evident hervortreten zu lassen,
fiige ich hier noch die numerische Rechnung fiir ein Paar Bei-
spiele bei. )

In dem Hannoverschen Dreieckssystem kommen die grof-
ten Reduktionen vor bei den Richtungen der Seiten des Drei-.
ecks Brocken-Hohehagen-Inselsherg, welches Dreieck zugleich
das grofte und das von dem Normalparallelkreise am ent-
ferntesten liegende ist; bei allen iibrigen Dreiecksseiten tiber-
schreiten die Reduktionen nirgends zwei Tausendteile der Se-
kunde, und die meisten erreichen nicht einmal den Wert 0"001.

Es ist fir diese Punkte

Breite

auf dem Ellipsoid auf der Kugel k
Brocken 51° 48 2" 51° 46’ 3" 0"164
Hohehagen 51 28 31 b1 26 35 0,303
Inselsberg 50 51 9 50 49 16 0,687

(282] Die Logarithmen der Seiten des Drelecks in Toisen
sind
Hohehagen-Inselsherg 4,6393865

Inselsherg-Brocken 4,7353929
Brocken-Hohehagen  4,5502669

Die Azimuthe sind

Standpunkt Brocken
Ingelsherg 5o 42" 22"
Hohehagen 58 49 8

Standpunkt Hohehagen
Brocken 238 9 2
Ingelsherg 324 23 1

Standpunkt Inselsberg

Hohehagen 144 55 51
Brocken 185 36 21

Man braucht hierbei zwischen Werten auf dem Sphiroid
und denen auf der Kugel nicht zu unterscheiden, da fiir die
Logarithmen der Abstinde erst in der achten oder neunten
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Dezimale, fiir die Azimuthe erst in den Tausendteilen der Se-
kunde Ungleichheit eintritt, und fiir unsern Zweck Logarithmen
mit vier Dezimalen und Azimuthe in Minuten schon iiberfliissig
genau sind. Die Rechnung nach obigen Formeln gibt hiermit
folgende Reduktionen, wie sie mit ihren Zeichen zu den Azi-
muthen auf dem Sphiroid addiert werden miissen, um die
Azimuthe auf der Kugel zu erhalten!

Brocken-Ingelsherg -}~ 0"00055
Brocken-Hohehagen  —-0,00196
Hohehagen-Brocken — 0,00238
Hohehagen-Ingelsberg — 0,00332
Inselsberg-Hohehagen —-0,00428
Ingelsberg-Brocken  — 0,00083

Die Winkel des Dreiecks auf dem Sphiroid (zwischen den
geoditischen Linien) empfangen also zur Reduktion auf die
Winkel des Kugeldreiecks (zwischen grofiten Kreisbogen) die
Anderungen

[283] Brocken - 0700141
Hohehagen — 0,00094
Inselsberg — 0,00511

Ein zweites Beispiel entlehne ich aus der trigonometrischen
Vermessung der Schweiz*), wo das grofite Hauptdreieck zwi-
schen den Punkten Chasseral, Suchet, Berra eben an die
Grenze der Ausdehnung unserer Hilfstafel fillt. Wir haben
fiiv diese Punkfe

Breite

auf dem Ellipsoid auf der Kugel
Chagseral 47° 8 1" 47° 6’ 33"- 6”137
Suchet 46 46 23 46 44 57 6,948
Berra 460 40 36 46 39 11 7,173

Die Logarithmen der Dreiecksseiten in Metern sind

Suchet~Berra 4,7474503
Berra-Chasseral 4,7133766
Chasseral-Suchet 4,7808768

* Ergebnisse der trigonometrischen Vefmessung‘en in der Schweiz,
herausgegeben von J. Hschmann. Zirich 1840. 8. 79, 99, 189, 190, 106.

]
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Die Azimuthe

Standpunkt Chasseral

Suchet 48° 36" 41"
Berra 349 21 54

Standpunkt Suchet
Chasseral 228 10 40
Berra 280 47 19

A Standpunkt Berra

Suchet 101 18 40
Chasgseral 169 27 22

Hieraus ergeben sich die Reduktionen der Sphiroid-Azi-
muthe auf die Kugel-Azimuthe

[284] Chasseral-Suchet - 0704536
Chagseral-Berra  — 0,00966
Suchet-Chasseral - 0,06221
Suchet-Berra -+ 0,01014
Berra-Suchet —0,04717
Berra-Chasseral — — 0,06039

also auch hier ohne Einfluf auf die Rechnung, die in dem
angefilhrten Werke auf Zehntel der Sekunde gefiihrt ist.

15.

Die in den Art. 12 und 13 behandelte Aufgabe ist zwar
durch die gegebenen Vorschriften mit einer fiir die Anwendung
tiberflilssig ausreichenden Gtenauigkeit aufgelost; indessen ist es
doch der Mithe wert, und zur gleichmiGigen Vollendung einer
in der Folge mitzuteilenden Untersuchung sogar mnotwendig,
fiir einen speziellen Fall die Genauigkeit noch um eine Ord-
nung weiter zu treiben: dieser spezielle Fall steht unter der
Bedingung, daff die Linie IV in einem zwisechen 7 und G lie-
genden Punkte H den Normalparallelkreis treffe. Bs ist in
diesem Falle vorteilhafter, den Anfangspunkt der ®, nicht wie
oben in F, sondern in I zu setzen, wodurch bewirkt wird,
daf bei der Entwicklung von !/ und s in nach Potenzen von
« fortschreitende Reihen in der erstern das erste und zweite
Glied, in der andern das zweite und dritte ausfallen, oder daf
sie folgende Form haben:
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l=Azxx -4+ A o3+ usw.
m=1- pad - m'et-4 usw,

Fir ungsern Zweck wird von den Koeffizienten in diesen
Reihen nur der eine A erforderlich sein, wofiir sich aus der
im 9. Art. fiir logm gegebenen Formel verbunden mit den
Entwicklungen des 13. Art. leicht folgender Ausdruck ablei-
ten 140t

2 eecos Psin Pgin y cos y2
co8 @ cos @

= —

in welcher ¢, P, ¢, ® ihre oben erklirten Bedeutungen be-
halten, und fir y das in dem Punkte H stattfindende Azimuth
des Bogens N zu setzen ist.

Werden obige Reihen bei der Integration der Gleichungen

tang ldz

A dy =tangy - do
angewandt, so ergibt sich

tang @ = A (1 + wad 4w ot -4 wsw.) — 4 Aad — L A ot — usw.
w=B U (@4 L uwt 4+ L' a® 4 usw.) — L Aot

— oo A5 — usw.

~ Die durch die Integration eingefiihrten Konstanten, %, B,
lassen sich durch die Bedingung bestimmen, dal #=—=0 wer-
den muf fiir die beiden Werte von =, welche den Punkten
F, G entsprechen. Es seien diese Werte v = — L (b — J) und
w=-+L(h-+J), wo d den Wert von 2« in dem: mitten zwi-
schen F und G liegenden Punkte ausdriickt und, allgemein zu
reden, eine GroBe von derselben Ordnting wie 7 ist, oder von
einer hohern, wenn H dieser Mitte sehr nahe liegt. Man leitet
hieraus leicht folgenden auf die Ordnung A8 (einschl.) genauen
Ausdruck fiir % ab

A((h= 0t —(h— 9)%)

U= 1927,

=t Ad (hh + d0).

Substituiert man diesen in der Reihe fiir tang 1 und legt .
dann der Verdinderlichen  die bestimmten Werte — 4 (2 — d),
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4 4 (b4 0) bei, so ergibt sich, gleichfalls auf die dritte Ord-
nung genat,

tang Y= L Ah(hh— 201+ 800)
tang Y’ = — - Ah(hh — 200 + 3 d0)

In dem speziellen Fall der in der Folge zu entwickelten
Untersuchung kommt ibrigens zu der oben bezeichneten Be-
dingung noch der Umstand hinzu, dafl der Normalparallelkreis
mitten inne liegt zwischen den beiden Parallelkreisen, auf wel-
chen sich die Punkte F, G befinden, und infolge dieses Um-
standes werden schon die abgekiirzten Ausdriicke

tang 0= S AN3
tang Y’ = — 4 AN’

auf die dritte Ordnung genau sein, wie sich leicht auf fol-
gende Art zeigen 148t. Bezeichnet man die Breite von F mit
Q ¢, die von G mit @ — ¢, so geben -die sphirischen Drei-
ecke I, H, Pol und @, H, Pol die Gleichungen

[286] sin (Q+¢) ==sin Q cos § (b — 0) 4 cos Qsin § (h—J) cos
‘ sin (Q —¢q) = sin Q cos & (o~ J) — cos Q sin 4 (h—J) cos

und ihre Summe mit 2 cos @ dividiert
tang @ - (cos ¢ — c0s &/ + €08 & 0) = — cos L o sin 4 J cos .

Da nun offenbar eosg — cos L7 - cosd d eine GriBe zwei-
ter Ordnung ‘ist, so wird auch sin} dcosy, und Jeosy von
dieser Ordnung sein, mithin, da A den Faktor cos y? impli-
ziert, Ahhd von der vierten, und AhJdd von der fiinften Ord-
nung; hierdurch ist also die Weglassung dieser Glieder ge-
rechtfertigt. :

Das Endresultat dieser Entwicklung ist demnach, unter
der angegebenen Voraussetzung, in folgenden Formeln ent-
halten, wo anstatt der Tangenten von 1, ¢ die Bogen selbst
geschrieben sind:

ee cos P sin Pgin y cos 4213
12 cos ¢ cos O

T

ee cos Psin Psin y cos 4273

V= 12 cos ¢ cos O
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16.

Die Berechnung des Dreieckssystems auf der Kugel zer-
fallt in drei Hauptstiicke:

1) die Ausgleichung der Winkel nach allen den Be-
dingungsgleichungen, welche die Beschaffenheit des
Systems darbietet.

2) die Berechnung der simtlichen Dreiecksseiten.

3) die Bestimmung der Léingen und Breiten der Drei-
eckspunkte, in Verbindung mit der Orientierung der
von jedem derselben ausgehenden Dreiecksseiten.

Die Verwandlung der Lingen und Breiten auf der Kugel
in die wahren Léngen und Breiten auf dem Sphiroid geschieht
dann fiir die Lingen durch die Division mit dem konstanten
Divisor «, fiiv die Breiten mittels der hier beigefiigten Hilfs-
tafel oder einer andern auf #hnliche Weise besonders kon-
struierten, wenn man einen andern Normalparallelkrels zu
wahlen Ursache hat.

Mit Ubergehung der beiden ersten auf bekannten Griinden
‘beruhenden Geschifte fiige ich hier noch einiges in Beziehung
auf das dritte bei, welches sich auf die Auflosung der Auf-
gabe reduziert*): aus der in Bogenteilen ausgedriickten [287]
GroBe einer Dreiecksseite », ihvem Azimuthe 7 an dem An-
fangspunkte, und der Breite dieses Anfangspunktes S, abzu-
leiten das Azimuth der Seite an dem andern Endpunkte
T' ==180° die Breite desselben S" und den Lingenuntersehied
‘beider Punkte A. Da dies nichts weiter ist als die Auflgung
eines sphiirischen Dreiecks, so verdient diese Aufgabe nur
deshalb hier einen Platz, weil die gewdhnlich gebrauchten
Formeln hier einiger Umformung bediirfen, wenn man in den
Resultaten (nach der Bemerkung im 10. Art.) dieselbe Ge-
nauigkeit erreichen will, in welcher » gegeben ist, ohne mehr-
zifferige Logarithmen zu Hilfe zu nehmen. Um unter den
verschiedenen Auflosungsarten nach jedesmaligem Bediirfnis
wihlen zu konnen, setze ich zuvérderst diejenigen hierher, die
auf den bekannten elementaren Formeln der sphéirischen Tri-
gonometrie beruhen. '

*) Da diese Aufgabe hier wie eine fiir sich bestehende betrach-
tet wird, so konnen ohne Nachteil einige Buchstaben hier in an-
derer Bedeutung als oben gebraucht werden.
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Erste Methode

tang s == cos T'tang »
tang Tsin s
tang A = — —
e cos (S —s)
tang §' == cos 4 tang (S — s)
sin 7'cos S
cos S

sin 7" =

Zweite Methode

tang S

cos 7

tang T'cos 1

cos (R — 7)

tang 8" = cos 7" tang (R — )

sinrsin 7' sinssin "
cosS” ~ cos S

tang B =

tang T ==

sin 4 =

Dritte Methode
sin (45° 4- £ .5) smg(T’ -+ 4)
sin (45° 4 £ 8') cos —g LT+ 2)
cos(45° 4 1 L 8)sin L (1" — 2)=
08 (45° - 4 1 S') cos 1 (17" —2)

sin (45° 44 (S+7))sin L T
sin (45° 4 L (S — 7)) cos 4 T
cos (45° + 4 (S+7)sind T
cos (45° + 4 (S—r))eos 4 T

I i ll H

In Beziehung auf die Kiirze der Rechnung hat die dritte
Methode einigen Vorzug vor den beiden andern, wihrend diese
im allgemeinen die Resultate ein wenig schirfer geben kon-
nen, namentlich 2 immer mit vollig geniigender Schirfe: 77
wird aber, wenn es einem rechten Winkel nahekommt, durch
die erste Methode vergleichungsweise nur ungenau bestimmt.
Verlangt man aber alle drei Resultate mit gleichm#Biger und,
aus dem Gesichtspunkte des 10. Art. betrachtet, [288] zu-
reichender Schirfe, so ist zu einer direkten strengen Auflosung
folgende Umformung am vorteilhaftesten, wobei die beiden
ersten Formeln dieselben bleiben wie in der ersten Methode.

Vierte Methode

tang s == cos T'tang »
tang T'sin s

tang 4 = cos (S —s)
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tang ¢ = sin T'sin s tang (S — s)

sin v = gin T'tang L r sin s

sin ¢ =tang ttang 4 A cos (S — s)
§=8—s—o0
T=T—t—z

Diese vierte Methode 148t fdr die Schirfe nichts zu wiin-
gchen ibrig; aber die unmittelbar in dieser Form gefiihrte
Rechnung erfordert ein etwas beschwerliches Interpolieren bei
Bestimmung der kleinen Bogen durch die Logarithmen der
Tangenten oder Sinus; man kann jedoch diesem Ubelstande
leicht ausweichen, indem man die trigonometrischen Funk-
tionen in Reihen entwiekelt, wodurch man in den Stand ge-
setzt wird, ohne Nachteil fiir die Schirfe, die Rechnungen
mittels der Logarithmen der Zahlen zu filhren. Es wird zu-
reichend sein, von dieser Verwandlung nur die Hauptmomente
hierher zu setzen.

Esg sei

7008 T=2s°
rsin T'=w

Es wird dann, wenn zur Abkiirzung die Grofle des Bogens von
einer Sekunde in Teilen des Halbmessers oder der Bruch

7T )
N val t . 3 H . " -
648000 durch ¢ bereichnet und » wie eine Grofle erster Ord
nung betrachtet wird, bis auf Grofen fiinfter Ordnung (aus-

schlieBlich) genau
s=s"(1+Ftoorr—400s°s°) =51+ L0007
Setzt man dann ferner
vtang (8 — s)=1°
v p
sos (59—
so wird
[289] t=1°(1 —Foorr— oot
Lh=1°(1—{00s°s° — Lot
=40v°(1 — 1500 — £ 00s°s° —fot°°)
r=40vs” (147500 —§00ss)
Ostwalds Klassiker, 177. 3
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fiir £ und A auf die finfte, fix ¢ und = auf die sechste Ord-
nung (ausschlieBlich) genau. Noch bequemer und ebenso ge-
nau ist es, hierbei sogleich die Logarithmen zu gebrauchen,
wodurch die Formeln, wenn man zur Abkiirzung das Produkt
der GroBe i 0e in den Modulus der briggischen Logarithmen
mit g bezeichnet, folgende Gestalt erhalten:
log s =logs® 44 urr —4uss®
log t =log?® — 2urr —4ut®®
log A==1logA® — 2 us®s® — 4 ut°¢°
log o =log4ovi®— wrr— 3 us®s®— 3 ui’P°
logz=1loglovs® 4 b urr— 6 us®s®
Diese fiinf Formeln in Verbindung mit den vorhergehen-
den fiir s% t°, A° bilden eine fiinfte Auflésungsart, deren Eigen-
tiimliches es ist, dall geniherte Werte der Groflen s, ¢, 4, 0,
durch kleine sehr leicht zu berechnende an den Logarithmen
anzubringende Korrektionen zu scharfen erhoben werden. Die
hierbei vorkommenden konstanten Logarithmen sind
logo = 4,6855748668 (— 10)
log 4 0 =4,3845448712 (— 10)
log 1o ==17,9297527989 (— 20)
oder wenn jene Korrektionen sofort als Einheiten der sieben-
ten Dezimale erscheinen sollen

log u = 4,9297527989  (— 10)

von welchen Logarithmen jedoch hier nur die ersten Ziffern
zur Anwendung kommenS$).

17,

Viel einfacher lassen sich aber die Relationen zwischen den
GroBen », S, &', T, T', A ausdriicken, wenn man von dem
Mittel der beiden Breiten [290] und der beiden Azimuthe aus-
geht. Schreiben wir

LS4S8)=B, yT+T)=4, S—S8=b T—T=a
s0 haben wir zuforderst die Formeln

sindrsind =sin}Acos B

sinf7cosd =coslisindd
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costrsinta=sin}AsinB
cosdreosfa=rcos L Acostb

wonach man also, wenn 4, B, » als gegeben betrachtet wer-
den, ¢ und A durch die Formeln

sin 4 tang Biang L r=sin{a
sin 4 sin 4 7

=ginl A
cos B ¥
und sodann b aus
cos A tang L. r
—““’*—Tg—%*“ == tang é‘ b
cos L a
oder
cos Agin L » .
———2% —gindbd

cos & A

bestimmt. Anstatt dieser Formeln wird man aber, wegen der
Kleinheit von r, @, 4, b, lieber die folgenden anwenden, welche
viel bequemer und bis auf die fiinfte Ordnung (ausschlieBlich)
genau sind:

a® ==1rgin A tang B

70 — rsin 4
" cos B
b° =1rcos 4

loga=loga® -+ wrr —+Luaa®
log A=1logA° — Lurr L urr°
log b =1log 8° - 4 pa®a® - 1 A°A°

wo, wie man sieht, die dritte Korrektion der Summe der ersten
und der doppelten zwelten gleich ist.

Fiir unsere Aufgabe geben zwar diese Founeln keine di-
rekte Auflosung: indessen kann man sie als Kontrolle oder
als konzentrierte tibersichtliche Inhaltswiederholung der direk-
ten Auflosung gebrauchen. Wer aber in numerischen Rech-
nungen einige Gewandtheit besitzt, wird sie auch leicht zu
einer indirekten Auflosung benutzen konnen und dieser, zu-
mal wo anderer Zwecke wegen eine grob geniherte schon vor-
angegangen ist, wegen ihrer Bequemlichkeit und Schirfe vor
allen andern Auflésungen den Vorzug geben?),

3%
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Zweite Abhandlung.

[803] Die Aufgabe, aus der Grofle der Seite eines Drei-
ecks auf der Erdoberfliche, dem Azimuthe an dem einen End-
punkte und der geographischen Breite dieses Endpunkfes ab-
zuleiten das Azimuth an dem andern Endpunkte, dessen Breite
und den Lingenunterschied beider Punkte, gehtrt zu den
Hauptgeschiften der hoheren Geodiisie. Fir den Fall der
Kugelfliche ist der Zusammenhang zwischen jenen sechs Gréfen
am SchluBl der ersten Abhandlung in der einfachsten und zur
scharfsten Rechnung geeigneten Form aufgestellt, welche anch
leicht zu einer bequemen Auflgsung der Aufgabe selbst be-
nutzt werden kann. Eg wird dadurch das Verlangen nach
dem Besitz einer analogen unmittelbar fir die Ellipsoidfliche
gilltigen Aufldsungsart erweckt, und der Zweck der gegen-
wiirtigen Abhandlung ist, eine solche zu entwickeln. Vorher
soll jedoeh erst die Auflosung fir den Fall der Kugelfiéiche in
ein noch helleres Licht gestellt werden. Des bequemeren Zu-
riickweisens wegen lasse ich die Zahlenbezeichnung der Artikel
gich an die erste Abhandlung anschliefen.

18.

Um den Grad der Genauigkeit, welcher durch die Formeln
des 17. Art. erreicht wird, besser beurteilen zu konnen, wer-
den noeh die Glieder der nichstfolgenden Ordnung entwickelf
werden miissen; es ist jedoch wohl der Mithe [304] wert, das
Verfahren anzugeben, nach welchem diese Entwicklung heliebig
weit getrieben werden kann.

Ich erlaube mir an den dort gebrauchten Bezeichnungen
einige Abiénderungen, teils des bequemeren Druckes wegen,
teils um den verschiedenen Bezeichnungen in den einzelnen
Teilen der gegenwirtigen Abhandlung etwas mehr Symmetiie
geben zu konnen. Zundchst bedeute hier ‘

7 die Entfernung der beiden Punkte voneinander, den
Halbmesser der Kugel als Kinheit angenommen.
B+41b und B—4b die Breite am ersten und zweiten

. Endpunkte von 7. )

- T431tund T—4¢-5180° das Azimuth des zweiten
und ersten Endpunktes, bzw. vom ersten und zwei-
ten aus.

! den Lingenunterschied.
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Es wird angenommen, daf das Azimuth von Stiden nach
Westen zu gezihlt und ! als positiv betrachtet wird, wenn der
aweite Punkt westlicher liegt als der erste.

- Es soll ferner gesetzt werden

f=nrcos T

z=rs8inT - tang B
_rsinT

" cos B

welehe Grofen dasselbe ausdriicken, was im 17. Art. mit &°,
a°, A° bezeichnet war, niimlich die bis auf die dritte Ordnung
~ (ausschlieBlich) genauen Werte von b, #, /, und zwischen denen
die Gleichung

rrTr=F3 4 Ak

stattfindet. Die Ordnungen werden hier immer so verstanden;
daB r wie eine GroBe erster Ordnung betrachtet wird.
Zur Abkiirzung wird noch geschrieben

2tang §r
r
inly
28ingr
Y

mn
n

Zu der beabsichtigten Entwicklung gelangen wir am leichte-
sten dureh Benutzung der Umwandlung der Formel
x=siny

[305] in die Reihe
logy =logz + L za 4 &% ot s ab 4+ 328 4 usw.
welche man leicht aus der bekannten ‘

y=u(l+4fax 4 Fot+ gt + 328+ uww)
~ ableitet. Wendet man dieselbe zuvdrderst an auf die Gleichung

tang B -sin 7' - tang L r=sin 4 ¢
oder '
1 g 7 == sin 4
Imr=singi
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indem man w=4m7, y=141t setzt, so wird (I

logt =log v+ log m —+ gy mm v e 4 5 44s miot
+ wedeo 70070 4 55288755 mB w8 - usw.

Ebenso, aus der Anwendung auf die Gleichung

sin Tgin § r

i A
=gind1{
cos B 2

oder
+nAh=sin}l
ergibt sich (II)
log #=1og A + log n + gy nndld -+ 4 %——9@42.4 + gelalso n8 A
+ 2505 ioe #8A8 + usw.
Die dritte Anwendung wird gemacht auf die Gleichung

cos Btang 17
g T sindd

nachdem dergelben vermoge der Substitutionen
nh
2/ (1 — 1 nndi)
cs B
tang T~ 2

tang I =

folgende Gestalt gegeben ist

nf
i —==gindb

2V/(1 — L nnii)
Es ergibt sich dann (III)

[806] logb = log 3 +log m — $nnd A - g nids
: +T‘L4n A8 A by n8A8 4 usw.
o S B (- et AR - Py nbit
4 —+ G 7848 - usw.)
+ 5 34 (nt +§)ZG}4}«+1—€7287M4+USW-)
+ geusse A% (0 4+ $n8AA -+ usw.)
+ 7988ttos 8 (0® + usw.)

-+ usw.
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oder, indem man die Glieder gleicher Ordnung zusammenfaft,

log b =log 3 + log n
. AT A R Yy
4+ gy nt (1P 30 BAAL + 45 24
4+ ggogwg 70 (19188 4 693 pAA
- 945 BB A% 4 945 AF)
+ gyoaioros 78 (2497 B+ 11460 8544
- 20790 B4t + 18900 8348 14175 A8)
-} usw.

Um die Gleichungen I, II, III in eine ganz entwickelte
Gestalt zu bringen, wird man in denselben noch substituieren

log 7 = -k 17 + g * + 500 ® + rekiioo 1 A+ WW.
mm==1 -4 + 5 r* + 15050 78 4= usw.
mi=1-4+ L4 JF5 -} usw.
mb =1+ L~} usw.
usw.

logn=— 4 — 3go"* — Te170* —wETEFOR" — W
nn=1— g+ ghgr* — soiwo 8 1 usw.
mM=1— L 4 Fort — wsw.
nb=1— L -} usw. ‘
usw, :

Wir erhalten demnach fiir die Logarithmen von #, 1, b oder
vielmehr fiir die Unterschiede dieser Logarithmen von den ge-
niherten Werten log 7, log 4, log §, zusammengesetate Reihen,
welche fortschreiten

fiir log ¢ nach den geraden Potenzen von 7 und 7, und
deren Produkten,

fiir log I ebenso nach A und 7,

fiir logb nach 3, A und 7,

[307) und die beigebrachten Zahlen enthalten diese Entwick-
lung bis zu den GroBen- der achten Ordnung (einschlieflich),
daher #, I, b selbst dadurch bis zu den GrdofBen der neunten
Ordnung einschlieflich oder der elften Ordnung ansschlieBlich
bestimmt werden.
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Die Entwicklung von log b kann auch auf eine andere Art,
némlich nach den Potenzen von 8, = und r geschehen. Setut
man

% == tang y
g0 wird )
y=z—31a8 415 — 1T+ 529 — usw.
und hieraus
logy =log % — 4wz 4 §§ #* — A3k 20 4= Pffle 28 — usw.

Wendet man diese Reihe an auf die Gleichung

tang 1 ¢

tang 4 b = 82l
408 2 tang B - tang T
nachdem man derselben verméoge der Substifutionen

'

tang B - tang 7 =

=/«

me
2V (1 — L mmer)

tang 4 ¢ ==

folgende Gestalt gegeben hat

sm
2V (1 — 4 mmzv)

=tang 1 b

so ergibt sich

log b =1log 8 -}~ log m —~ Fmmr v + gy miet 4 55 mbzb
-+ gf—g m378 —|— usw.

(man 4 L mirr 4= e mbzt
-+ ?JJI m8es 4 usw.)

— 1z BB
4+ il pH(mA 4 L mber - o mS et
B

—+ usw.)
— s B S+ i+ )
M_g‘sﬁ oo B8 (m8 - usw.)
-~ usw

oder, indem man die Glieder gleicher Ordnung zusammenfaBt,
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[308] log b = log 3 + log m
— sy mm (2 8 — 8 77)
+ sy M (26 B4 — 60 7T - 45 7)
— seogso MO (602 §6 — 1638 flrw
- 1890 B B¢ — 945 7f)
+ gyosoros M8 (7102 8 — 30120 Bvv

- 49140 B4zt — 37800 B 70 4 14175 78
— USW.

Durch Substitution der oben gegebenen Werte von log i,
mm, m* usw. erhilt man hieraus die gesuchte Reihe, welche
sich ibrigens auch aus der ersteren mach 3, 4, r fortschreiten-
den unmittelbar ableiten 1iBt, indem man 7 — BB — vz fiir AL
substituiert.

19.

Fiir unsern Zweck reicht es hin, die Formeln nur bis zur
vierten Ordnung (einsehlieBlich) genau aufzustellen, néimlich

log ¢ = log © 4 o' (297 4 77) + 55y (1474 420177 - 11 74)

log I =log A — gl (i — AL) — oglgy (44 10 rrAd — 11 A4)

logb=1log § — g'f (rr — Bf — B AA) — gylgy (4 + 10738
~+ 807 Ad — 11 p4+ — 30 SBAL — 45 14)

Anstatt der letzten Formel kann man auch eine der folgenden
gebrauchen:

log b =log 8 + ¢ (27 — 2L+ 877) +gglgy (14t — 40 BB
4+ 60977 -+ 26 3+ — 60 vy + 45 74)
log b =1log B + 3 (2 A 4+ 77) — 3y (12 BB — 12 B o
— 1424 — 32 Ahvr - 74
log b =1log B + ' (2 A —+ 77) — Hglgy (1277 — 129707
— 26 4+ — 8 Arr — 11 74

In allen diesen Formeln sind », 8, 4, 7, b, 1, ¢ als in Teilen
des Halbmessers ausgedriickt und die Logarithmen als hyper-
bolische zu verstehen. Sollen dagegen jeme sieben GroBen in
Bogensekunden ausgedriickt, und die Logarithmen die briggi-
schen sein, so erleiden die Formeln weiter keine Veréinderung,
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als daB der gemeingchaftliche Zahlenkoeffizient der Glieder
zweiter Ordnung <4 in § u, und der gemeinschaftliche Zahlen-
koeffizient der Glieder vierter Ordoung 4%y in # verwandelt
werden mul, wo g, » die Produkte der GroRen ;% ¢o und
soge 04 [809] in den Modulus der briggischen Logarithmen
bezeichnen, ¢ in der im Art. 16 angegebenen Bedeutung ge-
nommen (und damit auch p). Man hat fiir diese konstanten
Faktoren

log 1 ="7,9297527989 (— 20)

log v = 4,9206912908 (— 30)

Bis zu den Gliedern zweiter Ordnung stimmen diese Resul-
tate mit den im 17. Art. gegebenen iiberein. Der Zweck der
vorstehenden weiteren Entwicklung war nur, klar hervortreten
zu lassen, dafl selbst zur schiirfsten Rechnung die Glieder zwei-
ter Ordnung vollig zureichen: in der Tat kommt in dem ganzen
Hannoverschen Drejeckssysteme kein Fall vor, wo die Glieder
vierter Ordnung den Betrag von zwei Einheiten der zehnten
Dezimale erreichten, und nur ein paar Fille, wo sie eine Ein-
heit der zehnten Dezimale tiberschreiten.

20.

Wenn unsere Formeln, welche nicht von der Breite und
dem Azimuth an dem einen Orte, sondern von dem Mittel-
werte dieser GroBen an den beiden Orten ausgehen, zur Auf-
losung der zu Anfang dieser Abhandlung aufgefithrten Auf-
gabe benutzt werden sollen, so wird dies auf eine indirekte
Art oder richtiger durch stufenweise beliebig weit getriebene
Annsherung geschehen miissen. Der Gang der Arbeit besteht
darin, daf man von irgendeinem geniherten Werte von 7' aus-
geht (wofiir man in Ermangelung aller anderweitigen Kenntnis
oder Schitzung zuerst das gegebene Azimuth an dem ersten
Orte annehmen kann) und daraus einen viel schiirferen ab-
leitet; mit diesem dann dieselbe Rechnung wiederholt und da-
mit so lange fortfihrt, bis man zu stehenden Resultaten gelangt.
Man hat dabei zu beachten, daB bei den ersten Rechnungen
nur 4 oder 5 Ziffern der Logarithmen beriicksichtigt zu wer-
den brauchen, und dabei p und 7 anstatt der korrigierten b
und ¢ angewandt werden diirfen, daher man auch, bei diesen
ersten Rechnungen, sich um A und ! noch nieht zu bekiimmern
braucht. Die Formeln sind so, wenn fiir den ersten Ort die
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Breite mit B°, das Azimuth mit 7° bezeichnet wird, der Reihe
nach folgende:

B=rcos T
B=B"—1§

7 =1 sin T'tang B
7= TO—«—%T

[310] Nachdem man dahin gelangt ist, daB bei dem Gebrauch
von fiinfzifferigen Logarithmen der Wert von 7' sich nicht mehr
dndert, berechnet man A nach der Formel

A==rsin T'sec B

und fiihrt dann eine neue Rechnung mit sieben Dezimalen,
wobel man die logarithmischen Korrektionen mittels der Formeln

log b =1log f + pAd + L nve
logt=log v -} purr 4+ % uww

zuzieht und B=B° — b, T=T°—41 setzt. Eine noch-
malige Wiederholung wird-in der Regel dieselben oder kaum
merklich geiinderte Resultate wiedergeben, und dann erst wird
auch noch die Berechnung von ! nach der Formel

logl=1log A — L wm 44 uld

beigefiigt. Um die Schnelligkeit der Annﬁherung (die haupt-
siichlich von der Kleinheit von # abhingt, an einem Beispiele
zu zeigen, setze ich die Hauptmomente der Rechnung fir den
Ubergang von dem Dreieckspunkte Brocken zu dem Punkte
Inselsberg hierher. Es ist dies die grofte Drelecksseite in
dem Hannoverschen Dreieckssystem, viel grofer, als sonst bei
trigonometrischen Operationen vorzukommen pflegen.

Bei der nach den Grundlagen der ersten Abhandlung be-
arbeiteten konformen Darstellung auf der Kugelfliche ist die
Breite des Brockens B° = 51°46'3"6345; das Azimuth der
Seite Brocken-Ingelsberg 7° == 5°42'21"7704; der Logarithm
dieser Seite in Toisen = 4,7853929 oder in Teilen des Halb-
messers = 8,22018543 oder in Bogensekunden, wie bei un-
sern Formeln vorausgesetzt ist, log» = 3,5346106. Setzt man
zuerst 7= 5°42", so wird

5 = 3408"
B =51°17"40"
7 =424"
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und folglich ein geniherterer Wert

T = 5°38'60"
[311] Die hiermit wiederholte Rechnung ergibt

f = 3407”9

B=151°17'39"7

v = 420" 55

T=5°38'51"5"

Mit diesem Werte von 7 wird nun die schirfere Rechnung
angefangen und dabei zugleich die logarithmiseche Korrektion
mit zugezogen. Es findet sich, in Einheiten der siebenten
Dezimale

wrr = 99,76
WA= 247
gre = 1,60
folglich
urdh +Lprr=-+3
wrr - % wrr = -4~ 101
—SdurrLudd=—49
und

log 3 = 3,6324974
log b =3,5324977
b == 3407”9852
B =51°17'39"6419
log 7 == 2,6238492
log ¢ = 2,6238593
t = 42075904
T=5°38'51"4752

Eine nochmalige Wiederholung der Rechnung mit diesem Werte
von T bringt bei b gar keine Anderung hervor, und ¢ ver-
wandelt sieh in 420"5898. Man erhilt daher

Breite des Punktes Inselsherg
B° — b =50°49'15" 6493
Azimuth der Dreiecksseite Inselsberg-Brocken
T° — ¢t 4~ 180° = 185°35' 21”1806
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[312] Endlich findet sich

log 4 = 2,7315487
log I = 2,7315438
log I = 538" 9442 — (°8' 58" 9442.

Die Bequemlichkeit dieses Verfahrens wird allerdings erst
dann in ihrer vollen Grofe fihlbar, wenn man sich die Hilfen
des kleinen Mechanismus bei Handhabung derartiger Methoden
zu eigen gemacht hat, wozu eine Anweisung hier nicht an
ihrem Platze sein wiirde. Ich begniige mich hier nur anzu-
deuten, daB, was in obigem Beispiele wie eine viermalige
Rechnung erscheint, nicht in der Form von vier getrennten
Rechnungen, sondern wie eine einzige geschrieben werden soll,
jndem man bei jeder neuen Uberarbeitung nur die letzten
Ziffern ergiinzt oder verbessert. Jedenfalls braucht man immer
nur die letzte Rechnung aufzubewahren, und gerade darin be-
steht ein grofer Vorteil, zumal.bei Messungen von bedeuten-
dem Umfange, daB man dann den ganzen wesentlichen Kern
der Berechnung fiir alle Dreiecksseiten im moglich kleinsten
Raume und in der iibersichtlichsten zu beliebiger Priifung der
Richtigkeit geeignetsten Form besitzt.

21.

Ich gehe jetzt zu der Hauptaufgabe selbst iiber, welche
fiir die Ellipsoidfiiche eine dhnliche Methode fordert, wie fiir
die Kugelfldiche im vorhergehenden gegeben ist. Die Auf-
losung dieser allerdings etwas verwickelten Aufgabe goll hier
auf zwei ganz voneinander verschiedenen Wegen abgeleitet
werden. Da die eine Ableitung, mit welcher der Anfang ge-
macht werden wird, sich auf diejenige konforme Ubertragung
der Ellipsoidfiiiche auf die Kugelfliche grindet, deren Theorie
in der ersten Abhandlung entwickelt ist, so kann die Auffin-
dung dieser Auflosung wie die erste muittelbare Benutzung dieser
Theorie fiir die Zwecke der hoheren Geodisie betrachtet wer-
den (vergl. Art. 11). A

Es mogen demnach jetzt durch B+ &b wnd B— 30 die
Breiten zweier Punkte auf der Ellipsoidfliiche bezeichnet wer-
den; ihr Lingenunterschied durch 7; das zwischen ihnen ent-
haltene Stick einer geoditischen Linie (und zwar hier nach
beliebiger Einheit gemessen) durch r; die Azimuthe der Linie am
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ersten und zweiten Endpunkte durch 7+ 4¢und 7—L#==180°.
Es handelt sich also darum, b, / und ¢ aus #, Bund 7 zu fin-
den durch Formeln, welche den oben [313] fiir die Kugel-
fliche gegebenen analog sind und in dieselben iibergehen,
wenn man die Exzentrizitit — 0 oder die beiden Halbachsen
der erzeugenden Ellipse unter sich gleich und =1 setzt.

Die Breite des der konformen Ubertragung auf die Kugel-
fliche zugrunde liegenden Normalparallelkreises bezeichne ich
(wie oben Art. 8) mit P fiir die Ellipsoidfiiche und mit Q
fir die Kugelfliche; zngleich nehme ich anm, dieser Normal-
parallelkreis sel so gewihlt, dal @ dem arithmetischen Mittel
der Breiten der heiden betreffenden Punkte auf der Kugel-
fliche gleich wird: diese Breiten selbst seien @ + 4 ¢ und
@ —%4g Es sollen ferner a, 4, ¢, ¢, ¢, © dieselben Bedeu-
tungen behalten, wie in der ersten Abhandlung, Art. 2, 3, 4 ff.;
es bedeuten nimlich

a die halbe grofle Achse des Ellipsoids oder den Halb-
messer des Aquators,

A den Halbmesser der Kugel,

1: 0o das konstante Verhiiltnis der Lingenunterschiede
auf dem Ellipsoid zu den entsprechenden auf der Kugel,

e==sin ¢ die Exzentrizitit der erzeugenden Ellipse,

sin @ = ¢ sin P.

Den zwischen den beiden Punkten auf der Kugelfliche ent-
haltenen Groftekreisbogen bezeichne ich mit s; die Azimuthe
dieses Bogens am ersten und zweiten Endpunkte mit U~ 4w
und U — 4% ==180° Erwigt man nun noch, daB der Lingen-
unterschied zwischen beiden Punkten = «! ist, so findet man
zunsichst die vier strengen Formeln

sings-cosU =costal -sintgqg
sinds.sin U =sind al-cos Q
cos§s-cosfu=cosfal cosiq
costs . sinfu=sindal. sinQ

und hieraus die niherungsweise richtigen

=s5-008U (14 gy qq — Jrss+Laall). . .. (1)
sin U ‘ .
c¢l=s‘OOSQ(l——;@ss—l—ﬁaall) ...... o (2)

w=s-8inU - tang Q (1 4 Iy ss | gy e} . . . . (3)
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Es ist unndtig zu erinnern, daB in diesen drei Gleichungen
l, ¢, s, w in Teilen des Halbmessers ausgedriickt verstanden
werden. Man sieht leicht, daB sie [314] bis auf die fiinfte
Ordnung (ausschlieflich) richtig sind, indem s wie eine Grofie
erster Ordnung betrachtet wird, und dall man, ohne den Grad
der Schirfe zu vermindern, in den eingeklammerten Gliedern
rechter Hand statt ¢, ¢/ und « auch s-cosT, s-%l(%g,

s ginU - tang Q substituieren darf.

22,

Es miissen nun zuvorderst die GréBen B, b, T, ¥, , welche
auf der Ellipsoidfliche ihre Bedeutung haben, mit ihren Kor-
relaten auf der Kugelfliche @, ¢, U, u, 4s verglichen werden,
Alle dafiir hier aufzustellenden Gleichungen werden bis wenig-
stens auf die dritte Ordnung (einschlieBlich) genau sein, und
daB dieser Bedingung geniigt werde, wird sich aus der Ent-
wicklung selbst leicht erkennen lassen.

Wendet man die im 8. Art. gegebene Reihe auf unsere
beiden Punkte an, so miissen die dort allgemein mit p und ¢
_bezeichneten Gréfen nach unserer jetzigen Bezeichnung aus-
gedriickt werden

fir den ersten Punkt durch B 4 +b—Pund Lg

fiiv den zweiten Punkt durch B —46—Pud —Lgq

und wir haben demmach die beiden Gleichungen

cos G 3 ee

2 cos @ 1™ S oos p?
ee

+ 16 cos ¢3 cos @ (=

~+ ee (5 cos P2 . gin P2 — sin P4)) ¢3

B4+ 1lb=P-+4 <cos P-sin P gq

cos P2 - gin P2

cos O 3 ee
—1p—P cg— . .sin P.
B—4 2 cos g q 8 cos g cos P.sin P. qq
ee
_— 7 (= 2 1 gin P?
. 16005(;)3003(9( cos P2 4 sin P

~+ ee (5 cos P2 . sin P2 — sin P4)) ¢
Durch Addition und Subtraktion ergibt sich also
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3 ee .
B:P—S_ESE—(E-OOSPme-qq ........... (4)
cos O ee
= . — 2.1 gin P2
o8 @ 1 8008(p3cos@( cos P% +4-sin P
4 ee (5 cos P2 sin P2 —sin P4)¢3 . . . . ()

Man sieht tibrigens leicht, daf die Gleichung (4) um Grofen
vierter, die Gleichung (5) hingegen nur um GroBen finfter
Ordnung ungenau ist.

Um 7 und ¢ mit U und » zu vergleichen, werden die am
SchluB des 15. Art. entwickelten Formeln benutzt werden
miissen, denen eine Voraussetzung [315] zugrunde lag, welcher
in der gegenwirtigen Untersuchung geniigt ist. Man hat da-
bei nur zu erwigen, daf die dortigen t° und ' nichts an-
deres sind, als hier 7-+4t— (U~+4u) und T— 4t —(U—Fu);
ferner das dortige - dasselbe was hier s; endlich dafl das
dortige 7 von der hier mit U bezeichneten GroBe im allge-
meinen nur um eine GroBe zweiter Ordnung verschieden sein
kann, jedenfalls aber der Unterschied wenigstens von der ersten
Ordnung ist. Es ergibt sich so, auf die dritte Ordnung ein-
schlieflich genau

eecos P-gin P .sinU -cos U2
12 cos ¢ cos © '

eccos P.sin P.sinU - cos U2
12 cos ¢ cos & '

§3

T+ it=U44uv—

33

T—4t=U—4%u-+

und folglich, ebenso genau,
T=U . o e (6)

eecos P-sin P sinU -« cos U? &
6 cos ¢ cos @ o

=1 —

Die Vergleichung der Liinge der geoditischen Linie auf
dem Ellipsoid mit dem GroBtekreisbogen auf der Kugel ist
zwar in Art. 15 fir den in Rede stehenden Fall nicht beson-
ders entwickelt: es ist jedoch sehr leicht, dies zu erginzen.
Hs ist nimlich in den dortigen Bezeichnungen die Linge des
geodatischen Bogens

o cosy
o Afmcosz,u de
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welche Integration von z = — 4 (h — J) bis @ =~ & (b - d)
auszudehnen ist. Da y und ¥ nur Gréfen von der dritten
Ordnung sind, so sieht man leicht, daB die Weglassung des-

sy

Faktors Z?)T in dem Werte des Integrals nur einen Fehler

der siebenten Ordnung hervorbringen kann. Jene Linge ist
also, bis auf die fiinfte Ordnung einschlieBlich genau,

:Af%: Afdw (1 — “uou3 — w'zd)
=Aw—1uat — L w25 4 Konst.
=A{h—F R4 hd%) u — s (W5 + 10 k39 9
+ 5104 u'}

Die Koeffizienten , 1’ lagsen sich angeben, wenn man in der
Reihe

2 ee cos P - sin P

3 cos ¢ cos O ’
ee coy P2

" 6cos 2 cos G2

me==1— 3

(1 —7eesin P2) g4 . .,

(welche von selbst aus der Art 9 gegebenen folgt) fiir ¢ die
Substitution macht

[816] g=—cos - — 4 tang Q - sin y2a2 ...

und

(deren leichte Ableitung hier weggelassen werden kann),

das Resultat mit der Reihe
m=1-4 uzd 4 @'at ...

zusammenhilt. Fiir unsern gegenwirtigen Zweck ist jedoch
mehr nicht ndtig, als nachzuweisen, dafll die gesuchte Linge
des geoditischen Bogens von A% nicht mehr als um eine
Grofe fiinfter Ordnung abweicht. Da nun ersichtlich 75 -
10729 4+ 5 hd* eine solehe GroBe ist, so braucht der ent-
wickelte Wert von ' nicht hierhergesetzt zu werden. Fiir w
aber ergibt sich der Wert

u_2eecosP-sinP
" Beosgcos O

/ - cos y3
Ostwalds Klassiker, 177. 4
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und da 0 cos ¥ nach Art. 15 eine GroBe zweiter Ordnung ist,
go wird offenbar auch (%3 d -+ hd3) u eine Grofe fiinfter Ordnung.

Wir haben demnach, da 7 dasselbe bedeutet, was jetzt mit
s bezeichnet ist, bis auf die fiinfte Ordnung ausschlieBlich
genatu

Endlich, damit alles fiir die weitere Entwicklung Erforder-
liche hier beisammen sei, setze ich noch folgende schon in
der ersten Abhandlung (Art. 4, 6 und 3) gebrauchte strenge
richtige Gleichungen hierher:

@ cos @

=G (9)
cos Q) = csOeos B (10)
o c08 ¢ ,
sin O — sin P
und die aus der Verbindung dieser beiden hervorgehende
tang Q = cosgtamg ' (11)

cos @

23.

Zur Erreichung unseres Zweckes brauchen nun bloff diese
Gleichungen gehorig kombiniert zu werden.

[317] Zuvorderst ergibt sich aus der Verbindung der Glei-
chungen (1), (2), (8), daB qgq + call — wu — ss eine Grofe
vierter Ordnung ist, daher man anstatt (2) auch schreiben
kann

s-sinll
— (1 — A
% oo O\ T F120 Falpuy

oder wenn man nach (8), (9) und (10)

7 cos G2 cos @ cos P
—, o o8 = ——"
a cos @ o8 ¢

schreibt,



Untersuchungen iiber Gegenstiinde der hoheren Geodiisie. 51

r7co8 @sin U

s— (1 — 4 4 L
= s P (1 — o 99 + 34 ww).

1 —ee sin P2
Es wird ferner —oo 4 = Vit —eosinp )
cos P cos P

(4) und durch eine leichte Rechnung entwickelt in

mittels der Gleichung

cos O V(1 — ee sin B2) 1 3 ee sin P2

cos P cos B ( 8 (1 —eesinP?) 49)

was bis auf die vierte Ordnung ausschliefilich genau ist. Wir
haben daher, wenn zugleich T fiir U geschrieben wird, gemiif
der Gleichung (6),

_7Y/(1 — eesinB) - sin T 1—10eesin P2 ,
= acos B t— 24(1 — eesin P2) 99+ g om)

Nachdem in dem eingeklammerten Teile noch substituiert ist

BN LA q, sodann ¢ fiir % und endlich B fiir
V(1 — eesin P?2)
P, was- alles, nach Gleichung (5), (7), (4), wie man leicht sieht,
geschehen kann, ohne den Grad der Genauigkeit zu vermin-
dern, und wenn wir auBerdem, zur Abkiirzung,

V(1 — eesin B2 =1
schreiben, so erhalten wir (I)

krsin T
" acos B

(1_(1 — 10 ee sin B2)
24 k2

9 |
SR b g 1)

24.
Auf shnliche Weise verwandelt sich Gleichung (1) in
g=scosU (1 — {5 qq~4 {5 ss+ L uw)

und daher Gleichung (5) in
4%
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rcos @3 cos U L ee ‘
Sty § [ o | — P2
& cos ¢ - =l 8 cos (2 cos G2 (cos

— sin P2 — ee (5 cos P2sin P2 — sin P4))] q
+ 5 55 4+ Fwu}

Fiir cos ©3 = (1 — cesin P%)? findet man leicht die mittels (4)
so weit, wie hier notig ist, gefithrte Entwicklung

[818] b=

9 et cos P2gin P2

38— (1 — 3 2% (1 —
cos @3 = (1 — eesin Bz (1 8 08 ¢ (1 — oo s P?

- q9),

wodureh die vorhergehende Gleichung sich verwandelt in
7 (1 — ee sin BY? cos U{ At ee
a cos (2 T2 8 cos 2 (1 — eesin P2
(cos P2 — sin P2 + ee (4 cos P2 sin P2 - sin I4)) ] q¢
+ iy ss - Fwu}

b=

oder in einer etwas verinderten Form

7k cos U{ ) 1 @
= woos ¢? 24 cos 2 (1 —ee sin lD2

— 14.¢4) sin P2 — 9t sin P4) qq 15 55 + §ur).

4 e6— (8 ee

Schreibt man nun noch hierin

cos b

V(1 — eesin P?)

71 (1 — ee sin P2)2
ac cos 2

anstatt ¢,  wegen (B)

anstatt ss, wegen (8) und (9)
T und ¢ anstatt U und w, wegen (6) und (7)

und zuletzt .
B fiir P wegen (4),

was alles ohne Nachteil fir die Genmugkelt O'eschehen kann,
so erhilt man (II) :
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7 k3

" @ cos 2

1 . '
. —_— — — in B2
cos T'{1 24]‘}4(2—{—-66 (8 ee — 14 ¢t} sin B

— 9etsinBY) - bb 4 e k2

12aa cos 2
25.

Aus den Gleichungen (1) und (3) erhellt, daB gqu von
s3 cos U2 sin U tang @, oder nach (11), von

s3 cos @ cos U2sin U - tang P
cos O

nur um eine Gréfe fiinfter Ordnung verschieden ist: es ist
daher verstattet, die Gleichung (7) auch so zu schreiben

ee cos P2

t=u(l ——5——g -
ul 6 cos 2

q99),

(319] oder wenn man fiir « den Wert aus (3) substituiert,
und nach (8), (9), (11)

__rcos @2  7rcos® tang P
T acosgp  .atangQ

setzt

7 c08 @ tang P - sin U ee cos P2
= i i e —
== . (1 b 2w - 15 ss 6 cos

99)-

Fir cos O - tang P ="7/(1 — ee sin P?) - tang P findet man nach
(4) den so weit wie hier notig ist entwickelten Wert

3ec — 6 etsin P28 gdsin P4
8 cos @2 (1 — ee sin P2)

V(1 — eesin B2) - tang B (1 -+ - q9)

und folglich

— 7-]ctannginU,1+ Bee - (dee — 14.¢4)sin P2+ 5 et sin P2
o a ' 24 cos ¢2 (1 — ee sin P?)
4 oy 8 oty v
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Macht man nun noch hierin dieselben Substitutionen, wie im
vorhergehenden Art., so erhdlt man als Endresultat (III)

t:rktangB-smT bh

1 5 e+ (4ee— 14.¢4)sin B2 b etsin B*
1+ 24 Jt
et : Ltt

T 12w cos (2 At

Die drei Formeln I, II, III enthalten im wesentlichen die
Auflosung unserer Aufgabe. Dall sie bis zur dritten Ordnung
einschlieflich genau sind, stebt durch ihre Ableitung unmittel-
bar fest. DaB aber in der Wirklichkeit ihre Gtenauigkeit noch
eine Ordnung weiter reicht, oder daf der Fehler jeder der
Formeln von der finften Ordnung ist, wiirde sich leicht durch
einige erginzende waschenentwmklungen oder auch dadurch
da.ltun lassen, daB in den Ausdriicken ihrer Natur nach keine
GroBen gerader Ordnung stattfinden konnen: ich halte mich
jedoch dabei nicht auf, da die zweite in den folgenden Arti-
keln {26—32) auszufiihrende Ableitung der Formeln dasselbe
Resultat von selbst in sich begreift.

26.

Diese Untersuchung ist wie eine selbstindige von allem
vorhergehenden unabhiingige zu betrachten, und es sollen da-
her zur Bequemlichkeit und zur Verhiitung von Ungewiﬁheiten
alle dabei zu verwendenden Bezeichnungen, so wie sie auf-
treten, erst erklirt werden. Meistens werden diejenigen Buch-
staben, welche schon in der ersten Ableitung gebmucht sind,
ihre dortige Bedeutung behalten, doch werden ein paar dex-'
selben (i und s), da sie dort bloB HilfsgroBen vorstellen, [320]
die in den Resultaten nicht meh: erscheinen, hier ohne Ubel-
gtand zu anderm Zweck benutzt werden dirfen. .

Durch die zwei Punkte der Ellipsoidfliche, auf welche die
Aufgabe sich bezieht, werde eine geoditische Linie, zuniichst
von unbestimmter Augdehnung, gefithrt, und auf derselben ein
beliebiger Anfangspunkt gewihlt. Das Stiick jener Linie von
dem Anfangspunkte bis zu einem unbestimmten Punkte werde
durch 4 bezeichnet; der Winkel, welechen an letzterem Punkte
die geodiitische Linie mit dem Meridian macht, jene in dem
Sinne wachsender u, diesen von Norden nach Siiden genom-
men, dureh X; Breite und Linge des unbestimmten Punktes
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dureh ¥ und Z. Ich nehme an, daB die Lingen von Westen
nach Osten, die Azimuthe X in dem Sinn von Siiden nach
Westen zu wachsen. Werden nun noch, wie immer bisher,
halbe groBe Achse und Exzentrizitit der erzengenden Ellipse
dureh @ und e bezeichnet, so hat man, aus bekannten Grinden

dy__ _cos X (1 — ee 8in Y2)% (1)
du'— (1 _ 66) o
4Z _  sin X (1 — eesin vy , 9
dw™ weos Yy 07

Ts ist ferner nach einem bekannten Lehrsatze die Grofe

_ sin X eos Y
V(1 — eesin Y2

fir alle Punkte derselben geodstischen Linie konstant, und
hieraus, wenn man logarithmisch differentiiert

ee cog Y gin ¥

cotang Xd.X'= (tang Y — m)

(1 —e¢) tangY

71 — eesinY? ar
folglich, aus der Verbindung mit (1),
dX __ sin Xtang Y (1 — eesin Y2 3
dw a R

Wir wollen jedoch unsere Aufgabe allgemeiner fassen und

ax_ oo 4z
FTYRERAC A Py w7

setzen, indem wir zunichst nur voraussetzen, daB =z, y, %
irgendwelche gegebene Funktionen der beiden Verinderlichen
X und Y sind. Es entstehe ferner durch neue Differentiation

[321] dz=a'dX 427

dy =¢ A X+ ¢'dY
dy =2dX -} 2'dY
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und dann durch nochmalige Differentiation

do’ = o dX 4+ 2" a7, Ao’ =a"dX +2%dY
dy’zy’”dX'—'—y""dY, dy”"——-‘y’de“!—@/vd)-r
ds' =4"dX + +"4aY, A" =#"a4X 4 x"dY

Es wird demnach, insofern Z, implizite, nur eine Funktion
von % ist,

4z
dn
ddz ! "
T = -+ yx

a3z
(EE =mw%’+wy’%”-{—m”a o +yy"%”+%9)%w

- 2wys" 4 gy

Die sukzessiven Differentialquotienten von X und Y lassen
sich auf dieselbe Art entwickeln oder unmittelbar aus denen
von Z ableiten, wenn man nur darin fir » ohne und mit Ak-
zenten bzw. x und % ebenso akzentuiert substituiert.

217,

Bs seien nun die bestimmien Werte, welche die vier Grofen
w, X, Y, Z in den beiden Punkten annehmen, auf welche
unsere Aufgabe sich bezieht, der Reihe nach,

fir den ersten Punkt R—4r, 7T--4# B--4b, L-41!
fir den zweiten Punkt R-4-%», 7T—44 B—4b, L—41

und ebenso, fir denjenigen Punkt der geoditischen Linie, wel-
cher zwischen jenen in der Mitte liegt, bzw. R, T, B, L, wo
demnach die Kursivtypen 7, B, L von den Antiqua T, B, L
wohl unterschieden werden miissen.

Es mogen ferner die in der Gestalt von Funktionen von
X und Y erscheinenden achtzehn unbestimmten GroBen

’ /] nr v
%, o, o, ", o7, @
’ " "r " v
LYY Yy, Y
14 1" 1" "t v
AN A A A7
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(822] durch die Substitution X=1T, Y= B die bestimmten

Werte
f, f! f" f/l! flrll fV

99,959 9" 9
by B, B, B, W, B

annehmen; hmgegen durch die Substitution X =17, ¥ =
folgende

f f/ fll f!l/ f’l” fV

5 g, g, 8" g””, g

h, hl h", h”l7 h!/!l hv

Durch den Taylorschen Lehrsatz wird der Wert von Z fiir
w=R — L r in die Reihe

az daz a7
14, Aogpr . " 1 93,
L—dr gt g — o7 gt W7

entwickelt, und der fiir w=R-4 }r in

o ddZz iy

1 b I WP Dbt SW.
_ LiA-4r dw+ gz TS .du3+mw’
wo fiir die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Werte
gesetzt werden miissen, welche dem Werte « = I entsprechen,

also

az

du =h

ddz , "

auiz__fh -+ gh |

dBZ AN, 1.7 1 r AN r"r
W:ffh - fg'h’ - f"gh’ 4 gg"h" - ffh

+ ) fghmr "l" gghv;
Da nun jene beiden Werte von Z bzw., = L ~ 41 und L—
sind, so erhilt man
L=L+4}{fb" 4gh"er .. ... ... ... (4)
l=—hr —z (ff'h 4 fg'h" 4 f"gh’ 4-gg"h"
+ ffh" 4 2 fgh" - ggh")s? L. .. (5)
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wo die erstere Gleichung bis auf Grofen der vierten, die an-
dere bis auf GroBen der fiinften Ordnung aussehlieflich ge-
nau ist*).

[823] Wenn man erwigt, daB in der obigen Entwicklung
in Beziehung auf Z nichts weiter vorausgesetzt ist, als daBl es
eine von u abhiingige verinderliche Grofe ist, deren Differen-

. Z . . . ,
tialquotient =" dureh irgend eine Funktion von X und Y

ausgedriickt werde, so kann man die gefundenen Resultate
anch unmittelbar auf jede andere in gleichem Falle sich be-
findende versinderliche GriBe, namentlich auf X oder Y selbst,
iibertragen, wenn man nur anstatt I, I, /, und der verschie-
den akzentuierten h bzw. 7, T, ¢ und die versehiedenen f,
oder B, B, b, und die verschiedenen g einschiebt. Zuniichst
gibt uns demnach die Gleichung (4), von welcher hier somst
kein direkter Gebrauch gemacht wird, folgende beiden, gleich-
falls bis zur vierten Ordnung ausschlieSlich genauen:

T=T+ } (' 4 1"g)rr
B=3B - {(fg' + gg")

Man schlieBt hieraus zuvorderst, daB % und h, als die Werte
von %, je nachdem man 7 und B, oder T und B fir X und ¥
substituiert, voneinander um eine GroBe zweiter Ordnung ver-
schieden sind, und zwar wird dieser Unterschied, bis auf die
vierte Ordnung ausschlieflich genau, bestimmt durch die Formel

4 " d% ! A d%
lo=h + L (ff' + £"g) rr - (ﬁ) + 4 (fg' + g8 )7'?‘(3—1;),

dx
wo fiir die partiellen Differentialquotienten (déi’) und (d_l/f)’
. L
oder z', #” ihre bestimmten Werte bei X =T, ¥ =03 anzu-
nehmen sind, néimlich b’ und h”. s ist also, bis auf die
vierte Ordnung genau,

bh=h—§ (ff'h + fg'h" + f"gh’ + gg"h") 7,

*) Die Bemessung der Ordnungen geschieht so, daB L wie eine
@

GroBe erster Ordnung betrachtet wird. Man erkennt leicht, daB
die Koeffizienten von s, 7, #3 usw. die Divisoren @, aa, a3 usw.
implizieren.
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und vermoge der Substitution dieses Wertes in der Gleichung
(5) wird bis auf die fiinfte Ordnung ausschliefilich genau

l=—To 4 g (2’0 + 2 fg'h" + 2 f"gh’ 4 2 gg"h”
— ffh" — 2 fgh™ — ggh’) »8.

Aus gleichen Griinden wie h von %, werden auch f, f’,
£ usw. g, ¢/, g usw. b, b" usw. von f, f/, f’ usw. g, ¢,
¢" usw. I/, I usw. bzw. um GroBen zweiter Ordnung ver-
schieden sein, und man kann daher in dem eben gegehenen
Ausdruck fiir 7 anstatt jener GroBen die letzteren ohne Ver-
minderung des Grades der Genaunigkeit substituieren. Es ist
also gleichfally bis auf die fiinfte Ordnung ausschlieflich genau

(824]) L= —hr 5y 2 FF'H + 2"k +2 g I’
+ 299" 0 — IR — 2 fgh™ — ggh’)13.  (6)

Der obigen Bemerkung zufolge darf man nun auch in dieser
Gleichung ! mit ¢ oder mit & vertauschen, wenn man nur

anstatt ]?,’ h'7 h”, 7/”/7 h////’ hv
im ersteren Falle 7, 7', /", /", ", ¥
und im anderen g, ¢, ¢', 9", ¢, ¢

setzt, so daB man hat

t=—fr4d5 QI 21 942119

+ 2799 — FfF" — 2" — f"99) ()
b=—gr+¢ 279 +2f99 +2f79"

+299"9" — 9" — 299" — 999")7%. (8

28.

Die drei Formeln (6), (7), (8) enthalten bereits das Wesent-
liche zur Auflosung unserer Aufgabe, so daf zu ihrver Ver-
vollstindigung nur noch eine mechanische Rechnung, nimlich
die Entwicklung der Werte der verschiedenen Differential-
quotienten und deren Substitution iibrig bleibt. Jene Entwick-
lung gibt, indem wir sofort anstatt der unbestimmten Werte
@, o' usw. y usw. die zu X =T, ¥ = B gehorigen bestimm-
ten f, /' usw., g usw. schreiben und zur Abkiirzung noch
setzen
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cos B=¢
sin B=gs
V(1 — eesin BY) =1

folgende achtzehn Werte:

kgin T
f =— e S
kcos T
’_-‘—' .
r= ac §
oo T 4
"= whoo (1 — 2 eess 4 eosd)
7 7CSi]1T
"=+ .
ac
zm___COST. o ) .
[ =- whioo (1 — 2eess + eest)
. sin T \
=g (@—380es+(oo2eYs
— (2 ee - e4) 5 - ets7)
k3cos T
328) g = —
k3gin T
! = ———ne—
g —+a(1——ee)
v, BkeecosT
T a(l—ee s
k3cos T
=T i e a(l—ee)
" 3 kee SI]l T
= (1_‘33) cS
v 3eccos T _
9" =+ i s (O — (B 2e0)ss + Seest)
h __IasinT
ac
Boo— keos T

ac
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T R L
kein T
et
S
4 :—E—-—T(Zi)]—a:hl—z"(i‘f‘ss—Zggé‘i).

29.

Wir wollen nun die drei Gleichungen (7), (8), (6) in fol-
gende Form getzen

t=—fr (L4 Frr)
b= —gr(1- Grr)
l=—hr (1l + Hrr)
wo
o — ksin T - tang B ,
a
gy — kcos T
a(l—eo)
_ m‘__ksin T
acos B

bzw. die genitherten und bis auf die dritte Ordnung ausschlief-
lich genanen Werte von #, b, ! sind, die zur Abkirzung mit
7, B, A bezeichnet werden sollen Jede der Groflen F, &, H
ist das Aggregat von sieben Teilen, nimlich

f’f”J 1 f" /__f gg"

—_ _ ! "
[326] Ir= Fr = 127 127
e 99
o o4 f
I e 199 7y fq"”
G 129 T T g5, +o1y 24J

+ ’1‘12 fg"” + 479
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g W _['g [y W g frue
127 125 125 12 ° 24h

fg hll!l g ghv
Tien T 241

30.

Die Werte der sieben Bestandteile von F ergeben sich der
Reihe nach

1) kk cos T2 N
12 aace
kk cos T2
10 1 — o L — "
2 T 12aa (1 — ee)oc (1 — 2eess 4 eest)
kk sin T2

8 + 12aa (1 — ee)co’ (1 — 2 eess - eest)

eekk cos T2

4) m-(l — 2 eess -+ eesd)

s ain T2
e L 4
6) +1—2~£‘%%- (1 — 2eess +eest)
N+ Wl cos T2 (2 —3eet(ee

24 aa (1 — ee)2cc
+ 2 ef)ss — (2 e | e4)sd).

Hier destruieren die Bestandteile 2 und 6 einander; 1, 4 und 7
vereinigen sich zu

+ Lk cos T2 )2 (2+386+(286

24 aa(l —
— 12 e4)ss - b et sY)
die Bestandteile 3 und 5 hingegen zu

Lk sin T2

+ 24 aa (1 — ee)ce

(2 — (14 Bee)ss
+ 2eesd)
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oder, da 2 — (1 - 3 ¢e)ss |- 2 eest identisch ist mit 2 cekk
+ (1 — ee)ss, zu

k4 sin T2 klk sin T2 s
12aa(l —ee) * 24 aacc ’
k*sin T2

Indem man nun noch m in

k* 4 sin T2
1200 (1 —ee) 12aa(l — eo)

verwandelt, und alles vereinigt, erhilt man

et kk gin T2 tang B2
F: i)
12 aa (1 — ee) + 24 g0
Lk cos T2

m . (5 ee + (4: ce — 14 64)$'S+ b 8484)

[327] und hieraus, in GemiBheit von {= 7 (1 - Fr),

it 1
p— P —— <L — (b
! T{1+12aa(1—ee) M+“TT+24754( e

4+ (dee—1detiss+Bets) BB} . .. ... .. (9)

31.

‘Pitr die siehen Bestandteile von G ergeben sich folgende
Werte:

kk sin T2
1+ 12 aace $ 88
kk sin T2
2) + Zaal—cdjos’ (1 — 2eess -+ eest)
3) eeklk gin T2 o5
daa(l —ee)
4) 3 etkkcos T2
4 aa(l—ee)? ooss
Lk gin 72
p) - resmiT
) 24 aace 58
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eeklk sin T2
daa(l -—ee)'

eelkk cos T2
7 R bEs L7 y
) Saa(i_egz (1 —(24-2¢e)ss+ Bees?).

6) -+

Hier destruieren die Teile 3 und 6 einander; die tibrigen ver-
einigen sich, indem man einerseits 1, 2 und 5, anderseits 4
und 7 zusammenfafllt in

kk gin T2
oA an (1 — 2o\ rn —_ 4
+24 aa (1 — ee)c (24 (1 — Bee)ss 4 2eest)
eekkcos T2
Qa1 — o3 — — 4
T 8aa(l — ee)? (1 (2 — 4 eg)ss 3oes ).

Das erste Glied verwandelt sich, da 2 4~ (1 — Hee)ss -+ 2eest
mit 2 cokk - 3 (1 — ee)ss identisch ist, in
It gin T'2 ki sin T2
12 aa (1 — ee) 8aace

Losen wir hier

k4 sin T2 n It Ik cos T2 1 — oos
12 aa(l — ce) 12 aa(l —ee) 12 aa(l — ce) (1—eess)
auf, so gibt die Vereinigung aller Teile

- kA kk sin T2 tang B2 Ik cog T2

T 12aa(l —eef 8aa 24 aa(l —ee)?

(2 4+ ce — (Bee — 14 e4)ss — 9 etst)
und hieraus, in Gemilheit von b =f (1 4 Grr),

ot 1
b=pg{1 +12cm(1 ee) g — 24 it (2 + e
— (Bee —ldet)ss — Oedsy) BB . .. L. (10)
[328] 32.

Endlich ergeben sich die Werte der sieben Bestandteile
von H folgendermallen:
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Ik cos T2

1 - aace
2) — 1—2(%0—%_%0—0 (1 —2e0ss 4 eest)
. J; sin T2
)
s I 2

L

A 2
o i

: 2
6) -+ % . 8s
7 4 ik cos T2 (14 ss— 2cest) .

24 aa (1 — eejee

Die Glieder 1 und 6 destruieren einander; die iibrigen ergeben
durch ihre Velalmgung

__kksin T2 o5 kk cos T2
" 24aacce 24aa (1 —ec)

woraus, in GemifBheit von /=1 (1 4 Hr7s) hervorgeht

(1 —10¢ess)

—_—_1(14——21@7:1——1—2—}%—3- (1 —10e¢ess)BB) .. ... (11)

Die Formeln 9, 10, 11, welche die Auflssung unserer Auf-
gabe in sich fassen, untelschelden sich von den Formeln III,
IT, T (Artt. 25, 24, 23) bloB darin, daB jene innerhalb der
Palenthesen da T und £ haben, wo in diesen ¢ und b steht,
was, wie man leicht sieht, in den Endresultaten nur Untel—
schlede finfter Ordnung hervorbringt: da nun jeme, wie aus
ihrer Ableitung erhellt, blS zur finften Ordnung ausschlieflich
genau sind, so ist bew1esen daB auch die nach der ersten
Methode gefundenen Formeln’ I, II, III (Art. 23—25) dieselbe
Genauigkeit besitzen.

33.

Zur numerischen Berechnung wird man die Formeln 9, 10,
11 lieber in folgende logarithmische Form bringen, bei welche1

Ostwalds Klassiker. 177. 5
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offenbar der Grad der Genauigkeit unverindert bleibt; 3 be-
zeichnet darin den Modulus des gewdhlten Logarithmensystems:

3991 lo f —log 7 — 24 4y
[329] logt=1log T 12aa(1—ee)'“ o Mo
M
+ 5y (B ee (oo —1det) s+ Botst) 5
M4
o _ et 1 ’ /
log b 10%/3—!-12[”6(1_68) re 4 & Moo
M : |
T 24t —(8ee— 14eY)ss —9etst
51 (2 oo — (Beo—14et)ss —Detsl)3p
(L —eo) M

log I =log A + 3y Mzr —

ST (1 — 10 eess)Bf

Da, wie man leicht sieht, in allen bisher entwickelten For-
meln die GroBen ¢, 7, b, 8, !, 2 als in Teilen des Halbmessers
ansgedriickt angenommen sind, so wird man, wenn jeme in
Sekunden ausgedriickt und dieselben Bezeichnungen fiir sie bei-
behalten werden sollen, den Formeln fiir 7, 8, A (Art. 29)

1
noch den Faktor = beifiigen miissen; in den Gleichungen 9,

10, 11 hingegen, sowie in den daraus abgeleiteten logarith-
mischen, muf den Gliedern, die 7z oder 8@ enthalten, moch
der Faktor go zugesetzt werden, wo o (ebenso wie oben Axt.
16 und 19) die GroBe des Bogens von einer Sekunde in Teilen
des Halbmessers bedeutet. Behilt man nun auch moch u in
der oben gebrauchten Bedeutung bei, nimlich

n=1yMee
und schreibt zur. Abkiirzung
I
1) =-
9
k3
@ = a{l—ee)o
Mt

12 aa(l—ece)
(4) = —2-%—4{5 ce 4 (4 ee— 14 64)ss -+ b ets?)
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(5) 2]04(2—}—66—-—(8 66—14: 6*)ss — 9 otsd)

6) = (L-z—]fe) ¢ (1 — 10 eess)

(7 =4u

so ist unsere Auflosung in folgenden sechs Formeln enthalten:

== (1) 7 sin T'tang B
/3:( )recos T
. == (1) r 8in 7" sec B
log ¢ ==log 7+ (8) rr ~ (4) B 4 (7) vz
log b =log 8 +4- (8)rr — (5) B - 8 (7) oz
log l=1log A — (6)3 8 (7) vz

[330] 34.

Von den sieben Koeffizienten (1), (2) usw. ist der letzte
konstant, namlich

log (7)== 7,6287228032 (— 20)
log 3 (7) = 8,1058440580 (— 20)

die itbrigen werden, sobald bestimmte Werte fiir die Dimen-
sionen des Ellipsoids gew#hlt sind, Funktionen der Breite B
und lassen sich also in eine Tafel bringen, deren Argument
B ist. Steht eine solche Tafel zu Gebote, so ist die Rech-
nung nach dieser Methode fiir das Ellipsoid eben so bequem,
wie die Rechnung fir die Kugel.

Ich fiige am Schlusse dieser Abhandlung eine solche Tafel
fir die Zone von 51° bis 54° bei, in welcher die Werte von
B von Minute zu Minute fmtschlelten und bemerke dazu fol-
gendes.

Von den Elhpsoxdelementen ist die Tafel nur insofern ab-
hingig, als darin eine bestimmte Abplattung oder ein be-
stimmter Wert von ¢ zugrunde gelegt ist, derjenige niimlich,
welchen die letzte von Bessel ausgefuhlte Rechnung elgeben
hat, und der auch der der ersten Abhandlung belgefuvten
Tafel zugrunde liegt (s. Art. 5). Damit der Zahlenwert von
blof von der Abplattung abhéingig werde, ist als Einheit nicht
die Toise oder ein sonstiges willkiirliches Maf angenommen,

5%
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sondern der zehnmillionste Teil des Erdmeridians, wonach
also ¢ unmittelbar durch ¢ mittels der Gleichung

ol —tog 13, 1315 1.3.15.35
@ 4 116 4.16-36° " Z.16-36.64°

1:3.15-35.63
el0 -
© 4163664100 usw.) = 20000000

deren Gesetz offenbar ist, gefunden werden kann, oder mittels
der ihr gleichgeltenden

20000000 579
. 8
=—07 646 206 "+ T6384°

1515
S ]
+655366 -~ usw.

Man findet so, mit jenem Werte von e,

@ = 6376851,447
log & = 6,8046062999

Es versteht sich, daf bei Anwendung unserer Tafel auch r
erst in derselben Einheit ausgedriickt sein muf; um dies zu
erreichen, wird man (gemif dem von [331] Bessel in Toisen
angegebenen Werte von @, Art. 5), wenn » urspriinglich in
Toisen ausgeduickt war, zu dem Logarithmen hinzuzusetzen
haben

0,2897827662

oder, wenn 7 urspriinglich in franzosischen gesetzlichen Metern
gegeben war, wird von dem Logarithmen subtrahiert werden
miigsen

0,0000371638.

Die Glieder, welche die Faktoren (3), (4) usw. enthalten,
kénnen als Korrektionen betrachtet werden, durch welche die
gendherten Logarithmen logw, log, log 4 in die berichtigten
log ¢, log b, log ! verwandelt werden. Diese Korrektionen sind
in allen Fillen, fiir welche unsere Methode angewandt werden
soll, nur sehr kleine Dezimalbriiche, und da jene Logarithmen
in der Regel siebenzifferig gerechnet werden, so ist es be-~
quem, auch jene Korrektionen sofort in Einheiten der siebenten
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Dezimale ausgedriickt zu erhalten. Dies geschieht, indem man
den Koeffizienten (3), (4) usw. anstatt der im vorhergehenden
Art, angegebenen Werte zehnmillionenmal grofere beilegt, oder
ihre Logarithmen um sieben Einheiten vergréfert. Auf diese
Weise sind sie in unserer Tafel angesetzt, und so wird denn
auch

log (7)=4,62872 (— 10)
log 8 (7) = 5,10584 (— 10)

gesetzt werden. Ubrigens sind auch so noch (3), (4), (5}, (6),
ebenso wie (1) und (2) echte Briiche, oder ihre Logarithmen
an sich negativ: in der Tafel stehen sie aber nach iiblicher
Art, indem simtlichen Logarithmen 10 Einheiten geborgt sind.

35.

Von der Benutzung unserer Formeln zur Auflosung der zu
Anfang dieser Abhandlung aufgestellten Aufgabe gilt nun alles,
was oben (Art. 20) in Beziehung auf dieselbe Aufgabe fiir dle
Kugelfliche gesagt ist, fast unverindert und unter geringen
Modifikationen. Bezeichnet man die wirklich gegebenen Grifen,
nimlich die Breite und das Azimuth an dem ersten Orte, mit
B° und 7°, so wird man zuerst, von einem geniherten Werte
von T ausgehend (wofiir man in [332] Elmangelung aller an-
dern Kenntnis 7° annehmen mag), die vier Formeln berechnen

B=(2)rcos T

B=B>—4p
7 ==(1)7sin T'tang B
T=T7T°—1v

und zwar wird man den Wert von (2), der aus der Tafel mit
dem Argument B entnommen werden sollte, das erstemal mit
dem Argument B° entnehmen konnen, wenn man nicht durch
Schiitzung einen schon mehr geniherten Wert von B antizi-
pieren zu koénnen glaubt; den Wert von (1) nimmt man aus
der Tafel mit dem eben gefundenen Werte von B.

Dieselbe Rechnung wiederholt man mit dem durch die
vierte Gleichung gefundenen Werte von 7, indem man (1) und
(2) mit dem schon verbesserten B aus der Tafel entlehnt; und
g0 macht man notigenfalls eine abermalige Wiederholung, bis
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das Resultat zum Stehen kommt, d. i. bis man durch die vierte
Formel denselben Wert von I' wiedererhilt, von dem man zu-
letzt ausgegangen war., Zu allen diesen Rechnungen wird man
nur fiinfzifferige Liogarithmen verwenden.

Bei den weiteren Wiederholungen wird man die Rechnung
mit siebenzifferigen Logarithmen fiihren, die logarithmischen
Korrektionen von logz und log mit zuziehen, und B=— B°
— b, T=1T°—1%1t setzen. Erst wenn auch diese Rechnung
stehende Resultate gegeben hat, wird man auch A und ! nach
den am SchluB des 33. Art. gegebenen Formeln berechnen.
Zuy Ellautelung dieser Vorsehriften mogen hier die Haupt-
momente eines Beispiels stehen, Welches ebenso wie oben
Art. 20 bei der sphiirischen Rechnung von der Dreiecksseite
Brocken-Ingelsherg hergenommen ist.

Bei der ellipsoidischen Rechnung ist die Breite des Brockens

= 51° 48" 1" 9294 = B°
das Azimuth der Reite Brocken-Inselsberg
= B0 42’ 21" 7699 = 7°

Der Logarithmus der Dreiecksseite in Toisen ist bis auf die
siebente Dezimale derselbe, wie in der konformen Darstellung
auf der Kugelfliche, nimlich = 4,7358929, folglich in der
unserer Hilfstafel zugrunde liegenden Einheit log »==5,0251757.
[333] Wenn man, behufs der ersten Anniherung, 7= Bo4e’ 22",
und aus der Tafel mit Argument 51°48’ den Logarithmen von
(2) = 8,51004 setzt, so findet sich 5 =38412", B=51°19"36";
. und, wenn man hiermit log (1)=18,50893 setzt, 7=425 und
T=>5°38"49". Eine neue Rechnung mit diesem Werte, wo-
bei man (mit dem vorher gefundenen Werte von B) log (2)
==8,561007 setzt, ergibt

f=38418", B==51°19'85", 7=420"5, T=5°38'51"5

Mit dem gefundenen Werte von B entlehnt man aus der Tafel
log (1) = 8,5089337

log (2) — 8,5100716
log (3) = 1,94876
log (4) = 3,32553
og (5) = 4,92770
log (6)__4 61132
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Mit T=>5°38'51"5 findet sich zuvirderst log = 3,56331341,
oder = 8412" 983, und indem man hier noch einmal § an-
statt » anwendet, B = 51°19’ 35" 4379. Hiermit ferner
log 7 =2,6238475. Hierndchst findet man, in Einheiten der
siebenten Dezimale

(8) rr = 99,80
g8 = 2,46
(5) B8 — 98,62
(6) 88 = 47,60
3(N)rr= 2,26
(1) ze = 0,75

und hiermit die logarithmischen Korrektionen

von logf . . . . .4 38
loge . . . . . -+103
logh. . . . . — 47

Man hitte diese Rechnung auch schon mit den fritheren Werten
von log und logz machen kionnen, ohne ein anderes Resultat
zu erhalten; es wiirde dann sogleich mit logb=:3,6331344
der Wert von b ==3412"985, und B==51°19'35" 4369 [334]
sich ergeben haben. Auf log z hat dies keinen indernden
Einfluf; wir haben mithin log?==2,6238578, t=420" 5889,
T=5°38"51"4765. Wollte man mit diesem Werte von T
die Rechnung noch einmal durchgehen, so wiirde B keine Ande-
rung erleiden; fiir log v wirde man finden 2,6238470, also
 log $==2,6288573, ¢=420" 5884, mithin 7'= 5°38'51" 4757.
Eine nochmalige Rechnung mit diesem Werte wiirde gar keine
Anderung hervorbringen, und offenbar hitte man auch bei dem
vorhergehenden Resultate schon stehen bleiben kénnen, da bei
der Anwendung siebenzifferiger Logarithmen die vierte Dezi-
male der Sekunde um eine oder einige Einheiten schwankend
bleiben kann. Das Endresultat ist also

Breite von Inselsberg = B°— 0 =50°51"8" 9444
Azimuth der Seite Inselsherg-Brocken == 180°--7° —1¢
==185°35"21" 1815.

Endlich findet sich fiir den Lingenunterschied
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log A =2,73138519
log 1 =2,7313472
1="538"7002 = 0°8' 58" 7002

Es ist iibrigens nicht ndtig, hier die am Schlufl des Art. 20
‘gemachten Bemerkungen zu wiederholen, welche auch hier ihre
vollkommene Geltung behalten.

(335—s40] Tafel.

B log (1) log (2) log (3) log (4) log (5) log (6)

51° 07/8.5089417) 8.5100959| 1.94879 | 8.32421 | 4.92778 | 4.61145
10| 8.5089376| 8.56100835| 1.94877 | 3.32488 | 4.92771 | 4.61138
20 8.5089335| 8.5100711| 1.94876 | 3.32556 | 4.92770 | 4.61132
3018.5089293) 8.5100687) 1.94874 | 3.32623 | 4.92768 | 4.61125
40 8.5089252| 8.5100463| 1.94872 | 8.32691 | 4.92766 | 4.61118
5085089211 8.5100340| 1.94871 | 8.32757 | 4.92765 | 4.61111

52 018.508917018.5100217| 1.94869 | 8.32824 | 4.92763 | 4.61104
108.5089129| 8.56100094| 1.94868 | 8.32891 | 4.92761 | 4.61097
20| 85089088 8.5099971| 1.94866 | 8.32957 | 4.92760 | 4.61090
30/8.5089047| 8.5099848 1.94864 | 3.33024 | 4.92758 | 4.61083
40 118.5089006 8.5099725| 1.94863 | 3.33090 | 4.92756 | 4.61076
50(8.5088965) 8.5099603, 1.94861 | 3.83155 | 4.92755 | 4.61070

53 0//8.5088925| 8.5099481) 1.94859 | 3.33221 | 4.92753 | 4.61063
10/8.5088884| 8.5099359| 1.94858 | 3.33286 | 4.92751 | 4.61056
20 (8.5088843| 8.5099237| 1.94856 | 8.33352 | 4.92750 | 4.61049
30185088803 8.6089115) 1.94854 | 833417 | 4.92748 | 4.61042
40 (1 8.5088762| 8.5098994] 1.94853 | 8.33481 | 4.92746 | 4.61035
50 |8.5088722) 8.5098873) 1.94851 | 8.33546 | 4.92745 | 4.61029

54 0)8.5088682 8.5098752| 1.94850 | 3.33611 | 4.92743 | 4.61022
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Anzeigen
tber die beiden Abhandlungen

von

Carl Friedrich Gaus.

FBrste Abhandlung. Gbttingische gelehrte Anzeigen. 1843. Nov. 6.
Uberreicht der koniglichen Sozietit am 28. Oktober.

[347] Bei dem trigonometrischen Teile der von dem Verf,
in den Jahren 1821—1827 ausgefiihrten Gradmessung und
bei den spiiteren damit zusammenhingenden und iher das
- ganze Konigreich Hannover sich erstreckenden trigonometri-
schen Vermessungen sind, sowohl in Beziehung auf die Art,
wie die Messungen angestellt wurden, als noch mehr in Be-
ziehung auf ihre nachherige mathematische Behandlung und
ihre Verarbeitung zu Resultaten, Wege eingeschlagen, die von
den sonst betretenen abweichen. Manches von diesen dem
Hofrat Gaufs eigentiimlichen Methoden ist zwar bereits zur
Offentlichkeit gebracht, teils von ihm selbst in verschiedenen
vorlingst erschienenen Aufsitzen, teils durch andere, welche
nach miindlichen oder brieflichen Mitteilungen bei ihren eige-
nen trigonometrischen Messungen Anwendungen davon gemacht
hatten.- Allein der erheblichere Teil jemer Methoden, die-
jenigen, welche sich am meisten von den sonst gebriuchlichen
unterscheiden, und deren Verstindnis eine tiefere mathema-
tische Begriindung erfordert, ist bisher moch nicht dargestellt.
Des Verf. fritheren Vorsatz, nach volliger Beendigung der
Messungen diese selbst nebst allen von ihm angewandten Ver-
fahrungsarten in einem besonderen Werke darzulegen, haben
Umstéinde, deren Auseinandersetzung nicht hierher gehort, zur-
zeit noch prokrastiniert, und er hat deshalb das Auskunfts-
mittel gewihlt, das im theoretischen [848] Teile ihm eigen-
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tiimliche in einer Reihe von einzeluen Abhandlungen bekannt
zu machen. Es wird dadurch noch der Vorteil gewonnen, dafl
auf diese Art manche ein selbstindiges Interesse darbietende
Untersuchungen, welche mit den iibrigen in enger Verwandt-
schaft stehen, sie vorbereiten und in ein helleres Licht setzen,
auch wenn von denselben bei den in Rede stehenden Messun-
gen selbst keine unmittelbare Anwendung gemacht ist, doch
mit groBerer Ausfithrlichkeit entwickelt werden konmen, als
bei dem fritheren Plane mit einer gleichmifligen Behandlung
der Gegenstinde vertriglich sein wiirde.

In die Klagse solcher Untersuchungen gehdrt namentlich
diejenige, welche den Gegenstand der vorliegenden erstern Ab-
handlung ausmacht. Den Hauptinhalt derselben bildet eine
Methode, nach welcher ein System von Dreiecken auf der
Oberfliche eines Umdrehungsellipsoids, ohne etwas von der
Scharfe aufzuopfern, so berechnet werden kann, als wenn es
auf einer Kugelfliche sich befinde. Diese Methode findet ihre
Grundlage in der Auflosung eines viel umfassenderen Problems,
welche der Verf. in einer 1822 geschriebenen und von Herrn
Konferenzrat Schumacher im dritten Heft der Astronomischen
Abhandlungen zum Druck beférderten Denkschrift gegeben hat,
unter dem Titel: Allgemeine Auflisung der Aufgabe, die Teile
einer gegebenen Fliche auf eimer andern gegebenen Fliche so
-abzubilden, daf die Abbildung dem Abgebildeten in den klein-
sten Teilen dhnlich wird. Der Verf. hat diejenigen Darstel-
lungen einer Fliche auf einer andern, welche der angegebenen
Bedingung Geniige leisten, zur Abkirzung des Vortrags, und
weil sie iberhaupt als eine sehr reiche Hilfsquelle fiir die
Rechnungen der hoheren Geodisie eine besondere Benennung
wohl verdienen, mit dem Namen konforme Darstellung gen be-
legt, welches sonst vage Beiwort algso hier immer in einer
prizis bestimmten Bedeutung zu verstehen ist. Mercators und
die stereographische Projektion sind bhekannte Beispiele kon-
former Darstellungen der Kugelfiiche auf der Ebene.

Es ist kaum notig, zu bemelken, daB die Ahnlichkeit in
den kleinsten (unendlich kleinen) Teilen wohl unterschieden wer-
den mufl von der Ahnlichkeit in allen endlichen Teilen. Die’
letztere ist nur in speziellen Fillen zu erreichen moglich,
wenn niimlich die erste Fliche entweder auf die zweite selbst
oder auf eine ihr dhnliche abgewickelt werden kann; im all-
gemeinen aber, wo die Konfmmlmt nur in der Ahnlichkeit
der kleinsten Teile besteht, ist das Vergroferungsverhdlinis,
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d. i. das Verhiltnis, in welchem die auf beiden Flichen ein-
[849] ander entsprechenden unendlich kleinen Linien zuein-
ander stehen, eine nach Verschiedenheit der Stellen in den
Flichen veriinderliche Zahl. In Mercators Projektion z. B. ist
die Vergroferungszahl desto groBer, je entfernter vom Aqua-
tor, in der stereographischen Projektion, je entfernter vom
Augenpunkte die betreffenden Stellen sind.

Von jeder gegebenen Fliche sind auf einer andern ge-
gebenen Fliche unendlich viele konforme Darstellungen mog-
lich; die allgemeine Aunflésung umfaBt sie sémtlich, indem sie
eine arbifrire Funktion enthalt, welche nach Gefallen oder den
jedesmaligen Zwecken gemii bestimmt werden kann. Wenn
nur ein Teil der einen Fliche iibertragen werden soll, ist es
in der Regel am vorteilhaftesten, eine solche konforme Dar-
stellung zu wihlen, bei welcher innerhalb der darzustellenden
Fldche die Ungleichheiten des VergroBerungsverhaltnisses in den
moglich engsten Grenzen bleiben. '

Die Aufgabe der konformen Ubertragung der Ellipsoid-
fliche auf die Kugelfliiche ist in der angefiihrten Schrift unter
den Beispielen besonders abgehandelt, und der allgemeinen
Auflgsung sind zwei spezielle beigefiigt, wovon die eine vor-
zugsweise fiir die Darstellung der ganzen Ellipsoidfliche ge-
eignet, die andere hingegen weit zweckmiifiger ist, wenn (wie
es immer bei bestimmten Anwendungen auf die Geodisie der
Fall ist) nur ein mifiger Teil der als ellipsoidisch betrach-
teten Krdfliche auf eine Kugelfliche konform iibertragen wer-
den soll. In wie hohem Grade diese zweite Darstellungsart
der oben ausgesprochenen Forderung geniigt, ist aus einem
a. a. 0. aufgestellten Beispiele abzunehmen, wo die Verinder-
lichkeit des VergroBerungsverhiltnisses innerhalb einer Zone
von fiinf Breitengraden nur gyilios betriigt. Bs sind ferner
daselbst die Hauptztige der Methode, wie tiberhaupt eine kon-
forme Ubertragung zur Berechnung eines Dreieckssystems be-
nutzt werden kann, im allgemeinen angedeutet, die eigentliche
Ausfithrung aber und die Anwendung auf diese bestimmte
Ubertragungsart einer spiteren Bearbeitung vorbehalten.

Die gegenwirtige Abhandlung ist nun dazu bestimmt, diese
Verpflichtung auszuldsen, obwohl nicht ganz in derselben Art,
wie sie eingegangen war: es wird niimlich darin nicht die
eben erwihnte, sondern eine davon verschiedene dritte spe-
zielle Auflosung der Aufgabe zugrunde gelegt, durch welche
der beabsichtigte Zweck noch vollkommener erreicht wird. In
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diesen Blittern miissen wir uns damit begniigen, nur im all-
gemeinen einen Begriff davon zu geben.

[350] Ein System von Dreiecken auf dem SphalOld dessen
Seiten sogenannte geoditische Linien sind, wird bel einer kon-
formen Ubertragung auf die Kugelﬂache durch ein analoges
Dreieckssystem dargestellt, worin die Winkel, wie schon aus
dem Begriffe der Konfmmimt von selbst folgt, den entsprechen-
den Winkeln des ersteren Systems genaw gleich sind, withrend
die Beiten zwar nicht in mathematischer Schiirfe Bowen von
grofiten Kreisen werden, aber doch davon nur sehr wenig ab-
weichen. - Kann man nun bewirken, da diese Abweichungen
in dem ganzen Umfange des Systems nach Mafigabe der in
die Berechnung zu legenden Genauigkeit wie ganz verschwin-
dend betrachtet werden dtirfen, so ist klar, dafl nachdem eine
Seite des sphiroidischen Systems auf die Kugelﬂache tiber-
tragen ist, man ohne weiteres das ganze System wie eines von
gewéhnlichen sphirischen Dreiecken berechnen darf, und nur
am SchluB von den Lingen und Breiten auf der Kugelfliiche
auf die Lingen und Breiten auf dem Sphiroid zuriickzugehen
braucht, msofem man die Endresultate der Messung in dieser
Form ve1langt Dieser Ube1ganv wird entweder mittels der
Formeln, welche die gewilhlte Ubeltlagunwsalt darbietet, ge-
scheben konnen, odel mittels einer im voraus belechneten
Hilfstafel. In den Fillen hingegen, wo jene Abweichung merk-
lich genug wird, um eine Beriicksichtigung zu verdienen, wird
jeder aus den Messungen hervorgegangene Winkel vor der
scharfen Berechnung auf der Kugel erst einer kieinen Reduk-
tion bedtirfen, und die Arbeit wird dadutech nur unbedeutend
vergrofert werden, wenn die Zahlwerte der Reduktionen sich
mit Lewhtlgkelt berechnen lassen.

Die in der vorliegenden Abhandlung entwickelte Uber-
tragungsart ist so beschaffen, daB die Abweichung derjenigen
Kurve, durch welche ein geoditischer Bogen auf der Kugel-
flache dargestellt wird, von Groftenkreishogen zwischen den-
selben Endpunkten, immer wie ganz verschwindend zu be-
trachten ist in der Nihe eines bestimmten Parallelkreises
(Normalparallelkreises), welchen man nach Gefallen wihlen
kann, und, wenn man die ganze Rechnungsanlage von vorn
her fiir ein bestimmtes Dreieckssystem selbst ausfihrt, am
schicklichsten ungefiihr durch die Mitte des ganzen Systems
legen mag. Je weiter man sich von diesem Normalparallel-
kreise nach Norden oder Siiden entfernt, desto gréfer konnen
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jene Abweichungen werden, die tibrigens daneben zugleich von
der Grofe der Dreiecksseiten und von ihrer Lage gegen den
Meridian abh#ugig sind; immer aber bleiben sie, selbst bei
sehr betrichtlicher Entfernung von dem Normalparallelkreise,
1851] noch so geringfiigig, daB man ihre Berticksichtigung bei
den meisten Messungen kaum der wenn auch leichten Mihe
wert halten wird.

In der Abhandlung ist die Theorie aller dieser und an-
derer damit zusammenhiingenden Rechnungen vollstindig ent-
wickelt, an einer durchgehenden Musterrechnung erliutert und
mit einer Hilfstafel begleitet, die allerdings zunichst fir die-
jenige Zone bestimmt ist, in welcher das Hannoversche Drei-
eckssystem liegt, aber auch ohne weiteres fiir Messungen be-
nutzt werden kann, die diese Zone weit iiberschreiten; sie
erstreckt sich némlich iiber eine Zone von zwolf Breitengraden,
in deren Mitte der gewshlte Normalparallelkreis von 520 40’
Breite liegt. Diese Tafel ist mit einer Schiirfe berechnet, die
ausreicht, selbst wenn ein Dreieckssystem mit zehnzifferigen
Logarithmen berechnet werden soll, also mit einer viel groBe-
ren Schérfe, als man in den meisten Fillen beibehalten wird :
indessen schien die kleine Raumersparnis, die durch Weglassung
von ein paar Dezimalen gewonnen sein wiirde, zu unerheblich,
um beim Abdruck etwas davon zu unterdriicken.

Merklich und unmerklich sind bei Rechnungsoperationen.
relative Begriffe, und es ist also wohl der Mihe wert, sie
nach ein paar aus der Abhandlung entlehnten Beispielen auf
ein bestimmtes MaB zuriickzufithren. ‘

In dem Hannoverschen Dreieckssysteme ist das grofite
Dreieck, welches auch zugleich am weitesten von dem Normal-
parallelkreise abliegt, dasjenige, welches zwischen den Punkten
Brocken, Hohehagen, Inselsberg gebildet wird. In diesem
kommen daher auch die griBten Werte der Richtungsreduk-
tionen vor, und zwar bei der Seite Hehehagen-Inselsberg, wo
die Reduktion des Azimuths an dem ersteren Endpunkte
— 0700332, am andern - 0"00428 betrigt, In dem ganzen
Systeme kommen nur noch zwei andere Dreiccksseiten vor,
wo die Reduktionen 0”001 ithersteigen, bei allen iibrigen blei-
ben sie unter dieser GréBe.

Das grofite Hauptdreieck der trigonometrischen Vermessun-
gen der Schweiz ist das zwischen den Punkten Chagseral,
Suchet, Berra enthaltene; es beriihrt eben die sidliche Grenze,
bis zu welcher die Hilfstafel sich erstreckt, so dafl die Rich-
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tungsreduktionen sich noch mittels derselben berechnen lassen,
Die grofBite Reduktion ist die, weleche das Azimuth von Chas-
seral in Suchet trifft, und betriigt -- 0”06221.

Es ist hieraus ersichtlich, daB in der ganzen Zomne, worin
das Hannoversche Dreieckssystem liegt, die Reduktion ganz
wegfillt, wenn die Rechnung auf [352] Hundertteile der Se-
kunde gefithrt wird, und daB man sogar in der ganzen Zone
von zwolf Graden, welche die Hilfstafel umfaflt, die Beriick-
sichtigung der Reduktionen unterlassen kann, \venn man in
der Rechnunﬂ' nur Zehntel der Sekunde notiert.

Zweite Abhandlung. Nachrichten von der K, Gregelischaft der
Wissenschaften zu Gottingen. 1846. September 28, Uberreicht am
1. September.

In der ersten Abhandlung war eine neue Methode, die
geoditischen Messungen zu behandeln, vorgetragen, deren Haupt-
eigentlimlichkeit darin besteht, daB die meisten Rechnungen
ganz oder fast ganz ebenso gefiihrt werden, als befinde sich
das Dreieckssystem nicht auf einer sphiroidischen, sondern
auf einer Kugelfliche, und zwar ohne allen Abbruch fiir die
anBerste Schirfe der Resultate. Rine der Hauptaufgaben im
Gebiete der geoditischen Rechnungen, nimlich aus der GroSe
einer als geoditische Linie auftretenden Dreiecksseite, der
Breite des einen Endpunktes, und dem Azimuthe, unter wel-
chem dagelbst der andere Endpunkt erscheint, abzuleiten die
Breite dieses andern Endpunktes, das dortige Azimuth der
Dreiecksseite, und den Lingenunterschied der beiden Punkte,
reduziert sich bei jener Behandlungsweise auf die blofe Aunf-
l6sung eines sphirischen Dreiecks. Ein paar Seiten sind
gleichwohl dieser Aufgabe in der erwihnten Abhandlung aus
dem Grunde gewidmet, weil die gewshnlichen Formeln der
sphirischen Trigonometrie, wenn man nicht zu mehrzifferigen
Logarithmen greifen will, nicht immer ausreichen wiirden, den
Resultaten eine ganz geniigende Schirfe zu geben, und des-
halb gewisse Umformungen jener Formeln mnotwendig werden.
Auflerdem aber verstattet der Umstand, daB die Seiten solcher
Dreiecke, deren Winkel wirklich gemessen werden, immer in
Vergleich zu den Dimensionen des ganzen [353) Erdkorpers
nur kleine Groflen sein konnen, solche Umwandlungen der
Formeln, welehe die Geschmeidigkeit und Bequemlichkeit der-
selben sehr vergroflern; ja, wenn gleich diese Umwandlungen
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eigentlich nur Niherungsformeln sind, so konnen sie doch
nicht bloB ebenso grofle, sondern selbst gréBere Schirfe ge-
wihren, als die absolut strengen Formeln, was man nicht
paradox finden wird, wenn man erwiigt, dafll die letzteren
doch immer mittels der trigonometrischen Tafeln zur Aus-
tibung kommen miissen, deren Schiirfe keine absolute, sondern
durch die Anzahl der Dezimalziffern begrenzt ist. TUnter den
verschiedenen in der ersten Abhandlung mitgeteilten fiir den
angedeuteten Zweck bestimmten Formeln zeichnet sich nun be-
gsonders die am Schluf derselben aufgefiihrte Kombination da-
durch aus, daB sie den Zusammenhang jener sechs Quantititen
in der zur Rechnung moglich bequemsten Gestalt aufstellt und
eine Schiirfe gewdhrt, die auch bei den groflten wirklich mel3-
baren Dreiecken itberfliissig ausreicht. Es mufite dadurch das
Verlangen nach dem Besitz analoger, unmittelbar fiir die
Ellipsoidfliche geltender Formeln erweckt werden, und die
Entwicklung derselben bildet den Hauptinhalt der gegenwiirti-
gen mweiten Abhandlung.

Wiahrend die Auffindung der erwihnten fiir die Kugel-
flache giiltigen Formeln auf ganz elementarischen S#tzen be-
rubte, erfordert hingegen die Ermittlung ihrer Gegenstiicke
auf der Ellipsoidfiiche eine Reihe ziemlich verwickelter Opera-
tionen, und es mufl daher ohne Zweifel angenehm sein, wenn
mehr als ein Weg, zu demselben Ziele zu gelangen, nachge-
wiesen wird. Der Verf., welcher alle diese Untersuchungen
schon vor mehr als dreifiig Jahven zu seinem Privatgebrauch
durchgefithrt und nur bisher zur Versffentlichung noch keine
besondere Veranlassung gefunden hatte, teilt nun in der vor-
liegenden Abhandlung xwver unter sich durchaus verschiedene,
aber zuletzt zu ganz gleichen Resultaten fithrende Ableitungs-
arten mit, von demen eine in der Theorie der konformen
Ubeltlagung der Ellipsoidfliche auf die Kugelﬂache wurzelt.
In dieser Beziehung schlielt sich die zweite Abhandlung auch
an die erste an, obwohl iibrigens beide insofern als ginzlich
unabhiéingig voneinander zu betrachten sind, als man freie
‘Wahl behilt, die geoditischen Rechnungen entweder bloB nach
der in der ersten Abhandlung oder bloB nach der in der
zweiten Abhandlung gelehrten Methode zu fithren.

Die Aufgabe, von der geographischen‘Lage eines Punktes
auf der Sphaloidﬂztche zu der eines andern Punktes iiberzu-
gehen, der mit jenem durch eine [354] geodiitische Linie von
hekannter GroBe und Rlchtuncv verbunden ist, ist schon seit
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langer Zeit vielfsltig behandelt, und um wunter verschiedenen
Methoden zu seinem Gebrauch passend zu wihlen, muf man
allerdings mancherlel Umstéinde beriicksichtigen. Es ist z. B.
erheblich dabei, ob man die Aufgabe nur fiir einen oder einige
wenige konkrete Fille aufzulosen hat oder fir sehr viele. In
der letzteren Voraussetzung wird es von Wichtigkeit sein, daB
die Methode jedesmal die méglich grofSte Bequemlichkeit und
Ubersichtlichkeit der Definitivrechnung gewiihre, wenn auch die
Anwendbarkeit der Methode vielleicht erst gewisse allgemeine
Vorbereitungsarbeiten erfordern sollte. Ebenso wichtig ist der
Umstand, ob man die Resultate einer ausgedehnten trigono-
metrischen Vermessung alle in der Form von geographischer
Liinge und Breite, und zwar ausschlieflich nurin dieser Form
verlange, oder ob daneben die Resultate filr die Lage sidmt-
licher Punkte auch noch in einer andern Form, z B. der der
rechtwinkligen Koordinaten, aufgestellt werden; im letzteren
Fall wird es weniger notwendig sein, die geographische Lage
mit der alleriiufersten Schirfe anzugeben.

Die von Dusejour, Legendre, Delambre u. a. gegebenen
Tormeln beriicksichtigen nur die erste Potenz der Abplattung,
was allerdings in praktischer Hinsicht von nieht grofler Er-
heblichkeit sein wird, da einmal die Abplattung des Erd-
sphiroids nur ein kleiner Bruch ist. Es ist daher auch nicht
die Meinung, es als einen in praktischer Beziehung wichtigen
Vorzug geltend zu machen, daf die neue Methode von der
Kleinheit der Abplattung ganz unabhiingig ist. Die besseren
unter jenen Methoden mogen allerdings eine in den meisten
Fillen zurveichende Schiirfe gewihren, obwohl man einen in
mathematischer Beziehung gentigenden Nachweis dafiiv ver-
miBt. Dagegen darf man behaupten, dafl die neue Methode,
wenn die notigen Erfordernisse bereit sind, eine bequemere
und nach ihrem wesentlichen Inhalt in einem bedeutend klei-
neren Raum zu konzentrierende Rechnung ergibt. Bessels im
Jahre 1825 gegebene Auflosung tragt das Gepriige einer groflen
mathematischen Vollendung und ist auch gar nicht abhingig
von der Voraussetzung, dafl die Entfernung der beiden Punkte
voneinander im Vergleich zu den Dimensionen des ganzen Erd-
sphiroids klein sei. In theoretischer Riicksicht ist dies ohme
Zweifel ein Vorzug dieser Methode; bei Beurteilung des prak-
tischen Wertes hat man aber folgende Umstéinde in Betracht
su. zichen. Die Methode macht gar keinen Unterschied zwi-
sechen dem Fall grofer und dem Fall kleinerer ‘Entfernungen,
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sondern erfordert fiir alle Fille gleich lange Rechnungen, [355]
verzichtet also auf die Vorteile, die man in dem letzteren in
der Austibung ungleich hitufiger vorkommenden Falle bei dem
Gebrauch anderer Methoden von diesem Umstande ziehen kann.
Der niitzliche Gebrauch der Besselschen Methode wird sich
also auf den Fall beschrinken, wo die beiden Punkte nicht
unmittelbar durch die Seite eines wirklich gemessenen Dreiecks
zusammenhingen, sondern wo der Zusammenhang durch eine
griflere Reihe von Dreiecken vermittelt ist. Allein dann muf
man mit Recht fragen, wie denn die Date zu der Aufgabe
erlangt werden sollen, n#mlich die wirkliche Linge der die
beiden Punkte verbindenden geoditischen Linie, und der Win-
kel, welchen sie an dem einen Endpunkte mit dem Meridian
macht? Diese Bestimmung durch eine blo8 sphirische Be-
1echuung der Ubergangsdreiecke zu machen (wie Bessel bei
der wenig ausgedehnten preuBischen Gradmessung getan hat),
wiirde bei einer viel grofleren Entfernung nicht mehr zulissig
bleiben: soll aber dieser Ubergang sphiiroidisch gerechnet wer-
den, so wird dies schon fiir sich allein ebenso viel Arbeit
erfordern, als wenn man gleich von jedem folgenden Punkt
Breite, Lange und das rickwirts geltende Azimuth bestimmt.
Ubngens gelten diese Bemerkungen auch von Ivorys Auf-
lssungsmethode, die mit der von Bessel viele Ahnlichkeit hat,.
aber das elgenthoh praktische Bediirfnis wenig beluckswhtlgt

Uber die in der vorliegenden Abhandlung gegebene Me- -
thode mdge hier noch folgendes hemerkt werden.

Die Formeln geben unmittelbar die Differenzen zwischen
den Deiden Breiten und den beiden Azimuthen, so wie den
Lingenunterschied, und eben hierauf beruht, bei der Klein-
heit d1ese1 lefelenzen (insofern riicksichtlich der Azimuthe das
eine von der Siidseite, das andere von der Nordseite des Me-
ridians geziihlt wird) die Schirfe der Rechnung, ohne mehr-
stellige Logarithmen zu erfordern. Die Symmetrie und Ein-
fachheit der Formeln hingegen beruht darauf, daf sie zunichst
nicht von der Breite und dem Azimuthe an dem einen End-
punkte, sondern von dem Mittel der beiden Breiten und dem
Mittel der beiden Azimuthe abhingen. Es folgt daraus, daB
die Formeln, zur Aufldsung der Aufgabe, wie sie oben aus-
gesprochen ist, nur vermoge eines indirekten Verfahrens oder
einer sukzessiven Anndherung benutzt werden konnen. Ge-
iibte und mit den Hilfen des kleinen Mechanismus derartiger
Operationen vertraute Rechner werden in diesem Umstande

Ostwalds Klassiker, 177. 6
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kaum eine Unbequemlichkeit finden, zumal da man annehmen
kann, daf fast immer zu der Zeit, wo die scharfe Ausfithrung
der Rechnung [356] vorgenommen werden soll, sehr geniherte
Werte der zu bestimmenden Grofen schon vorliegen. Genau
genommen haben ibrigens auch alle andern Auflssungsarten
des Problems, namentlich auch die Besselsche, teilweise diesen
Charakter indirekter Operationen. Der wesentlichste Umstand
bleibt aber der, dal von den wiederholten Annsherungen nur
die letate, die den ganzen Kern der Rechnung vollstindig ent-
hilt, aufbewahrt zu werden braucht, und daB diese eine Kiirze
und ‘Ubersichtlichkeit hat, wie keine andere Methode.

Die Formeln fiir die Auflosung der Aufgabe auf der
Sphiroidfliche untersecheiden sich von denen fiir die Kugel-
fliche lediglich dadurch, daB gewisse Zwischengrofen, die bei
diesen konstant sind, bel jenen von der Breite abhingig wer-
den; diese lassen sich folglich in eine Hilfstafel bringen, deren
Argument die Breite bildet. Steht eine solche Hilfstafel zu
Gebote, so wird in jedem konkreten Falle die Rechnung auf
der Sphiroidfliche ganz ebenso leicht, wie auf der Kugel-
fliche. TFiir die Zone von 51—54 Grad Breite, welche fiir
das Hannoversche Dreieckssystem ausreicht, ist eine solche
Hilfstafel am Schlusse der Abhandlung beigefigt, und zwar
nach demjenigen Werte der Abplattung, welchen Dessel aus
allen bisherigen Gradmessungen abgeleitet hat, und der auch
schon in der ersten Abhandlung zugrunde gelegt war. Wer
dieselbe Methode auf ein aufBlerhalb dieser Zone liegen-
des Dreieckssystem anwenden wollte, wiirde damit anfangen
miissen, jene Hilfstafel fiiv seinen Zweck weiter auszudehnen,
oder, falls er eine andere Abplattung zugrunde legen wollte,
gsich erst eine neue Hilfstafel zu konstruieren. Wo es die Be-
arbeitung eines grofen Dreieckssystems gilt, kommt eine solche
vorgingige Hilfsarbeit gar nicht in Betracht, und die darauf
gewandte Mithe wird durch die Bequemlichkeit der Benutzung
veichlich ersetzt. Fiir den Fall hingegen, wo man nur eine
oder ein paar konkrete Auflosungen der in Rede stehenden
Aufgabe suchen soll, hat die Methode nicht vorzugsweise be-
stimmt sein sollen. : '
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Anmerkungen,

1) Zu 8. 7. Art. 8. Die Gleichung (8) kann durch eine
einfache ersetzt werden.

Aug (6) folgt: Fiir das Nullwerden des zweiten Differential-
quotienten vom s geniigt es, wenn

d oAU,
Tw (@ cos U — cos w) = — « sin Um -+ smwv~0,
also
o2 co8 Q2(1 —e?)

— 2 o2 2 — @2 — gin P?
I s P2 cos P2, a2cos Q o sin P2,

2) Zu S. 9. Art. 4. Es ist
1

cos (2
€08 Q2 =1 — cos {2 sin P2 = gin {2 - cos {2 cos P2

= sin {2 sin P2+ cos P2 = (1 + sin {2 tang P?) cos P2,
also  cos P==cos 7 cos @ fiir tang y = sin { tang P.

2 =1 + tang (2 cos P+=1 - tang {2 =

Aus cos P? - gin P? = cos P2 —[— sin g folgt

1 = cos 2 cos Q2 - sin Q2(1 —+ tang £2),
also sin 9 = tang { tang Q.

: 1—cos (P—Q)
ol(Pp— R .7
ang & (P Q) o0 (P— 0’
cos P2 1 - tang P2 ' r
o8 (P—0) = cos + sin Poos | = (1 —|—M;§.ng 1‘2’02;;1):3: B

6%
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sin 2 (1 — cos {) — sin {2 cos 1) (1 — cos 1)
sin 2 (1 + cos &) + sin L2 cos 7 (1 - cos 7))

cos1n2— cos 3 {2 cosy
sin {72+ sin £ {2 cos p

tang § (P — Q) =

= tang {2 tang 4. £2 =tang Jn?tang 1n?.

sin (2 £ — @) = 2 tang £ cos {2 cos go——(2 cos {2—1)e
tang { = tang ¢ cos P2

sin (20— @)=e¢—2¢cos {28in P2=20co8 2 Q.

Bequemer wird die Rechnung durch Reihenentwicklung.
Bs ist

gin (P — Q) = sin P cos ) — cos Psin Q
sin P Va2 — sin P2 — sin Pcos P
(84

¢2
Wird {4 ;=0, s=sin P, ¢==cos P gesetzt,

so ist
¢?—gin P2=¢2(1 4 0 ¢?), cc=(1—1—604)é‘
sin (P— Q) =sc (146 ¥ —1)(1+0e8?
(A de)f =120 — 102t & 0%cb— -
(L0e et — 1064430265 —
sin(P—Q)=%81n2P026(1———’zc2(1+202)6
+Let(14 2+ 8c4) 024 - ),
P—Q=4sin2Pc2d(1—4c2(1+2¢%)0
F et B+ 4248 ),

wodureh Q durch P bestimmt ist.
Durch Umkehrung nach der Formel von Lagrange erhilt
man, ¢==cos () gesetat,

P=Q+4sin20Qc?2d(1—4c2(7T—6¢c%)0
+ gt et (99 — 176 62 - 80 ¢f) 02 4- - )

Ist P bestimmt, so erhilt man, ¢ = cos P gesetzt,

e=1—41c"d—1 802 [l ct28—.
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Fir Q= 52°40" erhilt man

P ¢ — 1 in Einheiten der 10. Stelle
Glied mit & 122"89504 4530206
» » 52—0,36393 o — 1026
» » 08--0,00141 41

P—(Q=122"53252 & —1 = 0,0004529181
tibereinstimmend mit Gawf’ 10stelliger Rechnung.
) 2
8) Zu S.14. At 8. Die Formel fiir “-' hat bei Gauf

a0

ein falsches Vorzeichen, ebenso in der Formel fiir der

d3w
dus’
Faktor von o2 (1— 622 ist durch 2 cos U2 sin U2 zu er-
setzen (Original und Bd. IV).

4) Zu 8. 16. Art. 3—10. Bezeichnet man mit R den
Krimmungshalbmesser des Meridians, mit N die Liinge der
Normale eines durch w bestimmten Punktes bis zum Durch-
schnitt mit der Achse des Sphiroids, so ist die Vergroferungs-
zahl im

e au o Adsin U
Meridian Tdw’ Parallel Neinw
also
44U _ odsinU
Rdw  Nsmw 0
und
44U
—(i_{()— == RWI/,
Wwo
— 2
== oy e
(1 — e? cos w?)* (1 — e? cos w?)*

Differentiiert man die drittletzte Gleichung wiederholt und
setzt w = wy = 90° — P, so erhilt man »
AlU_ , AQU_IR AU _ &E
dw 77 dw? T dw’ dwd ~ dw?’
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ABU _BR | Rdm

dwt = dwd U dqws ?
Ads U d+R 4d3m 4R Rdtm
“dwd T dwt dws " dw T dwt '’

Bezeichnet man mit S den Meridianbogen zwischen den
Poldistanzen wy und w, setst w—awy=d, so ist

dRq? d2Rds
S=Rd+ g dw 2! + Tt dw? 31
Rd3md4
A= 0 =5+"g5 5
Rdtm 4d RdA3m\ d5
+(dw4 dw dw3)54!+”’

wo in den Koeffizienten der Potenzen von d w = w, zu
setzen ist.

drR__  , e Rsin2w
dw ™ ¥1—e2cosw?
2R 2R
T = —3 (I—eZoos w72 (2 cos 20— 262 cos w2 (4 — 3 cosw?))

R 3e2Rsin2w
d w3 (1 —e?cosw?)3
+ 4 et cos w? (— 20 4 9 cos w?2)).

5(2 44 e (— 15 4 22 cos w?)

U weicht von w nur um Glieder mit e2 ab, vernachlissigt
man die Glieder mit e4, so ist

auU dw
d—w—__l-]—e f(w), also ﬁ—1—82f( U)

und von =1 an
dr+1 U7 drtlyw  d*m  d*m
dwr+l = @I Qe AU’

&+t 1d"R | d*m
dwr+t T g dwr " dwr
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Pir die Entwicklung der hoheven Differentialquotienten
von s (und damit auch jemer von U) setze man in Art. 3
Gleichung (3)

tang L U= tang Lw - &,
wo ¢=2,718.., die Basis der natiirlichen Logarithmen ist.

Dann ist mlt Vernachlissigung der Glieder mit e, a =14 f
gesetat,

g —1
ﬂ=%620 y 87)—]-1:%@
tang 4 U, tang % w :
v=1 2 — =22 2(08 W — COS W,
tang L 1w, sl tang % w, eteosw )

' ¢
U=w-+wvsinw, tangl U ==tang$w, (1 y cscingz’;”o)
0

damift wird

cotg wy tang 4w )
= log —2— e2 (cos 1w — 08 W) .
=# ( sin g tang & 1w, + e o)

Wird dieser Ausdruck in
sin U

i 1 - vecosw
gesetzt, so folgt
ggtg W |, tang fw
sin w, tang L,
' gesetzt,
Eg* 14 peosw T+ e?‘cosw(cosw——cosw )s
sin w
dabel ist
gs—glzzyTzcosz—l-l, »dc%gg —ginw T -+ cotg w.
Damit wird

ad
m == 7(1 44 e2 4 fBeosw T+ €2 (% cos 2w — 08 1 c0s w))..
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Aus diesem Ausdruck erhiilt man leicht die hoheren Differential-
quotienten, in welchen « 4:a =1 gesetzt werden darf. Fir
den sechsten ist zunichst

ds ne i 15 N coter u;2
am s 1 . cotg 2
T =P ( 08 20 o ot v
‘ cotg wt : .
_ cotg w* 9/
sin w2 ) 4 1‘5 08 210 - €08 w, 608 W),

also fiir W =y = 90°.— P

d6m $2 15 114 120t

L S RS B S o

d/u)ﬁ - 2 e c ( 02 1 02 p n )

62 (— 15524 16 ¢2)

60 s4
o2

=—62(802+5782—f—

4 02
:?;)—(204——188262——1584),

)+e2(;15s2+1602)

welcher Ausdruck mit dem Guufschen (Art. 7) tibereinstimmt,
wenn man nach Analogie mit den vorausgehenden 4 e2 durch
sin 2 % cos ©10 ergetzt.

Zur Erlduterung der Gowufschen Kugel moge noch angefithrt
werden: Auf dem Sphiroid werde eine schmale Zone, deren
Mittelparallel die Breite P besitzt, herausgeschnitten. In der
Linge {==180" werde diese Zone lings des Meridians auf-
geschnitten und vom Mittelpunkte der Zone (bestimmt durch
{==0, w==90 — P) aus auf der Gaufschen Kugel zur Deckung
gebracht. Der Parallelkreis vom Umfange 2 o7z 4 cos Q kann
nur durch Zusammenbiegen auf dem Kugelkreis des Umfanges
27w A eos  zur Deckung gebracht werden; dabei fillt zuletzt
ein Stiick von der Linge (« — 1)2 7 4 cos Q mit dem bereits
auf der Kugel liegenden zusammen. In der Praxis wird nur
ein verhilinismiBig kleiner Teil der ganzen Zome benstigt.
Die Meridianbtgen des Sphiiroids miissen (wegen Ry<C 4) auf-
gebogen werden. Bei dieser Biegung erleiden die Winkel und
Léngen der Beiten (kiirzeste Linien) der Dreiecke auf der er-
wihnten schmalen Zone keine Anderung -—— innerhalb des
Grades einer vorgeschriebenen Genauigkeit, die -die zulissige
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Breite der Zone bestimmt. Bei einer Breite von zwei Meridian-
graden erreicht der Unterschied 4(U— Uy)— S noch nicht die
Grofe von 0,0005 m.

Bezughch dieser Abwmklung der sphéiroidischen Zone auf
die Kugel vgl. Note zu Art. 12 Heft b von Ostwalds Klassikern.

b) Zw S.17. Art. 10. Bei Zeile 6 von unten S. 273 des Ban-
des IV von Gauf’ Werke ist das Wort »genau« wegzulassen.
Fir die Anfangs- und Endwerte dieser Tafel (Summa gegen
4°) ist noch das Glied mit ¢® zu beriicksichtigen. Es ist

asuv a6

Sdwt T AU

Fiir ¢ = 6° erhiilt man — 4,3 Einheiten der fiinften Stelle der

Gaufschen Tafel. Mit Riicksicht auf die ausfithilichere (von

Q + q=44°20" bis 61°) und dabei tiberdies bequemer ein-

gerichtete Tafel von Dr. O. Schreiber (»Die konforme Doppel-

projektion der trigonometrischen Abteilung der konigl. preuflischen

Landesaufnahme«. Berlin 1897) wurde in diesem Hefte die
Gaupsche Tafel weggelassen.

6) Zu S. 23. Art. 12, Die Gawufschen Korrektionen der
‘Winkel und Seiten eines Dreiecks setzen nur 7 als kleine Griofle
L. Ordnung voraus, ohne zu beriicksichtigen, daB p oder ¢ selbst
klein der I. Ordnung sein kénpen™). Fir groBere Werte von 7,
die mit p oder ¢ von derselben Ordnung vorausgesetzt werden,
erfordern die Gawpschen Formeln eine Erginzung, die der
Herausgeber in der »Osterr. Zeitschrift fiir Vermessungswesen «
Jahrgang 1909 geliefert hat.

Die im Art. 12 mitgeteilten Néherungsausdriicke konnen zur
Bestimmung der Ordnung der in den Formeln dieses Artikels
vernachlidssigten Grofen dienen.

1) Wird in der Gleichung

dn dz
dew cosy

cos Y =1 gesetzt, so wird, da v von der Ordnung e2¢%h,

== — 4 ¢2 % (14 02 — 3 52).

= dnsin Y

TZ von der Ordnung 6242 ist, im Resultate ein Fehler von
der Ordnuné 6%¢8h3 bewirkt. Von gleicher Ordnung ist der
Fehler, wenn sin Y == = tang i gesetzt wird.

* Dazu ist auch Gawuf in A1t 15 und 22 seiner »Untersuch-
ungen . . .« genbtigt.
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_cosy dy
2) P Tu T 08
dn siny d awiz
du"  m du+c du
siny cosy ‘ 1
dp=—"—d"TJ d=.
n pon duw - cosy dm

y ist von der Ordnung e? IV. Ordnung,
y = u - GrofBe e6 XII. Ordnung;

siny cosy dw == siny cos y dy = 4 d sin y2,

das Integral von der Ordnung et VIII; mit diesem Fehler kann

1
n ==
: m
gesetzt werden,
3) In der Gleichung
m tang 19 l
tang ¢ = o — da

ist das Integral lings der Linie der Punkte 3/ zu erstrecken;
dieses kann ersetzt werden durch das Integral lings der Linie
der Punkte N. Denn ! ist eine GroBe der Ordnung e2 q2 ,
wird ! nach Potenzen von y entwickelt, so ist

Z—zo+( )J+
ii—l‘ dl Sln
Ty = ag %5

wird daher ! in der Linie der Punkte N genommen, d h

durch 7, elsetzt, 80 ist der Fehler von der Oldnung elqy,

also der Fehler im obigen Integral von der Ordonung et VL
Die Werte von tang ® und tang v/’

tang Y® =L00h 4 (LA — s 0u) B2+ - -

und fir tang ¢’ weichen von den genauen Werten nur um
GroBen et VI Ordnung nach ¢ und 7 ab. Untersucht man aber
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die Ordnungszahl der Glieder dieser Reihen fiir tang 1/ und
tang ¢/, so erhilt man

I0h ist von der Ordnung e?.q2h

l h2 » » » » 62 . q ]2,2
Puht > » > » et gt h?
Auhd » > > » et g3 hd

AR s » ». » e2. 13 usw.

Daraus folgt die Gleichung

ta
tang Y = " 72%#’ mf—— de,

wobei das letzte Integral in der Linie der Punkte N zu
nehmen ist. Diese Gleichung kann ohne Schidigung des Grades
der Genauigkeit durch

tang v = tang W, — [ ldx
ersetzt werden. Dabei kann
=04 Ao Va2+..
so weit fortgesetzt werden, bis die oben angesetzte Fehlergrenze

(¢4, VI. Ordnung) erreicht wird.
Wenn Gaup als Werte

tang Y0 = (110 + 4 1), tang Y/ = —(4 1+ 1)

ansetzt, d. i. Glieder der Ordnung e2q2h, so ist das erste
Fehlerglied == 4% A/ 23, d. h. es wird ein Glied der Ordnung e 13
vernachlissigt, Welche Vernachlissigung nur dann gestattet ist,
wenn & gegen ¢ eine kleine Grofle ist. Ist aber % mit ¢ von
derselben Ordnung, so mufl das Glied == 4 A%? noch dazu
genommen werden, um 1% und ' genau auf ¢2. IIL. Ordnung
zu erhalten.

Aus der vorigen Gleichung fiir tang v folgt:

oAk MR AR
w=(atastiatis )

, O AR AR AR
V= (gt
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Fiir Werte q oder 2 vom 5. Grade an ist ¢ als kleine Grofle
erster Ordnung zu betrachten, es konnen daher diese Reihen
bis einschlieflich der Glieder mit A7 fortgesetzt werden.

Wegen

oAb Ah2
3Te=gte s T

0 4 1  Ah Ak
CREERE R Nk mi
wird ‘
v MRS TN bt
O={_ — T T .,
w‘ﬁ(3+6)7” 12 7760
LB Y T
v=—(g+ )+ + 5+
Ist 7, der Wert von [ fir die Mitte von I G,‘
A MR AR
=0 _—
2 l+2+4~+8+'."
so ist wegen
A N S A R L5 YR L "

Tt et ta
S L LR
? 6 2 3 4 24 16 "y
woz(‘li"f‘éi)h—l—%_{_ﬁl_hj_l_
6 3 120 g0 T
' l;) 4 A R4 A Rs

Fir den Bogen s auf dem Sphiiroide lautet der genaue
Ausdruck
s 4 [ %Y
J mcos Y

Wird cos y und cos ¢ = 1 gesetzt, so ist der Fehler et
mit einer GroBe VIIL beziiglich VI. Ordnung; im Integral daher
von der Ordnung et. VIL. Mit solechem Fehler kann daher
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dz

e

S =

gesetzt werden. Wird m statt in der Linie M in der Linie NV
genommen, so ist der Fehler von der Ordnung 2742, also in s
von der Ordnung e*. VIL

Damit wird

A h
T md

A b — Y — ) R g — 2 O]

w{na

Nun ist

w h? = Ordnung e2q2h2,

w' b3 = Ordnung e2qh3, u2h3 = Ordnung e*q*h?,

W' Bt = Ordnung e2h!, up' k* = Ordnung et q3h¢, udht
= Ordnung 68 ¢8h* usw.

Sollen. daher die Glieder mit e2. IV. Ordnung beriicksichtigt
werden, so muf :

T
§ == Al —(1—tuh—L B — L hi)
Yy
gesetzt werden; dieser Ausdruck kann aber so weit fortgesetzt
werden, bis die Fehlergrenze ¢*. VIL erreicht wird. In dem
GaupBschen Niherungsausdrucke

Al

YV momd

werden die Glieder mit gp'73, " k%, welche mit dem Gliede
mit g h? von derselben Ordnung sind, vernachlissigt.

In den Gliedern von g h? an kann m, =1 gesetzt werden,
der Pehler ist von der Ordnung et. VII

Fiir die Berechnung von s empfiehlt sich der Ausdruck

. Ah
- (m) !
6
m mO + ny + m'

wo die Vergroferungszahl in der Mitte von F G bedeutet.
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Diese Formel beriicksichtigt noch das Glied mit " - und das
Hauptglied des Fehlers betrigt :

A‘LLIN h5

+ —is0

Mit einem Fehler der Ordnung et.q® in (m) also et. VII
in s kann

6 (m) = m® 4 domy - !
gesetzt werden.

Ist s gegeben, und wird A gesucht, so erhiilt man mit
gleicher Fehlerordnung

oS
A4
gesetat,
h=o-+tuo?44u' o4 Lu'ot ..
Werden nur die Glieder mit ¢2, IV beriicksichtigt, so wird

(m)s
4

h =

gerechnet,

Da bei dieser Abbildung die Koeffizienten A, 2, 4" . .,
w, ', @' . . ziemlich komplizierte Ausdriicke sind, so sind die
Korrektionen ¢ und ¢’ nach

o Iy

v={5+3n o=+

und s mittels () zu rechnen, falls die erste Nitherung geniigt.
7) Zu S. 25. Art. 13. Um die Winkelkorrektionen mittels
der Grofen 1% und 1’ beziiglich des Vorzeichens richtig zu
erhalten, dient folgende Betrachtung. Mit einem Fehler der
Ordnung o%. XII ist w=y. Die Voraussetzung cos y =1 er-
setzt den Bereich der Kugelfliche lings der Linie FG durch
jenen eines berihrenden Zylinders. Fiir diese abgewickelte
Kurve y = f(x) der Punkte M ist '

el

2———.X, X:lo—{—%(w—[—h)—[—%(m?—{—hx—}-h2)—i—..

dy d*y
1o = ey ga=—l
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Bei der Abbildung der »Untersuchungen . .« ist im ganzen
Intervalle =10 bis x =17, das y negativ, —1 positiv, die
Kurve der Punkte M konkav gegen die z-Achse; in diesem
Intervalle hat y ein Minimum (absolut gréBter Welt) Dall ¥
immer negativ ist, folgt aus

141 A b
‘; =0 o 1)+ 5 1Y,

welche Gr6fe immer negativ ist. Dieser Ausdruck bleibt auch,
im Falle alle Koeffizienten A, A’, .. positiv sind, noch negativ,
wenn dessen Glieder durch die des Ausdruckes fiir X ersetat
werden.

Erginzung zur Note des Art. 12, ferner zu Art. 15 und 22.
Fir die Berechnung der Korrektionen des Azimuthes und der
Grofe des Bogens s mit Zuziehung der GréBen l% und 7y sind

P
Niherungswerte der Breite und des Azimuthes der Mitte der
Seite /(¢ notig. Diese Groflen lassen sich mit geniigender
Genauigkeit auf die folgende Art bestimmen.

Im sphérischen Dreiecke ABC sei D die Mitte von 4 B,
OD=d, in den Teildreiecken ACD und BCD sollen die
Winkel bei Cmit G und C,, die Winkel bei D mit D; und D,
die sphirischen Exzesse mit )} und E, bezeichnet werden.
Dabei werden o —b, ¢, C als kleine GroBen erster Ordnung
vorausgesetzt.

1) Bestimmt man im Dreiecke .4 0D cos b, im Dreiecke BCD
eos &, 8o erhilt man

[4]
cos o -+ cosb:2003§cosd

a-4+b 2

cos d = cos

Mit Fehler IV. Ordnung ist

a0

208 d == cos
2

c? @ — b2
1 Ot o
( —l—23m4 2 gin 1 )

b
(14 Lsinasind C2).
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© Mit Fehler I Ordnmung ist

. . . o b2
sin @ sin b = sin g
b 2
cosd:cos“—; ~|—1gsin“—l2—b -cosa_;_b(]z;

1 b
a="F" i, w=ysin(ab) 02,
b
(l_—_—a—; — 1z sin (@ 4 b) C2.
Ferner ist
2cosd=cosa—k—cosb—[—»’,&oosa_gbcz.
2) Aus

o
2
sin¢ sin 4 = sin C sin @, sin ¢ sin B=sin C sin b

folgt

. . . . C . . .
sin () sin d = sin 4 sin 5 sin Cy sin d = sin B sin

Loc
eosg—smgsmosi ro—bcosa+b
2 sind sme T 2 9 !

a-+0b
2

sn =G

2

01 —_ 02 == %cotg

(@ —10) C.

8) Verlingert man 4B, und ist B’ der Aulenwinkel von B,
so ist
Dy= A+ C—E, D= B — Oy -+ Iy,
A+B | G —C B —H

D=yt 2

d b,
w tang? tang 5 S G

tang —2—1 =

1 -+ tang —g— tang —g cos ()

4 b,
sin — sin — sin G}

2 2
a—b 29'1113111isi1‘1012
cos — 2 sin 5 2

und ebenso fiir FHy.
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Nun ist a :c i _g b_ %, #%=1II. Ordnung
cos d ; b = ¢08 4 ; e -+ IIL Ordnung.
Mit Fehler IV. Ordoung ist daher
tang w = sing (sin % sin C; — sin g sin Cy).

sin % =gin ﬁ—:{j —+ cos CL;H) &Zj — 1sin 9_1;7) (2—?)2~ ’
sin%: sin -CLZ_—Z)—— cos 1_ ba—;-—b%%—sing—i——b (ﬂ;j)2 ,
also mit Fehler IV. Ordnung
‘wmgﬂ%gzé = sin a—: ” (Ci — Gy) — 4 sin a_-;;b (e—1b) C;

damit wird mit Fehler IV, Ordnung

o~ b2
A+ B 1—]—003‘2%

8sin 3

Bezeichnet man mit 0 und Y die sphirischen Breiten
von F und &, mit A ihren Léngenunterschied, mit Yy die

sphérische Breite der Mitte von &' G, mit o das Azimuth von 7@
in F) mit ¢’ das Azimuth von G in G, so ist

_ Y4y
l#’i~—7—

; + oy sin (0 - ) 22,
die zu dieser Breite zugehorige GriBe Ty = sin 21
0 ’
2Ty = T+ 7' 4 1 gin w%‘/i h2,
Die Grofe 2y der Mitte von F ¢
0 D)
1 sin u
=y
w()__l__ 1{)—' ’
2

Ostwalds Klassiker, 177. 7

a+td
2

— 900

X

,‘12
8 cos



98 Anmerkungen.

diese Gr OBe wird nur bei der Abbildung der »Untersuchungen . .
bendotigt.

Fiir die Berechnung dieser letzteren Korrektionen geniigen
dreistellige Logarithmen.

Damit erhiilt man die in Artikel 15 und 22 der »Unter-
suchungen . .« gelieferten Formeln der Azimuth- und Léngen-

0 '
Ist Q= iig—iu—, Yo — ) =4, so ist die

korrektionen,

Breite in F= Q+ R in G:Q—%, in der Mitte von
FG@= Q4% Goup gibt (Art. 9)
logm = A3 ¢* + Ayg* +- . .,
l={(34392+ 44,93+ .. sin%.‘
Daraus folgt:

my = 1 -+ VI Ordnung, m0 - m' = 2 ~+ IV. Ordnung, also
s = Ah—~+ V. Ordnung (Gleichung 8 des Art. 22)
Zé = IV. Ordnung;

also

mit Fehlern V. Ordnung ist die Azimuthkorrektion:

A yEa Y
— 170 W
in F'= l7+120,mG Zl—i—le,

deren Unterschied
w0 o
? 021 sin /——;;'i - V. Ordnung,

Summe == IV. Ordnung.

Damit ist auch erwiesen, daf in Art. 22 der Fehler der
Gleichung (6) eine Grofe der IV. Ordnung, der Fehler der
Gleichung (7) eine Grofe der V. Ordnung betriigt, und daB,
wie Gauf in Art. 25 erklirt, der Fehler jeder der drei-
Formeln I, IL, IIT von der fiinften Ordnung ist.

8) Zw S. 34. Art. 16. »Vierte Methode«, Im sphirischen
Dreiecke AB C werde :

C =4, a,:QOO——-S’, b=90°—8, c=r
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gesetzt. Der AuBenwinkel von 4 werde mit 7, der Winkel B
mit 7" bezeichnet. Die Aufgabe lautet: Aus den Seiten b
und ¢ und dem eingeschlossenen Winkel 4 sind die iibrigen
Stitcke des sphirischen Drejecks zu bestimmen. Im vorliegenden
Falle ist die Seite ¢ klein der ersten Ordnung, also auch der
Winkel ¢ und der Unterschied der Seiten o und 2.

Zerlegt man das Dreieck ABC
durch die von B ausgehende Hohe o
BD =1 in zwei rechtwinklige 4BD
und BCD, so sind die Seiten des Drei-
ecks ABD klein der ersten Ordnung,
also dessen Fliche und der Exzel ¢
von der zweiten Ordnung; gleiches gilt
von dem Unterschiede B C — OD==g.
Zieht man BE | BD und setzt Winkel
OBE =1, so ist ¢ die Meridiankon-
vergenz im Punkte B. Gawp. fiihrt die
Losung auf die Berechnung von AD
= s, 4, 1, 7, 0 zuriick. Dabei wird am
hiufigsten der Satz angewendet: In einem bei C rechtwinkligen
Dreiecke 4BC ist

I. cos 4 = cosa sin B.

Es ist
1) tang s = cos T tang r,
daraus
1) cos I'sin » = cos % sin s.
tang /i = cos (S — s) tang 4 = tang 7 sin s,
daraus
tang T sin s
2) tang 4 = —G(Fg(m :

Nach dem Satze I folgt fiir das Dreieck CBD cos 7
== 008 /1 eos ¢, sin ¢ = sin 4 sin (S — s); also

tang ¢ = cos / tang 4 sin (S — s);

wird aus 1') cos» genommen und fiir tang A aus 2) der Wert
gesetzt, so folgt

3) tang ¢ = sin 7' sin » tang (S — s). ‘
*
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Bestimmung von 7. Bezeichnet man dem Winkel 4BD
mit », so ist '
U T4 1=90° w4 T=90°+ 7,
also
t=T— (T +1.

w = 90° — (T + #), der obige Satz I zweimal auf das Drei-
eck ABD angewendet gibt

sin (7" 4-#) = cos s sin T, cos (T’ 4 t) = E{Z,
cos /v
also
sin 7 = gin 7T cos T(—L—cos s) == gin T cos T (ﬂ) )
c0s 2 cos fo

und Weﬁn cosh aus 1') genommen wird,
4) sin v = sin 7 tang § r sin s.
Bestimmung von ¢. Es ist
BC—(CD=0=8—s—04S.
Aus tang S" = cos 4 tang (S — s) folgt
sin S’ eos (S — s) = cos 4 sin (S — s) cos S,
damit wird

sin ¢ == sin (S — s) cos S’ (1 — cos 1),

Iso wegen cos S’ sin 7 sin T
a —— e a
g sin A '’
5) sin 0 = sin (S — s) tang § A sin# sin 7' -

== tang  tang 1 4 cos (S — s).

Die »vierte Methode« hat vor den gewdhnlichen Lésungen
(erste bis dritte Methode) den Vorzug, daB man init sieben-
stelligen Logarithmen eine Genauigkeit erreichen kann, die bei
den drei ersten kaum mit zehnstelligen erreicht werden kann.
Das von Gauf geriigte »etwas beschwerliche Interpolieren«
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tallt gegenwiirtig durch die den Logarithmentafeln beigefiigten
S- und 7T-Zahlen weg. ’

Zur Priifung der Leistungsfihigkeit dieser Methode wurden
fir das von Gouf in Art. 20 (Zweite Abhandlung) mitgeteilte
Beispiel (zu seiner »fiinften« Methode) die Werte s, A und ¢
siebenstellig mit den Tafeln von Schr¢n und zehnstellig mit
dem Thesaurus von Vega*) gerechnet. Fiir ¢ und 7 geniigt
sogar eine fiinfstellige Rechnung. Es ist die Berechnung des
Dreieckspunktes Inselsherg vom Brocken aus, der groften
Seite (rund 106 km) im Hannoversechen Dreieckssystem**),
auszufiihren.

Siebenstellig s==38407" 6403, A=538" 9442.5, t=417" 7773
Zehnstellig s==3407" 64035, 1 =538" 9443.2,) t=417"77721.

Mit gleichem Grade von Genaunigkeit werden diese Grofen
nach den Gaufschen Niherungsformeln (Reihenentwicklung mit
Vernachlissigung der Glieder V. Ordnung) erhalten. Die Rech-
nung nach diesen letzteren Formeln ist noch bequemer, fiir die
Glieder III, Ordnung. (im Logarithmus also II. Ordnung) geniigt
selbst fiir dieses Beispiel eine vierstellige Rechnung. ,

9) Zu S. 85, Arxt. 17. Die indirekte fiinfte Methode bildet
den Ausgang der »Zweiten Abhandlung«. IThre Vorziige vor
der »vierten Methode« sind in der griBeren Einfachheit dew
Reihenentwicklungen bei Beschrinkung auf die kleinen Gréfen
drifter Ordnung und in dem Umstande begriindet, daB die ver-
nachlissigten GroBen fiinfter Ordnung rund 1:82 jemer der
»vierten Methode« sind. Der Nachteil, da die fiinfte Methode
keine direkte Auflosung gibt, wird durch den Umstand, dafl
hierbei bereits ziemlich genaue Niherungswerte der Unbekann-
ten vorhanden sind, groBtenteils aufgehoben.

*) Statt der direkten Bestimmung eines kleinen Bogens aus
dem Logarithmus der Tangente wurden zur Vermeidung einer un-
bequemen Interpolation fiir die zwei Nachbarstellen log T ge-
rechnet.

**) In PreuBlen ist die griBte Dreiecksseite (Schneekoppe—
Schneeberg) 98 km lang, in  Osterreich-Ungarn 133 km (Hum—
Giovannichio).
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Die geoditische Linie wird so definiert: Ist 4B ein
Element derselben, BD eine unendlich kleine (geradlinige) Ver-
lingerung von 4B, so ist das nichste Element B C die Normal-
projektion von BD auf die Fldche.

Da der Winkel der beiden aufeinander folgendeni Elemente
AB und BC unendlich klein ist, so kann BD = BC gesetzt
werden.

Sind die Koordinaten x, v, z des Punktes 4 der geodiitischen
Linie durch deren Linge s von einem gegebenen Anfang be-
stimmt, wird AB = BC = h gesetst, so ist fiir den Punkt B,
dessen Koordinaten y, y;, #y durch s -~ / bestimmt sind,

d2x h2

wi_w—}— 7+d82§+..1ls\v.;

fir den Punkt C, dessen Koordinaten ws, y5, zp durch s 27
bestimmt sind,

Xy = & + 27 + 2h —|—
Die Koordinaten fiir den Punkt D sind
dz d2z

42w —a) =z s 27@,“‘&‘57@”‘ .. USW

Der Punkt D liegt in der Normale des Punktes C, seine
Koordinaten &, 7, { leisten den Gleichungen

S—mtp(E—m) =0, n—ya+ ¢ (C

“)207
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wo pg und go die partiellen Differentialquotienten der Gleichung
v={ (:l), '.Z/)
der krummen Fliche fiir den Punkt C bedeuten.

Entwickelt man die obigen Gleichungen in Potenzreihen
nach %, so erhilt man

A2z dZq d2z
(d32+ d2)h+ =0 (d2/+ d32)72+
also
d2e d2z d2y a2z .
e TPga=% gatige =0

welche Gleichungen mit jenen der kiirzesten Linie identisch
sind, wie aus Heft Nr. 5 Ostwalds Klassiker Art. 14 unmittelbar
hervorgeht, wenn fiir die wnabhiéingige Variable w die Linge s
gewihlt und
0% = pdx -~ ¢dy
gesetzt wird.
Ist die Fliche eine Rotationsfliiche, so kann deren Gleichung

durch
f(x) = 2+ y?

dargestellt werden, wenn die Rotationsachse als #- Achse gewihlt
wird. Dann ist

&y =2z, [ (xq=2y,

durch Elimination von /' (%) aus den Differentialgleichungen der
Kiirzesten erhilt man

d2y 2z
i Ve =0
woraus
dy dz
“E‘J&—s o

folgt, wo C eine Konstante bedeutet.
Ist M ein Punkt der Rotationsfliche, » sein Abstand von
der Achse, 4 der Lingenunterschied, so ist

x=wvcosk, y=wsinl.

Setzt man diese Werte in die vorige Gleichung, so erhiilt man
2244 = Cds.
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Ist ¢ der Winkel, unter dem die Kiirzeste im Punkte M
den Meridian schneidet, so ist das Element des Parallelkreises
vdA = ds sin ¢, also

vsinoe = O,
Nach den Bezeichnungen des Art. 26 und Einbeziehung
von 1:a in die Konstante C erh#lt man

sin X cos ¥

Vi_——f__eTsiﬁE = (., Art. 26.

IL

Die geoditische Linie und der Vertikalschnitt auf
einer Fliche.
Die Gleichung der Fliche sei

2% = A By 2Z, . ... .... (1)

wo Z die Glieder dritter und htherer Ordnung nach z und y
enthilt. Die xy-Ebene ist die Beriihrungsebene im Koordinaten-
anfang, die Ebenen 2« und y# sind Hauptschnittsebenen. Zieht
man durch den Koordinatenanfang kiirzeste Linien, ist o der
Winkel des Anfangselementes mit der z-Achse, so kann jeder
Punkt (%, y, #) der Fliche durch die Linge s der Kiirzesten
vom Anfange und den Winkel o dargestellt werden. Fiir sehr
kleine Werte von s ist

x=scosc, y=ssina, 2%=_(4cos a2 B sin a?)s2
Aus den Gleichungen der geoditischen Linie
2 2 2 2
folgt durch Differentiation ‘
A3z (dp dw dp ggl) d2z A3z
ds? dxds dy ds
also fir s = 0

3
g:;{,g + Adcosa(dcosa?+ Bsina?) =0,

a2 TPEs T

ebengo

ady . 2 in o2
avsg—}—Bsmoe(Acosa -+ Bsina?) = 0.



Anhang. 105

Dies gibt in der Niherung, wo Z noch nicht bendtigt wird,
wenn

Acos a2+ Bsina2=U
gesetzt wird, folgende Werte

3
x=scos o — Acos U%
83
y=ssina——BsinaU€ Ce e (2)
82
xﬁU—é-

Eine beliebige auf der Fliche liegende Linie kann durch
Hinzufiigung einer Gleichung zwischen o und s dargestellt
werden. Soll diese Linie ein Normalschnitt mit der Fliche
gein, der mit der xx-Ebene den Winkel # bildet, so ist

xsin f —ycosp =0
die Gleichung dieser Ebene.

Fitr deren Durchschnitt mit der Fliche (2) erhilt man
' 2
sin (8 — a) = U (4 cos « sin § — B sin « cos ) % 4+ ... (3

aus welcher Gleichung « als Funktion von s folgt, wo 8 kon-
stant ist. In erster Niherung kann man im Koeffizienten von s2
« = (3 setzen, dies gibt

a—p’.—-_——(Aoosﬁz—{—Bsinﬂ?)(A-———B)sin2/3~f—; .. (3)

Wird dieser Wert von « in die Gleichungen (2) gesetzt, so
erhiilt man die Koordinaten w, y, » des Punktes des Normal-
schnittes in der Form

z=E&ls), y=1(s), x=2Lls) ... ... (4)
Das Linienelement do des Normalschnittes ist
do?2 = da? 4~ dy? 4 dx?,

wo dax, dy, d~ aus den Gleichungen (4) erhalten werden. Man
erhilt ‘ :

do\2
do? = ds? - m? (a—s—) ds?,
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wobei m?2=s2 — L ABst -} .. (es‘ geniigt das Anfangsglied s2).
Setzt man fiir g% aus (3') den Wert, so erhilt man in erster
Niherung

0 — s == (4 — B)?(4 cos 52 + Bsin 82 sin 232 il

s60 " O

Ist die Fliche ein Sphiiroid, die @x-Ebene der Meridian,
g0 ist
1 1 e? cos (p?

—w Py A= 0B

A
wo ¢ die Breite des Koordinatenanfangs ist.
Vernachlissigt man die hoheren Potenzen von e, so er-
hilt man .

a—f= 6—200862‘112’82
P i , 8
U 8= ge5 0080 sin 28 prik

Fiir s = 1° ¢ = 45° f = 45° wird « — =07 0174,
0—s==3:1010m, _

Auf diese Unterschiede hat zuerst J. Soldnwer 1810 auf-
merksam gemacht, die Niherungsausdriicke fiir das Sphiroid
hat Bessel (ohme Beweis) in den »Astronomischen Nach-
richten« Nr. 3 und 330 mitgeteilt. Obige Darstellung ist nach
J. Weingarten (in dem Werke von J. J. Baeyer »Das Messen
auf der sphéiroidischen Erdoberfliiche« Berlin 1862) gegeben,
fir das Sphiroid wurden auch die Glieder hoherer Ordnung
entwickelt. Dessen allgemeine Darstellung der ersten Niherung
ist fast iibereinstimmend mit der von Guauf (NachlaB, Bd. IX,
Notiz [12.], 8. 94 und 95), nur die x-Achse hat daselbst eine
unbestimmte Lage in der Beriihrungsebene. Gaup’ Notiz diirfte
aus der Zeit um 1820 stammen.

IL

Von J. Soldner und J. G. F. Bohnenberger wurde fiir die
Berechnung geoditischer Vermessungen das Erdsphiroid zen-
tral auf die das Sphiroid im Mittelparallel berithrende Kugel
abgebildet. Diese iitberaus einfache Abbildung weicht von der
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" zugehorigen konformen Gawpfschen in Breite (im Sinne Zen-
tral- Gowf) nur um den Betrag

et .
- % (sin ¢ — sin y)3 cos ¢

ab, wo ¢ die Breite, ¢, die Mittelbreite bedeutet. Ausfithr-
lich wurde diese Abbildung in der »Zeitschrift fir Vermessungs-
wesen«, 1908, in den zwei Aufsitzen: »Zur Abbildung des
Erdsphéroids« und: »Zur Berechnung sphiroidischer Dreiecke«
vom Herausgeber behandelt.

Der Mittelpunkt der Hilfskugel ist der Durchschnittspunkt
Cy der Normalen des Mittelparallels mit der Achse, der Halb-
messer die Linge der Normalen

7 )
(1 —e2 sin y%)*

Ist M ein Punkt des Sphiroids, C der Durchschnitt seiner
Normale mit der Achse, so wird der Punkt M auf der Kugel
in M' durch Verlingerung der Geraden O, M abgebildet. Ist
O der Mittelpunkt des Sphéroids, so ist

0C) =e2N, singy, OC=¢e2Nsingp

Cy O =e2 (Nsin p — N, sin ¢,).

Wird der Winkel Cy M C=1 gesetzt, so ist

Gy Ccos
CoM

Ny =

Sinlﬁ:

Ist @' die sphdrische Breite des Punktes M, so ist
p=9¢" + v '

CoM?=CM?—2 CMC, Csin ¢ 4 C, C2

Fiir kleine Werte von ¢ — ¢, kann
sin 1 = 1 = e (sin ¢p — sin ¢py) cos ¢
= ¢2(sin ¢’ — sin ¢p,) cos @',
CoM=CM— CMCyCsingp, N=ua(l-4 Le2sin ¢?)

gesetzt werden, daraus folgt

CoM =Ny — L ae? (sin ¢ — sin )2
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1v.

Von einem Punkte M, (in beliebiger Hohe), dessen Breite
@ 1ist, wird nach einem Punkte 1/, dessen Breite ¢ und
Hohe £ (iber dem Meere) ist, visiert. Der FuBpunkt von M
der Normale auf das Sphiroid sei P. Die Visierebene ist
durch die Normale des Punktes M, und durch den Punkt M
bestimmt, die Gerade M C, schneide das Sphiroid im Punkte Q.

Die Punkte €, C, M, also mit
M ihnen auch die Punkte P und Q,

0 Q liegen in einer Ebene (Meridian).

P Da die Beobachtung in der Vertikal-
C ebene Cy M, M geschieht, so wird
(+]

statt des Punktes P der Punkt Q
auf dem Sphéiroid erhalten, also ein

C , Breitenfehler — /\ ¢ gemacht, der
durch den Bogen PQ bestimmt wer-
den kann.

Bezeichnet man den Winkel PCQ mit w, so kann wegen
der Kleinheit von % gegen Cy M und ¢ der Winkel CoMC=vy
gesetzt werden. Ist ¢, die durch Beobachtung erhaltene Breite,
so ist

W= ¢ (sin ¢p; — sin ¢,) cos ¢y,
PQ=hy=Nu=R/¢p,

also
h I o0 .
A(/;:szl—%e (sin oy — sin ¢pg) cos ¢y .

Wird die sphiroidische Seite zwischen dem FuBpunkte von
M, und dem Punkte Q auf die Hilfskugel vom Halbmesser
N, tibertragen, so erhiilt man ein sphirisches Dreieck 4B C,
wo AB das Bild dieser Seite, und ¢ das Bild des Poles ist.
AC=90°—¢q,, BC=90—¢’;. Winkel C=1 ist der
Lingenunterschied. Wird AB=1s gesetzt, statt ¢’y der Kiirze
halber ¢ gesetzt, so ist

tang ¢ cos ¢,

cotg 4= sinl

— sin ¢, cotgl.

Differentiiert man diese Gleichung, wo ! konstant ist, so er-
hilt man _

dd  cosqydep  cosgydg

sin A2 cos p?sinl ~ cos g sinssin A’
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Nun ist
sin @ == gin ¢, cos s 608 g sin s cos 4,
also niherungsweise, coss=1 gesetat,
sin ¢ — sin ¢py == cos ¢p, sin s cos 4;
daraus folgt

08 py2sin 4 cos 4

dd=— : ; (
c08 @ (sin ¢ — sin ¢g)

Beriicksichtigt man die geringen Unterschiede der zusam-
mengehtrigen Werte auf dem Sph#roid und der auf der Hilfs-
kugel, so kann dop = — /\ ¢ gesetzt werden, setzt man in
- A\ tberdies K=a, so erhilt man die Azimuthverbesserung

+ % 0208 (g2 sin 2 4.

Diese Verbesserung des Azimuths wegen der Hohe 4 des
Objektes wurde von Joan. Theophil. Frider. Bohnenberger 1826
in seiner Tibinger Universititsschrift: »De computandis di-
mensionibus trigonometricis in superficie terrae spheroidica
ingtitutis« (tibersetzt von K. Hammer, Stuttgart, 1885), aber
mit unrichtigem Vorzeichen -aufgestellt, Im Briefe von Gauf
an Olbers, Gottingen, 14. Mai 1826, erklirt Gawp, daB diese
Korrektion schon bei miiBigen Hohen immer gréfer ist als die
Besselsche ; der grofite Betrag in seinem System ist von Lich-
tenberg zum Brocken — 0"041. Im NachlaB (Bd. IX, 8. 95)
wird obige N#herungsformel mitgeteilt, Bei der Landesver-
messung des Konigreichs Wiirttemberg scheint diese Korrek-
tion vernachlissigt worden zu sein, mindestens wird sie in der
Bearbeitung von C. Kohler (Stuttgart, 1858) nicht erwihnt.

Liegt der Punkt B ostlich von 4, so ist der sphirische
Winkel 4 das norddstliche Azimuth von B. Liegt der
. Pankt B westlich von 4, so ist 360° — 4 das norddstliche
Azimuth von B. Gauf zihlt in seinen »Untersuchungen« das
Azimuth stidwestlich, beide Azimuthe unterscheiden sich um
== 180°; die vorige Verbesserungsformel, um das beobachtete
Azimuth « (des Punktes }/ in der Hohe %) auf die Niveau-
fliche zu reduzieren, wodurch das Azimuth ¢, erhalten wird,
bleibt ungeindert.
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Zweite Niherung. Mit Vernachlissigung der Glieder
mit ¢ erhdlt man

Cy C cos P
Mc, '
MCy == MC — (0, sin ¢.
Vernachlissigt man ¢2(h: V)2 so wird
Ogvosin p) (1— F)
Bezeichnet man mit v und v die Unterschiede. der sphiro-

idischen und sphirischen Breiten der Punkte P und (), ist
£=90° — O G, Q die sphirische Breite von Q, so ist

M =gsin M=

h

M= Cy Ceos p (1 +

' )
A=+ M ==y, M=y — o
also
h
DNp=p1—p=sz-4-y — .
N
Ftir den Unterschied 1, — vy geniigt es
Yy = ¢ (sin g — sin ¢g) cos ¢y, 1Y =2 (sin ¢ — sin ¢p,) cos ¢
zu setzen, damit wird
Y1 — P =e(cos 2¢ + sin g, sin ) A\ i,

wo statt ¢ auch ¢, gesetzt werden kann. Damit erhilt man
' I
A :Fl Y (1 e (cos 2 ¢ -+ sin ¢, sin ),

wofiir auch, da @ — ¢, selbst im Hochgebirge nur wenige
Grade betragen kann, ,

l;
A g=5 Y1+ e2eos g
gesetzt werden kann. Wird fiir ¢/ sein Wert gesetst, so er-
halt man bei Vernachlissigung des Gliedes mit e(singp —
singg)?

; : :
A(p:—]\%e?(l ~+ €2 (sin ¢ — sin ¢,) cos .
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Fiir gréBere Entfernungen s setze man
e08s=1—1s? sins=s;
damit wird
sin ¢ — sin ¢y == cos g cos As — 4 sin g s2.

Werden diese Werte in d 4 eingesetzt, so erhilt man als
nordostliche Azimuthalverbesserung

h . . .
oy — = ﬁez (1~ ¢2) (cos py?sin 2 @ — Lssin 2 ¢ sin ).

Fir das stidwestliche Azimuth ist im zweiten Gliede das
Zeichen - zu nehmen. Das erste Glied ist von der Entfer-
nung unabhiingig.

Liegen die FuBpunkte von /4, und M nahezu in demselben
Parallel, so ist im Vorhinein klar, dal diese Verbesserung ver-
schwindend klein ist. In dem auf 8. 106 angefiihrten Werke
rechnet Baeyer — ohne Aufstellung der Schlufiformel — n#he-
rungsweise diese Verbesserung fiir den Fall 4 = 1000 Toisen,
log s = 4,75675 Toisen, aber fiir den Breitenunterschied der
Punkte M, und M von nur 37,46 (Azimuth 90°); damit fallt
das Hauptglied dieser Verbesserung weg. Bueyer erhiilt 0;0022
und schlieBt daraus, dafl diese Verbesserung nie die Hohe von
0,01 erreichen wird.

Als Niveaufliche werde die Meeresfliche vorausgesetzt. Im
Himalaja kann das erste Glied den Betrag 0776, das zweite
Glied fiir die Entfernung von 5° (rund 550 km) den Betrag
07027 (die GroBe /\ ¢ den Betrag 0”13) erreichen.

Fiir die Visur Genf-Montblane (Entfernung rund 70 km,
norddstliches Azimuth 90° - 45°) ist das erste Glied — 0,253,
das zweite Glied — 0;002. Fir die Visur vom: Gipfel Tele-
grafo des Monte Baldo nach Monthlanc (Entfernung rund
308 km, siidwestliches Azimuth 94.°) ist das erste Glied — 0,035,
das zweite Glied -~ 07013.






