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§ 1.

Die Differentialgleichungen fiir die Linge und Lé#ngendifferenz der
geoditischen Linie des Rotationsellipsoids sind zuerst von Légendre auf-
gestellt worden. Losungen derselben haben Bessel, Gauss, General
Baeyer, Hansen, Jacobi u. a. gegeben. Wihrend die ersteren Entwicke-
lungen der sich aus den Differentialgleichungen ergebenden Integrale in
Reihen sind, griindet sich die Jacobi’sche von Prof. Luther mitgetheilte
Losung auf die Theorie der elliptischen Funktionen. Iin folgenden soll nun
zunéchst die Berechnung nach der Methode des Herrn Weierstrass aus-
gefithrt werden.

Das Sphiroid entsteht durch Rotation einer Ellipse um ihre kleine
Axe. Seine Gleichungen seien:

z=psingcosp )
y==psin ¢sin g N €O
z="Vp?—c2cos ¢

wo p die halbe grosse Axe und ¢ die Excentricitit der Meridianellipse be-
deutet. Jedem L ¢ entspricht ein Meridian, jedem £ ¢ durch die Gleichung:

02— 2
ctgnp=ﬂ’._9._c_tg'q N )
in welcher n die geographische Breite ist, ein Parallelkreis des Sphiiroids.
Das Bogenelement ds einer beliebigen auf dem Sphiroid gezogenen
Curve ist nach (1):

‘ 2
d § — VP2_ 02 Sin2 '1'J+P2 sin2|"{ (%’%) dd . . . . (3).
1*
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Soll nun die Curve zwischen 2 Grenzen ¢, und ¢; eine kiirzeste
sein, 80 mMuss:
%d
8
o5 14
dd ¢
o
zum Minimum werden. Damit dies der Fall sein kann, muss
‘P;l r p '
8 . .
b @d\p=fp2s1n2cpcl*(:6-dcp=0 sein . . . . . (4
do o
Ist » der Abstand eines Punktes der Curve von der Umdrehungsaxe,
so ist »=ypsin¢. Gleichung (4) wird hierdurch:

1t d
fr2cT;Pd-6cp= 0,
do

woraus durch theilweise Integration folgt:

U
— fa(p +d(r29%) = 0.
do o

!
Y1

d
}r2c—li:-8cp

An den Grenzen ist 8¢ =0, das erste Glied dieser Gleichung ist
mithin Null, daher: ’

d1
fﬁ(p-d(r2%§)=0.
do.

Diese Gleichung wird nur dann fiir jedes 8¢ erfullt, wenn
d(r2g§) =0 oder

d
r? Zi—(_g =7 L e (5)
ist, wo 7 eine Constante bedeutet. Die Gleichung 5 ist die Differential-
gleichung der geoditischen Linie. Dieselbe ist so lange eine kiirzeste, als.
die zweite Variation 32 /'ds positiv ist.

Bezeichnet man mit § das Azimuth in einem beliebigen Punkte der
geoditischen Linie, so ist:
rdey

sinth = (TS .
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Fir Gleichung (5) lisst sich daher auch schreiben:

rsind=» . . . . . . . . . (6)
erd {}=%,
rallelkreises, welcher von der geoditischen Linie bertihrt wird.

Setzt man in Gleichung (5) fiir r» und ds die Werthe ein, so er-
h&lt man:

so ist » =1y, d. h. 7y ist der Radius desjenigen Pa-

. do
?s5in? § —+
i dq) = 7.
2
Vp2 — ¢?sin?d + p?sin?Y (g{)
Hieraus folgt:
de _ m pi —cisinl¢y Q)

do — psing F p?sin?y — ro?

und wenn fir do der Werth aus Gleichung (5) eingesetst wird:

“_pSIWVL:chzri'_ N )

2 —
p? sin?¢ — 7o?

Fir die Wurzel ist das positive Zeichen zu nehmen, wenn man fest-
setzt, dass ¢ wichst, wenn s und ¢ wachsen. »
Die Integrale der Gleichungen (7) und (8) sind:

[ p—c“smw ay e (D,

psin?d — rg? sing

s——pfsmyl/P_‘gsmww Coee L (10).

P ém“-}; — 792

§ 2.

Soll die geoditische Entfernung zweier Punkte auf dem Sphiroid
bestimmt werden, so muss man zunichst den Werth der Constanten 7y, also

* ~den Radius desjenigen Parallelkreises, welcher von der geoditischen Linie

berithrt wird, kennen. Die Berechnung von ro aus Gleichung (9), § 1, soll
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. in folgender Weise geschehen. Wird in dieselbe % =g, P p und sin?¢=uv

7'02
gesetzt, so geht sie itber in:

Z1
dx 1—¢2z
=1 /5 N O}
Zo

—p?+ @+ Dz—1

Setzt man:
Ty
1 _ 1— 5218 ) d_:z:
_ﬁf(l —p2P+p+Da—1/z 2,
Xo .
go 1st:
Ty
dz
(I) pu— e e B .
P+ o —p F(p+Do—1,
T
Fir 2 wird eine neue Variable durch die Gleichung z= %y"’ ein-
geftihrt; y ist also ctg ¢, da & =sin? ¢ ist. '
Durch diese Substitution erhilt man:
Yo
. Y
4+ O = — j_“" — arc s ;oo |,
? VIJ- —1— J2 Vp.—l
Yo Y1
Es sei fur den Augenblick:
Vp.— 1sin a; == und Vp — 1 sin ap==y,.
Dann 1st:
%+ O =gy —ay,
und :
sin?(p -+ @) = sin?ay - sin®a; — 2 sin ap sin a; cos (ap — o)
I/o ~+ 41® — 29091 cos (9 + (D)
p—1
woraus folgt, da y=ctg ¢ ist,
te?ilo 4 ctg?d; — 2etg dp ctg Uy cos (o + D)
1=t g2y g Yo ctg ¢ cos (¢
w sin?(p + ) - G

Die in der Gleichung fiir ¢ vorkommende Wurzel lisst sich nach
dem binomischen Satze entwickeln, da sowohl 2 als auch &2 kleiner als 1 ist.

L= V1 —e2a = | ot et Sty S



Beriicksichtigt man, dass:

f zndx . arly  p41a—% fzr-ldr  a—1 an—2dy
= ¥ BT —
V—pa?+(p+1)a—1 np. P n Jy v
und:
dx 1 (1—2z)p+1 1 14-pcos2¢
= —-—=—aresin —-""" "= — ___ arc sin
V—pa?+ (p+1z—1 Vi p—1 T Ve ‘ p—1?
V—pa?+(n-+1)a—1 = cos ¢ V. sin¢y —1
ist, so ergiebt sich fiir @:
_ e\?  ptlreyt  3p—1/e 1 T+ pecos2¢
¢=— 3(2) + 5 (2) -+ 4p. ‘ arc sin — = =
4 6 o
L(e e\ (ein*y 3 ptl L ein?g — 1
+§P(2)+2(2)(2P—4 pL2)~+—...§cos&]al/yus1nqa—l . @)
: o

Fir das Erdsphiroid kann man schon die in e* multiplicirten Glieder
vernachlissigen. Man erhdlt daher fiir dasselbe, wenn man:

14 pcos2¢,

sin §; = |
1+”2¢ N )
. . jcos 2 o
SlnCO_T:r_
getzt:
1 e \2
(D=ﬁ(7) Co—C&) . . . . . . . (6)

Die erste Anniherung an p erhilt man, wenn man schon die mit &2
multlphclrten Glieder vernachlissigt. Unter dieser Voraussetzung wird Glei-
chung (5):

b 1= Bkl —dclghocigdicose) .y
sin%¢

Das hieraus erhaltene p setzt man in Gleichung (4) resp. (6), wodurch
® gefunden wird. Gleichung (3) giebt dann eine zweite Anniherung an p.
In dieser Weise fahrt man fort, bis ein hinreichend genauer Werth von p

J2 g
gefunden ist. Ist p bestimmt, so giebt die Gleichung: p=»r(-2—, rp == V(—’
v [

den Radius des von der geoditischen Linie beriihrten Parallelkreises. Das

*) Siehe Schellbach, Elliptische Funktionen, S. 365.
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Azimuth der geoditischen Linie in einem beliebigen Punkte findet man aus

Gleichung (6), § 1:

. 7o 70 1
sind = " =——=—-—— e 8).
r psind  Pusind ®)

§ 3.

Um die Integration fiir die Bogenlinge und die Lingendifferenz aus-
zufithren, setze man in die Gleichungen (9) und (10), § 1, p?sin?¢ =2,

dz
1 d —_— =
also d¢ WV
Dieselben gehen hierdurch iiber in:
21 .
(s
s=— — dz . . . . . (D,
[
20
2y P4
o — T2t e Ldz
- 2 1 z
V(-5)e—me—re
20 .

Tos 1— ' |
= (2).
]/ z—— (z—p“’) (& —ro%

Nun hat man nach Herrn Professor Weierstrass
dz

V(z — S—:) (z—p? (z — po?

ds =d‘i
VAG—e)(s —e)(s—e5 V8

zu bringen, wo ¢; = ¢ = ¢3 und e¢; -+ ¢3—+ ¢3 =0 ist. Diese Form ergiebt
sich, wenn man setzt:

auf die Form

z=4[s+§(-§;+p2+1'02)]



und:
1 4 1 1 /2p4
sl (el =5Ci - —nt)=a Z
1 1 1
S Ty L I
1 1
R T
Dadurch wird:
4
2—2—2=4(8-—el)
Z——p2=4(8——82) . . . . . . (4)
z2—r?=4(s— e3)
nnd daher:
8;
18—61
s=—25fVT ds . . . . . . . . . . (5),
80 .
A 4 1 d
_ T0E [4 8
_— 11— ———\— . . . . (6
2 < 2 8—e1+%> V§ ?

81

g und & sind die Werthe von s, welche z, und # entsprechen.

§ 4.

Zunéchst soll die Integration von s ausgefithrt werden. Das Integral
der Differentialgleichung: )
ds __ T ds ___

Zl_&_—*_VS oder 1E-du

ist s == pu, welches fir x =0 o wird, und dessen reelle Periode 2w, und
dessen imaginire 2’ ist. Sind u; und w, die Werthe von %, welche den
Werthen s; und sy entsprechen, und welche sich aus den Gleichungen:

P =8
nnd % . (1)
. Pup = 8
ergeben, so hat man fiir s:
, it
s=26f—(g7u—e1)du N ) )

Uup
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Diese Gleichung lisst sich sofort integriren, denn

¢'(u, v, ") -
W(u,““,““')=_ 6(-125’&),
folglich: '
Ut
g = 2¢ ig’z’w;—i—elu S e (3).
uo

§ 5.

Ehe zur weitern Entwickelung von s geschritten werden kann, hat
man die Werthe von % zu untersuchen, welche die Gleichung (1) des vorigen .
Paragraphen ergeben. ' )

Der Zusammenhang swischen den o- und 9-Funktionen ist folgender:

nw?

o . 4
1/2;_10 V(s — ) (63 — e3) (e — ¢5)0 0 = Bu = ew{}(g_:’ T)

ow
—2 S (— 1)" A" gin 20+ Dun

2w
_ nu?
]/2—;3%2_—_—*@, oL % =@1u=e2_wz‘)1(g—z, 't)
@
=22nh( ) cos(2n +- 1);‘—::
— - nu?
VQ—;DVel—es X = Ogu= 2“’{}2(%, 'C)

o

=142 n b cog 21UT
2w

nu?

2w uT
— Vel-—e2 o3 = Bgu=c¢, 83(%, ’t)

=142 S'n(_n B cos 22uT

1]



— 11 —

— erhilt man aus der Gleichung:

9 T 1 — 3832+ 5318, ..
N =5 T3 +55... "

Die zur Berechnung von w aus pwu = s néthigen Stiicke sind nach
Herrn Prof. Weierstrass

- 81 (0, 47) Vel——eg—Vel———eg m'
> == — .. (1).
?2(0’ 49 Vel—ea—yel"'eﬁ "

Zun 4 4 ]
81(2(1)’41)_ .61(211,,m,4m')__l.E_Vel—33]"8—09—]/31—@]/3—-83 (2)
N R e T A
21\ 9, ‘f) €1 — €3 s—»eg—i— e —e ¥g—e3

m oy €
4 du=— Vi—e Vi—eVi—ne’.
2y

o= —ln(E—-i—le—&?)

i 7 gy 82[(L Loyt -+ 2 (L — Ly)8 + 2

Lt (3 R () o+ (5 e
L0=l,

oL

FL— L)t +...] 3

Das Vorzeichen von V1 —£2 in Gleichung (3) wird bestimmt durch
VSe—e)  mm VI—BVI_HE
e 2 TomE (4).

Von diesen Formeln kénnen wir bei der Wahl der ¢, welche wir
getroffen haben, keine Anwendung machen, da durch die daraus folgende

Grdssenordnung

Q>0 >8>¢
Formel (2) fiir ¢ einen imaginiren Werth ergiebt®)

*) Will man die Formeln (1) bis (4) benutzen, so b'ringe man z. B. 8 auf die Form

21 .
o
3 c? o d
W1 | (B —2) @ = —2

2‘
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Zu den Formeln (1) bis (4) erhiilt man a.naloge, wenn man o mit o'
vertauscht:

4
4o, — 41’) _ ml’ Vel — e — ]/02 —a
o — i = =1 -~ e (D).

Vet—ea——l/az——ea

um 4 um
0‘(@’ 41)_83(&)’ 4*)__ 6324, w, 4)
== = e
’82 (E‘T,t, —4‘!’) 82 (1ﬁt 3 4’1.') 62(2”’ “ 40.))
w w

== Vel—eals—ea—Vea—eaVs—ex 6).

Vo o Vs—ea-i-Vea—eaVs—&z

, 4 4
Diese Gleichung giebt, wenn Ve, —e3Vs— ey <Vey—e3Vs — ¢
ist, fiir ;& einen negativen echten Bruch. In diesem Falle setze man fiir
»u — w'¢. Dann erhilt man, da:

o3 (Qu, w, dw') 632w —w'), v, 40"

0 (Qu, w, 40) w2 —o), v do]’
4

llel__Vea—eaVs—ex—Vel—ea‘s—ea L (e
Veg—eaVs—el—Vel—eaVS—ea

my'\2 d&

-} d[2 = V=

(5) a2 — o) = = =12

2 (’_"2'_*)2‘(@; — W)= Ln(; +VEZ—1) |
—VE2—1[(L' — L)t + (L — L't +...] (D),

und setze dann:

—‘Z+3‘(P -f-p"‘-l—ro)—‘is,

(=) o (=00 o8

a= 4= 13

1
12
P4
rn—z—4@—ea); pPP—zc=4(s—e); '07—2=4(3—€3)-
Bei dieser Wahl der e giebt aber die rechte Seite der Gleichung (3) einen imagi-

niren Werth. Es missen. daher die #-Funktionen, du.rch welche s ausgedriickt wird, noch
transformirt werden.
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wo L' in derselben Weise aus /; gebildet ist wie L aus /. Ueber das Vor-
zeichen von V€2 —1 in Gleichnng (7) entscheidet jetzt:

e — € 9 m’lm' VE17 —1 Vl —_ 114617
oS = = - ®

§ 6.

Setzt man fir ¢ nnd s — ¢ die Werthe ans (3) nnd (4), § 4, ein, so
hat man znr Bestimmnng von % ans pu=—s:

4

I .
]/p.
4 I

4
L= : D,

4
T P

2 2 . .
wenn fiir :—=p. nnd fiir ‘%=e2 geschrieben wird. Jetzt ist znnéichst zn
0

C

4

1

p

e —r0? — Vo2 — o2
1

2

nntersnchen, ob:

4 . 4 <4
Ve, — eg V.s—e2> Ve, —eg Vs — ¢

oder:
4
< :
3 — 7o? a—
1< 1/ ¢
> p!

c—a —_ 7'02 Pa —Z
P4
a7 . . . . .

wird nm so kleiner, je kleiner z- ist.

2
pe = z

4

Derselbe ist > 1, da

kleinste Werth des Ansdrncks ist daher:

et 2 3
AP 1st.
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Zur Berechnung von [ £, ist mithin Gleichung (6)* zu nehmen.

]/p —7‘0 ‘*—Z—VP—TO ]/p —Z

Lt = L@

Vo—wi Vo~ Y Yo

Der kleinste Werth von /£ wird fiir z = r;2 erhalten. Derselbe ist:

e
'--“7'0 —VP — 7o°

Demnach ist der kleinste Werth, welchen £ annehmen kann, =1,
und zwar erhilt & diesen Werth im Berithrpunkt der geoditischen Linie
mit dem Parallelkreise (7). Der grosste Werth von /;§; findet fiir 2= p2

statt; derselbe 1ist 1. & liegt daher zwischen 1 und —Zl—, ist also immer
1

grosser als 1.
Die Gleichung (2) ldsst sich auch schreiben:

]/p.—l ]/~—sm'“ ——Vi—lcosqa

hb = )

Vy~1 ]/——8111~<,; —‘/——lcosq;

Den Werthen ¢y und ¢; entsprechend, erhilt man aus dieser Formel
das zugehorige &;. _
Es ist jetzt nach Gleichung (8) des vorigen Paragraphen das Vor-

JE 4
zeichen von V2 — 1 zu bestimmen. s — ¢ =2 _Ei und ¢ — eg =2 — p?

sind beide negativ, fir V.S ist das positive Vorzeichen genommen, ebenso
fir V1 — 4£2, da diese nach dem binomischen Satze entwickelt ist. Fir
V€2 —1 ist daher das positive Vorzeichen zu nehmen. Der zu £ gehérige
Werth von # ergiebt sich nun aus Gleichung (7), § 5. Da in dieser das

erste Glied Lin(t -+ V&2 —1) den Rest iberwiegt, so findet man fiir
u — ' einen positiven reellen Werth v. Die Aufldsungen der Gleichungen

PuL =38

. iy puo= %o
sind mithin:
u = v - o'
Uy = v0'+ o'

(3).
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§ 7.

‘Werden die eben erhaltenen Werthe von % in den Ausdruck fiir s

) !
gesetzt, so wird derselbe, wenn man fiir % = g schreibt:
9! ! vt
— W+ o)
s = 2¢ 50 Fw) ~+ e v P ¢ O R
Yo

wo vy und v; den Werthen ¢y und ¢; entsprechen.
Nun ist aber:

B +o) _ 8w | ,__du

Bote) B T T o
folglich:

. 93 M1 93 Vo
8 = 2 gm —Ba—v +e1('vl —'UO)} . . . (2).
Durch logarithmische Differentiation der Glelchung
Uk
) Chd !
Qv ev® 83 (20.) ) ‘t)
ergiebt sich:
(2T
M=nv+l% (Qw’T)

Gleichung (2) wird hierdurch:

% 8(21):—2—-*—21)(7;4—@(0) .. . (3.
83(2u) )

L4 Vo

U3

8 —

§ 8.

- Fiir den Léngenunterschied hatte sich ergeben:
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Es sei n derjenige Werth von «, welcher die Gleichung:

4 - 1 4
a%ze2—p2=e3—r02=—-1—2—(25—|—p2—|—r02) . (1)
befriedigt. Die Berechnung von = geschieht am besten nach den Formeln

(1) bis (4) § 5.

Setzt man pn=—2¢', so ist:
o 3

g)n:gl_

, 1 pt
S—el=——4-z—2
! 1
8——-—e2=——4—p2 e e e e (2,
s’-—e3=—-i—r02
folglich:
’n3
pr=2VE—e)(d—a)@f—ea)==LE" . . . (3,

4 4 4
l___z/ex—-ea—‘l/ex—-es — E’P“‘—-ro“‘e“‘—Vf; s p2=p2—c . /(4);
Ver—es+ Ver — e Vol —r?e+ Vo

4 4 | —
1t — Va—ealVi—a—Va—ald—ea _ oV —ried—nlu ()
4 4 — 4 ' ?
Ve —esVs—ea+Vea—als—e oVp? —ro? e+ oV

%Qist ein echter Bruch, mithin:

— % (p“‘ ——P;‘:?eﬁ)i >1— (p“‘ —Plj‘oﬁe“‘)i‘

L2 ) > 1+ ()

o — 7o 0 — 1l €3
daher:
1§>1
§E> 1
Zun#chst ist nun nach (4), § 5 das Vorzeichen von V1 — £2 zu be-

7o

. 3
stimmen. Setzt man fest, dass fitr p’n=V§=—l—”;c

genommen werden

soll, so hat man, da s — ¢, wie auch s'— ¢3 negativ ist, fiir V1—¢2 das
Minusvorzeichen zu nehmen. Da nun In(¢ — VE2 —1) = — In(¢ 4 VE2 —1)
ist, so ergiebt sich » aus der Gleichung:

L (VT =+ Vor Yo = Litn (& -+ VE—T)
—VE_I[(L— Lot +...]. . (6)



woraus folgt:
n=1iv . . . . .+« . . . . (DO
wo v ein positiv reeller Werth ist.
Das Integral der Differentialgleichung:

gﬁ =+ Vis—e)(s— ) (s —e3) = + VS

sei nun p(z — n), welches fiir ¥ =7 o wird und dessen Periodenpaar 2w
und 20’ ist. Den Werthen sy und s; mogen die Werthe % und »; ent-
sprechen, d. h.:
Py —n)=¢g
p(ug — n) = so.
Nach (8), § 6 sind die Losungen dieser Gleichungen:
U — n =o' -4

(8).

Uy — n = ' 4 vy

Durch Einfihrung der Werthe pn=¢, o p(u —n)=¢ und

: 4c?’
Vs = du ver:wandelt sich ¢ in:
Uy
=_mef ¢ 1
?= 2_/-(] 4029(1‘_”)_?”)(1"&&.
ug

oder in Folge der Gleichung:

1 _ 1 o'(2n—u)__<i¢_t 2d'n
) ﬂ(u—n)—ﬁn_ﬁ'nZG(‘Zn—u) ou _cr;z—g
in:
Uy
o TeE ot 1 5'(2n—u)_g’£ 2d'n
= 2 l:l 4¢2 ﬁ?'n(o(?n—u) oUu + an )] du.

o

Die Integration ldsst sich jetzt sofort ausfithren; man erhilt:

: W
—_nel(y_p 2 dm, gt 1, 0@i—u
= 2p (1- 4c?’ @'n cm) 42 P'n in ou | °?
ug
703
oder da p'n=zizo und v =v 474 o'
. 1
o= (1 4 9% gy 4 Ly, S0 — @)
P = l(2+zsn)u+2 lns(n-l-v—i-w’){ ’
g

3



Nun ist:
c(u+ )= e"’ucu)' LG3u; = i—z
und
6(—u)=—ocu,
folglich:
. . roe .o'n 4 5 o3(v1 + n)oz(vo — n)
¢ == (v —v1) ( g T cn) + 5 e —nanm T )

Statt der s-Funktionen sollen jetzt #-Funktionen eingefithrt werden:

an © 2w nT
(7o)
1q(vin)“’
y 2 vakn
ss(v==n)=Ce = {}3(2w T, ‘r),

wo ( eine Constante bedeutet,

in ¥ (gg’ T)

—_ T m e s —
¢ =— 7 (v1— ) 2w3(;%’ T)(?h )
i ¥ (vl;;n“’ T)"3 (””21"“’ T) (10)
2 o+ n v — 7 '
83( 20 ,1)33( 20 R’T)
n=1y

Setzt man n=w'-+a, also a=17v — ', 8o kann man fiir ¢ auch

schreiben:
i (5w )Y (M o)

2w 20
.Y (af-, 'r) .
i 20 Toe
— 5 ———(f‘_’i (v1 — vy) — % (v —v) (11).
2w’ T)

Die aus dem Nachlasse Jacobi’s: von Prof. Luther im 53. Bande
des Crelle’schen Journals mitgetheilte Formel fir ¢ enthilt das letzte Glied
des vorstehenden Ausdrucks nicht, die Form ist sonst genau dieselbe.

ll‘-\'



—_ 19 —

§ 9.

Die in § 6 angegebenen Formeln zur Berechnung von w« resp. v
bleiben ungeindert, wenn man fir ¢ »— ¢, 1 —d, 27 — $ w. 5. w.« setat™).
Demnach kdénnte man glawhen, dass die Formeln fiir s und ¢ nur dann

brauchbar seien, wenn ¢ zwischen 0 und ; liegt, d. h. wenn der Anfangs-

und Endpunkt der geoditischen Linie zwischen dem Bertihrpunkt mit dem
Parallelkreise () und dem Aequator liegt. Es soll nun untersucht werden,
welche Werthe » in s und ¢ beigelegt werden miissen, wenn das Letztere
nicht der Fall ist.

Im Berithrpunkte der geoditischen Linie mit dem Parallelkreise ist
v==0, wie aus (7), § 5 folgt, denn in diesem Punkte ist & = 0. Dasselbe
findet man auch in folgender Weise. Die Substitutionsgleichung

4(s—e)=2z—rg2 . . . . . ((4), §3)
giebt fiir z == r¢?
S=pu=—¢;

woraus folgt:
u=uw'

Da nun nach (3), § 6 bu=w'+v ist, 80 muss v =10 sein. Auf dem
Aequator ist z=1p2 Die Gleichung:
‘ 4(s — eg) =2z — p?
wird aber fiir diesen Werth:
B=pu=é,
deren Losung:
U=+ o
oder:
vt =0+
v=o
ist. v hat mithin auf dem Aequator den Werth w.
Wir wollen nun die geoditische Linie, welche den Parallelkreis be-

rithrt, der einem Z ¢’ entspricht, in dem Punkte 4 auf der ndrdlichen Hilfte
des Sphiroids beginnen lassen und den nach Stiden gerichteten Theil ver-

*) Da z==p%sin®} ist.
P 3*



folgen. Derselbe schneidet den Aequator in (), beriihrt dann in 7T den zu
(") symmetrisch liegenden Parallelkreis, schneidet dann wieder den Aequator
in (5 u.s. w. Es soll die Linge der

s
geoditischen Linie 4 B; berechnet
e Z werden. Im Anfangspunkt, welcher
“-I auf - ein®m Parallelkreise liegt, der -
w A ’: den L ¢ entspricht, mdége v den
! Werth vy haben. Zum Endpunkt B,
: /" gehore der Winkel (= — ¢y), der
—H— /H — dem Winkel ¢; entsprechende Werth
. / von v sel v;. Da
/ /* MQBy=QB=— B(
3 / QUBi=QB= Qs
/ sz s0 ist:
v AB=AQ—BQ,
4 A /‘lq 2 7% n ¥avo
L Q=22 (= 5,0
| T
z \Tz/ \w -+ (91 -+ ) (0 — ”0))
M denn ?}'3 2—=0
- U3 W
Y
__BQ1=-——25(2% 833::: ~ (el +lw) (v, —m)),
folglich: s , )
— (Yo ¥av a _
ABI—Qsi_2u)(B3vl +3300)+(e1+ L!.))(Q(‘0 ’Ul——vo)g
' 8 2w—7g
e 9e |7 Yo n
=2¢ |5 4 (o -+ 1) (1.
v

(Zur Abkiirzung ist fiir % 206 geschrieben.)

Aus dieser Formel folgt, dass der dem Winkel = — ¢; entsprechende
Werth von v »2w —wy« ist. Fir den Berithrungspunkt 77 mit dem
Parallelkreise # — ¢' ist v = 2w, denn fiir T ist v; =0.

Fir die Linge der geoditischen Linie A By, zu deren Endpunkt der
L (=~ ¢o) gehort, lasst sich schreiben:

AB3=AT1+T1B2=AT1+TB
AT1=25§ _T_ﬁsvo+(el+%)(2m—vo)g

2w %319

TB=2:) " B’ vy (el -+ :‘;) vy g

f‘)w‘}vl



mithin:

| 3" 2w+
_— 0y 3V ﬁ
AB3_25|§;—~—930+(e1+w)v ).

Yo

: Hieraus folgt: der dem Z (= -+ ;) entsprechende Werth von v ist
2w -+ v;. Fir den Schnittpunkt Q; mit dem Aequator ist » = 3 w, denn fiir
Q ist v=w. In dieser Weise kann man fortfahren.

§ 10.

Die geoditische Linie ist so lange eine kiirzeste, als die zweite
Variation ihrer Liénge einen positiven Werth hat. Sie hort auf, kirzeste
Linie zu sein, wenn ihre zweite Variation verschwindet oder o wird.

Nach Jacobi lasst sich die zweite Variation der Lénge der geo-
ditischen Linie auf die Form:

8¢
Uo7,
2 —2' N 4] d O(P
52 S gy = p? sin b —r? p sin?¢ — rg? b b dt
(ly psind p 2 — ¢2sin® dd c[%(ﬁ e
To

brmgen. Das Vorzelchen derselben ist nur von dem Ausdrucke

i’y — o /o7 sin?d —rg?

psind p? — ¢?sin?d
abhingig. Derselbe ist aber positiv, denn das Vorzeichen der Wurzel ist
das positive, da mit wachsendem ¢ auch s wachsen, die Wurzel in s also

positiv sein soll. Sein Werth liegt zwischen Null und P VP =7 Dag

—62
Null - oder Unendlichwerden der zweiten Variation hangt nur von dem
Klammeransdruck ab. Das erstere ist der Fall, wenn

udd
87‘0
_9% .4
5o Tay *
dﬁ_ 3 =0
C[d‘—(e—-i-Cz
87‘0

oder
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wird. Da nun an den Grenzen ¢ 9 Null wird, so darf hier ¢ %5:;4—02 nicht
0

Null, oder 2;0 nicht = ——%? werden, d. h. g:(, darf im Anfangs- und End-
punkt nicht denselben Werth haben. Hieraus folgt unmittelbar, dass auch
innerhalb der Grenzen ?:0 nicht zwei Mal denselben Werth haben darf.
Dassclbe ergiebt sich daraus, dass die zweite Variation nicht oc werden darf.

Beginnen nun 2 geoditische Linien, welche sich stets oo nahe bleiben,
in demselben Anfangspunkte, so ist fiir diesen %:O. Schneiden sie sich
wieder in einem Punkte, so erfilllen auch die Coordinaten desselben die
Glelchung B _-O Die geoditische Linie ist demnach nur so lange eine

kiirzeste, als sie von einer von demselben Anfangspunkte ausgehenden, ihr
o benachbarten geoditischen Linie nicht geschnitten wird. Dieser Satz ist
von Jacobi gefunden worden.

§ 11.
Nach (9), § 1 folgt:

21
P4
dp € e dz (1)
n=—3 | s=a = A .
V(e—5) e —eme—rd
2
Durch die in (3) und (4), § 3 gegebene Substitution wird hieraus:
8§—€
F)ro fs —e V,s
. ds
oder da s = pu und @=+VS :
— fﬂu —ag
—r_o— (ﬂu-—ea N )]
Nun ist aber:
Pu—e _Pu—a—ate 1 a—e

Pu—es Pu— e3 - Pu—es
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und:
e — e3 __ﬁ?(u-—w')—es
Pu—e; e —e3

mithin wird Gleichung (2):

k]

Uy ,

By e fa—P u—uw)

3o 2 e —e3 du,
Uy

woraus durch Ausfithrung der Integration folgt:

U

GuCEZON ().

B9 ¢ 1
- s(u — o

87‘0 2 € — €3

o
Nach (3), § 6 sind Auflosungen der Gleichungen:
pu =8 und puy =g
U = o' ~4- 1 und Uy — o' ~= vp.

Gleichung (3) geht daher iiber in:

gcg o 2¢e 2 c’vo o Eﬁ_ o g2 (/Ul —_— 'vo) % . N . N (4).

O p? — 1o ( a0’ 6v1

Wir werden wieder, wie in § 9, den nach Siiden gerichteten Zweig
der geoditischen Linie verfolgen.

Der zum Anfangspunkte A gehorige Werth vy ist fest, wihrend v;
variabel ist. Es handelt sich nun darum denjenigen Werth »; zu bestimmen,

fiir welchen —%}? = (0 wird. Dies soll zuniichst unter der Einschrinkung,
0
4 4

da_lss e == — (E"’ ~+ 2 — 2p2) negativ also Z—‘l ~- 792 = 2py ist, geschehen. Auf

dem Theile 4Q, der geoditischen Linie, vom Anfangspunkte bis zum
Aequator, wiichst ¢, daher ist immer:

V1 = Vo,
! U
folglich ;—Iii" > z—vﬂ und — ey (v; — vp) positiv. Hieraus folgt, dass fiir 4@y
0 1
do . cpe
3y, mmer positiv 1st.

Auf der Fortsetzung der geoditischen Linie auf der siidlichen Hilfte
des Sphiroids vom Aequator Q; bis zum Beriihrpunkte T mit dem Parallel-
kreise ist nach § 9 fir v; = 2w — v; zu setzen. Fir QT ist mithin:

B __ 2¢ v (2w —vy) :I
570_&—702[670 s@o oy Ao —u— %)

25;2 l:w 47U 29— (o —v — ”0)] (5)-

TP — 1o Loy Gy




Nun 1st:
¢ vo + ¢'vy dw ¢dw
GV GV Gw cw

4
denn % wird um so grosser, je kleiner v ist. Der grosste Werth von v ist

G

o, daher 2w > vy 4+ vo. Daraus folgt, dass auch fir Q; T :—f stets positiv
0
ist. Fir die weitere Fortsetzung T5Q, der geoditischen Linie hat man ftir

.9 . .
v = 2w -+ v, zu setzen. ‘;;P wird demnach - auf dieser Strecke:
0

B¢ 2 fdw  c@o+w) ' s
mé_p?—rogicvg 62w+ v) 220+ 1/0);
. 2¢ 6'00 6'_1}1 _ ;
TR g s ‘1 " ay ’ ‘32 2w+ v — ) (6)-
Diese Gleichung wird Null, wenn:

g% _ (2w 4 vy — vg) =27+

[« )

6'vy
GVl

wird, g;‘; kann daher erst auf der Strecke Qy 73 zu Null werden.

In dem Falle, dass ¢y positiv ist, lisst die Form von ;);P nicht so-
0

fort auf den Werth schliessen. Um nun aber einen Schluss tiber den Werth
von g—% machen zu kénnen, gleichviel ob e, positiv ist, untersuchen wir die

Ableitung von f),)—f nach v;.  Dieselbe ist:
0

O
o

2
g)Tl—T_i@(fwl—@) e e (D

Da pv; =pQ2w==0v)=p(—v) ist, so kommen fiir »; nur die
Werthe von 0 bis o in Betracht. Es ist aber p(0)=o0 und p(w)= .
Die Werthe von pv; liegen demnach zwischen ¢; und o. Da nun ¢ > e
ist, so folgt:

O¢
_8m
801
ist stets positiv. In Folge dessen muss der Werth von gf beim Fortschreiten
. . 0

auf der geoditischen Linie stets zunehmen. Beginnt gf— in einem Punkte
0
mit dem Werth Null, so wichst es so lange, bis der Werth 4~ oo erreicht

. . Do . .
wird. In diesem Punkte muss ?;" sofort auf — oo springen, um wieder
a7 : .
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wachsen zu koénnen. Man sieht hieraus, dass g% erst wieder Null werden
0

kann, nachdem es durch o gegangen ist. Setzt man sowohl in Gleichung (5)
als ‘auch in Gleichung (6) v, =0, so erhilt man einmal

iz)q) _ ®

87‘0_+ ,
das andere Mal:

¢ __

87'0 =—>

Im Berithrpunkt der geoditischen Linie mit dem Parallelkreise

springt gf— von + o auf — oo, daher kann die geoditische Linie erst nach
0

der Berithrung mit dem Parallelkreise aufhoren, kiirzeste Linie zu sein. Auf

der Strecke T3 Qs hat gf nach (9) =zunichst negative Werthe, dieselben
0

. . . . .. 0 .
werden immer kleiner und kleiner, bis endlich - zu Null wird.
0

i

{1

a7y

oder ob dies noch nicht der Fall gewesen ist, wenn die nach Sitden gehende

geoditische Linie den Parallelkreis, welcher symmetrisch zu demjenigen liegt,

auf welchem sich ihr Ausgangspunkt befindet, zum zweiten Male durchsctat.

(In der Figur auf Seite 20 geschieht dies im Punkte 45). Findet das erstere
il

statt, so muss ;- in dem Punkte A4; schon einen positiven Werth haben.
0

Es soll nun untersucht werden, ob schon durch Null gegangen,

o . 0 . .
Ist “Tj-l dagegen noch nicht Null, so muss ':;f noch negativ sein.
a1, 0

de . NP
Den Werth von ‘%f- im Punkte A4, erhilt man, wenn man in Glei-
0

chung (6) fiir vy = vy setzt. Dann wird:

) 4
% et idew) . . . . .. (10),

org PP — 1o
du . " " . . .
7 == - 18t positiv, aber e; kann positiv oder negativ sein. Um nun einen
von dem Vorzeichen von ¢, unabhingigen Werth von 7 4+ ¢;w zu erhalten,
. 4

. . . (Tt
driicke man beide Grossen durch 2 =¢ " aus.

Es ist:
ey =— (&1 +¢3)

(%")Z(ex — ) =820, ) =1 — 2h +2ht — .. )

(?f?““)”(e2 — o) — 840, ©) = 16 A (1 + A2+ A6+ . . )E.
4
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Aus diesen Gleichungen folgt:
) .
a=3(=) [le(l A2 RO A (1 — 2R 20— .)4].
Da nun: '

ﬁ 1 — 8342 5348 — .,
6 1 —38h24-5h— .,

27w =
go hat man:
’ 2
5w = ]_’2‘70[161;(1-;-1;2-;-/06-;-..)4
— 1 —2r4-284 — . N+

1— 330245308 — ., :I
1—38h24508—..

272 9
lab) :(/L——h S

Wegen der Kleinheit von % itberwiegt 2 den Rest. 7 -+ ey ist mit-
hin eine positive Grosse. Daraus folgt, 23 ist im Punkte A4y noch negativ.
[

Die nach Siiden gehende geoditische Linie hort daher erst auf, kiirzeste
Linie zu sein, nachdem sie den Parallelkreis, welcher zu demjenigen symme-
trisch liegt, auf welchem sich ihr Anfangspunkt befindet, zum zweiten Male
durchsetzt hat. Oder, da 4 Ay, = TT, ist, nachdem ihre Linge grosser ge-
worden ist als das Stiick der geodiitischen Linie, welches zwischen den bei-
den sie berithrenden Parallelkreisen liegt.

Die von A4 nach Norden gehende geoditische Linie beriihrt zunichst
den Parallelkreis (¢'), schneidet dann wieder den Parallelkreis, auf welchem
ihr Anfangspunkt liegt, durchsetzt den Aequator und wird erst dann von der
ihr unendlich benachbarten geodiitischen Linie geschnitten, wenn sie den zu
(¢) symmetrisch liegenden Parallelkreis geschnitten hat.

Die hier entwickelten Resultate sind von Herrn v. Braunmiihl im
10. Bande der Mathem. Annalen auf anderem Wege gefunden worden.

§ 12.

Den Werth v, fiir welchen %: 0 wird, erhilt man nach Glei-

chung (6) des vorigen Paragraphen aus:

——eBuiv, —v) —27=0 R ¢))

[e3211]) [e R ]



T

oder, wenn man statt der s- die 8- Funktionen einfasst, aus:

< V(5 )(1;_;")( u
2w - ey 1) (2 ) — @
lezes)  0(5a ) (2 ) ot — o) =0 @)
Da
'(;_:)’T) ninn—v;‘E

g T

ist, so kann man fir Gleichung (2) auch schreiben:

w0

2n
v v ' A v1 4 vo . v — D
ctg 5. — otg 5 -+ 8 2 1—_hmcos 5o Tein —g——m
1
2w 4 v —
AT R 9w +1)=0 . (3).

™

Vernachlidssigt man die in A2 multiplicirten Glieder, so erhilt nan
eine Anndherung an v; aus der Gleichung:

ctg A ctg o = 2o+ v — vg) éi'- N )]

Ist v der Werth von v, welcher die Gleichung (3) erfillt, so findet
man das entsprechende ¢ nach (11), § 8 aus:

AT PR Tl I

I AT PY LT R N

— 2 C@o+v—v) . (B)

(2o ~+v—1)

Das entsprechende ¢ ergiebt sich aus:

2 1 Ba0\ 2
(ij) =vm)(ﬁ) ;

4(pv — 09) =2 — p? = — cos?¢,
cosy=V_—(pv—e) . . . . . . . (B)

Wenn der Punkt 4 auf einem Parallelkreise ¢, dessen Radius » ist,
liegt, dann erhdlt man simmtliche durch den Punkt 4 gehende geoditische
Linien, wenn man », die Werthe zwischen » und Null beilegt. Zu jedem
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7o hat man aus den Gleichungen (1) und (2), § 6 und (7), § 5 einen Werth
vg. Jedem vy entsprechend, geben die Gleichungen (3), (5) und (6) die
Coordinaten des Schnittpunktes zweier geoditischen Linien, welche durch
denselben Punkt 4 gehen, und welche unmittelbar anfeinander folgen.

Die Einhiillende der durch den Punkt A gehenden geoditischen
Linien, nach deren Berithrung sie aufhoren, kiirzeste Linien zu sein, wird
in der Umgegend des dem Punkte A4 diametral gegeniiberliegenden Punktes
A’ entstehen. Liegt A wieder auf der nérdlichen Hilfte des Sphiroids auf
dem Parallelkreise, dessen Radins » ist, so wird der nach Siiden geliende
Zweig der geoditischen Linie, welche den Parallelkreis (19) beriihrt, die
Enveloppe berithren, nachdem der auf der sitdlichen Hilfte des Sphiroids
licgende Parallelkreis () zum zweiten Male durchsetzt ist. Der Berithrungs-
punkt sei P;. Der nach Norden gehende Zweig derselben geoditischen
Linie berithrt die Enveloppe, nachdem der stidliche Parallelkreis (») im
Punkte R, durchsetzt ist, im Punkte I%» und berithrt alsdann den sitdlichen
Parallelkreis (1) im Punkte 75 Da durch den Punkt 4 zwei geoditische
Linien gehen, welche denselben Parallelkreis (i) berithren, und welche in
Bezug auf den durch 4 gehenden Meridian symmetrisch liegen, so wird
man noch zwei zu P und I in Bezug auf diesen Meridian symmetrisch
liegende Punktc 5 nnd Py der Enveloppe erhalten. Fir den Meridian,
welcher ja auch eine geoditische Linie ist, fallen je zwei Punkte I
und P3 in Pp3 und P, und Py in P,y zusammen. Die Enveloppe besteht
dalier aus 4 Ziigen, von denen je zwei in den Punkten Pj3 und Py
sich ansetzen, und welche in Bezug auf den Meridian symmetrisch
verlaufen. s fragt sich npun noch, anf welchem Parallelkreise die
von I3 und Pyy ausgehenden Zweige sich schneiden. Um denselben zn
finden, verfolge man den von A nach Norden gehenden Theil einer geo-
datischen Linie. Je nither »y an » kommt, desto niher riickt der Puukt 7T,
dem Punkte R;. Ist »y nur unendlich wenig von i verschieden, so liegen
die Punkte 75 und R, einander unendlich nahe. Zwischen beiden liegt aber
imnter der Punkt Pp der Enveloppe. In dem Anugenblicke, wo 7y =+ wird,
fallt 7% mit R, zusammen. Die Spitze der Enveloppe liegt daher in diesem
zusammengefallenen Punkte Py3, in welchem die von 4 a:usgehende und den
Kreis (») berithrende geoditische Linie den auf der sitdlichen Hilfte des
Sphiroids liegenden Parallelkreis (») beriihrt. Diese geoditische Linie be-
rithrt ansserdem noch im Punkte Py, welcher von A4’ so weit entfernt ist,
wie % von A. Von den vier Spitzen der Enveloppe liegen denmach je
zwel auf dem Meridian nnd dem Parallelkreise durch A'.
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