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АлтквнАичкскія УТУРНЕНІЯ. РАЗВѢШИМЫЯ

ВЪ IIIIIЕРТЕ0мЕТРИЧЕСКИХЪ функДІЯXъ,

Л. Е. Лахтива.

Читано въ засѣданіяхъ МатематическагоОбщества 15 сентября и 20 октября

1892 года).

I" Д. А. В А VII.

Рѣшеніе уравненій, имѣющихъ корнями отношенія частныхъ

интеграловъ линейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го

порядка.

5 29. Критерій для рѣшенія вопроса о томъ, не служатъ ли

корни даннаго алгебраическаго уравненія отношеніями частныхъ

интеграловъ линейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го порядка,

Изъ главы П намъ извѣстно, что всякое алгебраическое

уравненіе, имѣющее корнями частные интегралы линейнаго

дифференціальнаго уравненія 2-го порядка тождественными

преобразованіями приводится къ виду:

ную сто-его-1 козла.–14, ф

ч „
"99- т. 49,

55--ва, по

при чемъ многочлены (и), Ни), Ти), ихъ степени у, у;, v,

и показатели Ж, Ж., Л, имѣютъуже извѣстныя намъ значенія.

Пусть дано алгебраическое уравненіе:

ф(ш, 2).—0 (2)

степени М, и спрашивается, не принадлежитъ ли оно къ

классу уравненій (1)?

т.хуп. вып. 1. 1



— 2 —

Мы въ правѣ предполагать, что уравненіе (2) неприводимо,

потому что иначе мы разбили бы его на нѣсколько непри

водимыхъ уравненій и разсмотрѣли бы ихъ въ отдѣльности.

Если уравненіе (2) принадлежитъ къ одномуизъ четырехъ

типовъ: двупирамидному–степени 2n, тетраэдрическому—

степени 12, октаэдрическому—степени 24 или икосаэдриче

скому–степени 60, то степень уравненія (2) непремѣнно

четная. Отсюда:

Первое необходимое условіе тождественности уравненій

(2) и (1):

Степень Муравненія (2) должна быть четная.

Если уравненіе (2) можетъ быть приведено къ виду (1"),

то оно во всякомъ случаѣ должно приводиться къ виду:

414).

55-мъ за

гдѣ фі(и) и ф(и) суть цѣлые раціональные взаимно простые

многочлены, а 5ta)—раціональная функція г.

Отсюда:

Второе необходимое условіе тождественности уравненій

(2) и (1):

Уравненіе (2) послѣ переноса во вторую часть нѣкоторыхъ

членовъ и дѣленія на нѣкоторую раціональную функцію и

и а должно приводиться къ виду:

49-же, о

444)

Рѣшить вопросъ отомъ, выполняется ли это условіе, можно

совершенно элементарными способами.

Пусть это условіе выполнено.

Убѣдившись въ этомъ, мы въ то же время находимъ функ

ціи фи) и ф(и).

Преобразуя линейно обѣ части уравненія (1"), мы можемъ

получить безконечное число уравненій тождественныхъ съ

(1"); всѣ они будутъ такого вида:

«Н“(и)--51). «Кар-II

55555554-35555- 49
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гдѣ а, В, т, 8 суть какія угодно числа, удовлетворяющія

условію: «б-Ву отлично отъ О.

Не трудно усмотрѣть, что уравненіе (3) только въ томъ

случаѣ можетъ быть тождественно съ уравненіемъ (1"), когда

оно принадлежитъ къ числу уравненій (4), т. е. когда имѣютъ

мѣсто тождественныя равенства:

«--«что-то,
(5)

что-ню-го 1

Посмотримъ, какъ по даннымъ многочленамъ (и) и 5 (и)

найти многочлены (и) и Н(и) и убѣдиться въ существованіи

тождествъ (5).

Возьмемъ выраженіе: .

«--492-4959. «

Подставивъ въэто выраженіе формулы (и) и ди), даваемыя

равенствами (5), находимъ:

«--«—414499-лѣ293]х
dи

---------- - Т

х119—14) Н1-44),

IIIIIII

ца)— май— 5)Г-«)Не- 14) то. (в)

Функція Г(и) намъ извѣстна; степень Муравненія(2) тоже

извѣстна; относительно показателей 1, 2, 74, и степеней

у, у, у, функцій Г(и), Н(и), Ти) можно сдѣлать не болѣе

двухъ предположеній:

1) уравненіе (2) можетъ быть двупирамиднымъ, и въ та

комъ случаѣ числа Е, 7, 79,, у,у, у, должны соотвѣтственно

равняться:

ЛУ . . . ЛУ 1V

15 ., 252, 55, 53

2) если М равно одному изъ чиселъ:

12, 24, 60,

14
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то уравненіе (2) можетъ принадлежать къ одному изъ типовъ:

тетраэдрическому, октаэдрическому или икосаэдрическому, и

тогда числа Ж, Л,, 7,, v, w, v, получатъ значенія соотвѣт

ствующія этому типу.

На основаніи только что приведенныхъ соображеній, мы

найдемъ одну или двѣ системы значеній, которыя могутъ

имѣть числа 4, 7, 79, у, у;, у.

Отсюда вытекаетъ:

Третье необходимое условіе тождественности уравненій

(2) и (1):

Многочленъ Офи)долженъ имѣть:

у корней Ж-1-кратныхъ,

у, корней 7,–1-кратныхъ,

у, корней простыхъ,

Мы можемъ убѣдиться въ выполненіи этого условія, при

мѣняя обычный пріемъ алгебры, служащій для отдѣленія

кратныхъ корней *).

Пусть эти условія выполнились.

Убѣдившись въ выполненіи условія, мы въ то же время

находимъ многочлены Ди), Ни), Ти)и узнаемъ, къ которому

изъ четырехъ типовъ можетъ принадлежать уравненіе (2).

9"Четвертое, необходимое условіе тождественности уравненій

(1) и (2): "

Если уравненіе (2) тетраэдрическое, октаэдрическое или

икосаэдрическое, то найденная функція Г(и) должна удовле

творять условію:

(1, 1)"; 0.

Если уравненіе (2) двупирамидное, то многочленъ Ди)

долженъ быть второй степени.

*) Въ случаѣ тетраэдрическаго уравненія указанный пріемъ даетъ

функцію Ти) и произведеніе Ли) Н(и).Поэтимъ даннымъ можнонайти

Ли) и Н(и).

Въ случаѣ четверичнаго уравненія указанный путь къ цѣли непри

водимъ; но это–случай вполнѣ элементарный.
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Пятое необходимое условіе: . . .

Если уравненіе (2) принадлежитъ къ одному изъ типовъ;

тетраэдрическому, октаэдрическому или икосаэдрическому, то

найденная функція Н(и) должна быть гессіаномъ найденной

функціи Г(и), а найденная функція Ти) должна быть функ

ціональнымъ опредѣлителемъ Ли) и Ни).

Если уравненіе (2) принадлежитъ къдвупирамидному типу,

то должны имѣть мѣсто тождества:

ру. I I 1774, 59 1794 „да” 1914

но-Е45, то--442,
g и гугу — ф

гдѣ 1, и 1, сутъ два линейныхъ множителя найденнаго ква

дратнаго многочлена (и):

(и)—11, ").

Шестое необходимое условіе:

Между найденными многочленами Ди), 511), Ли), Ни)

должна имѣть мѣсто тождественная зависимость:

4(и)— «НЧи)-н-470),

ga)— уН?ціи)-н-271).

Убѣдившись въ выполненіи этого условія, мы въ то же

время находимъ коэффиціенты а, В, т, 8.

Имѣя величины этихъ коэффиціентовъ, мы можемъ въ дѣй

ствительности преобразовать уравненіе (2) въ (1") и въ (1).

Изъ сказаннаго видно, что приведенные шесть условій не

обходимы и достаточны для того, чтобы уравненіе (29) имѣло

корнями отношенія частныхъ интеграловъ линейнаго диффе

ренціальнаго уравненія 2-го порядка. "

Пр и м ѣ ръ.

Дано уравненіе:

(5)

иЧи-t-1)?-н-3иди-н-1)-t-1—ги" и —-1)?— О. (9)

Спрашивается, не принадлежитъ ли оно къ изучаемому

нами классу уравненій?

*) См. 5 22 формулы 16.



— 6 —

Степень уравненія (9) равна 6—числу четному. Слѣдова

тельно первое условіе выполняется.

Уравненіе (9) можетъ принадлежать лишь къ двупирамид

ному типу.

Приводимъ уравненіе (9) къ виду:

иЧи--1)”-н-3ш(и -- 1)-t-1

55—

Второе условіе выполнено.

Сохраняя прежнія обозначенія, находимъ:

4(и) на иЧи--1)?-н-3щи-и-1)-t-1,

! «ди)— и"и —-1)".

Отсюда:

111и): иди-н-1)(2и-н-1) (и“--и—2)(и“-4-и--1)". (12)

Этотъ многочленъ имѣетъ два двукратныхъ корня.

Условіе третье выполнено.

Первичная функція Г(и) такова:

(и) --- ш”-н- и—1. (13)

Условіе четвертое выполнено.

Линейные множители многочлена [и] таковы:

2х4

1. — и— 4, 7, — и— 4", гдѣ я н е”. (14)

Функціи Н(и) и Т(и) таковы:

по-454-354-го-«—»

(15);

55-9 и!! и-н- 1).
лю-454---53

Дѣйствительно, функція Г(и) разнится отъ

79и) Ни) Ти)

ТОЛЬКО ПОСТОЯННЫМЪ МНОЖИТелемъ,
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Въ то же время мы видимъ, что функціи:

Ли), Н(и), Ти)

удовлетворяютъ условію пятому.

Подставивъ выраженія (13) и (15) въ равенства:

4(и) на «НЧи)--379 (п),

44)–711 (и) -1- 279]и),

(16)

Находимъ:

5 4 „ 4

, 4— 5. т-— 55, 4-35. (17)1

С 2

Условіе шестое выполнено.

Слѣдовательно уравненіе (9) двупирамидное.

Изъ формулъ (16), (17), (11) и (10) слѣдуетъ, что его

М0жно представить въ такомъ видѣ:

4НЧи)--511и).4

4475-44, 149

гдѣ Ди; и 11) даются формулами (13) и (15).

Изъ уравненія (18) слѣдуетъ:

349-344, по

794) г45—14

ИЛИ, наконецъ:

Н"и): Т"и): 194),–4;--15: 27: 45— 12, 42о)

гдѣ 4949), Т4) и 14) имѣютъ значенія, даваемыя формулами

(13) и (15).

5 З0. Приведеніе уравненія къ нормальному виду.

Примѣняя пріемы предыдущаго параграфа, мы можемъ всякое

Уравненіе изучаемаго нами класса привести къ виду (1).

Затѣмъ мы можемъ его нѣсколько упростить по виду, при

IIIIIIIIII



— 8 —

Ева

за новое независимое перемѣнное (въ главѣ П-ой мы его

обозначали буквою 1).

Для простоты (какъ мы уже дѣлали раньше) мы обозна

чимъ новое перемѣнное тою же буквою я и представимъ

уравненіе (1) въ такомъ видѣ:

194): «Т94): суди наса — 1 : 1. (21)

Вообще говоря, уравненіе (21) не будетъ нормальнаго вида;

но мы можемъ утверждать, что оно непремѣнноэквивалентно

нормальному уравненію.

Посмотримъ, какъ найти тулинейную подстановку, которая

преобразуетъ данное уравненіе въ нормальное.

Для опредѣленности мы будемъ изображать данное намъ

алгебраическое уравненіе такъ:

ЛРей): 2794): а?"(а) наса-1; 1, (22)

а для нормальнаго уравненія сохранимъ прежнія обозначенія:

Рца): e”Т94): сударыня; я—1 : 1. (21)

Функція Е(а), Т9), Лй) и постоянныя д., а намъ даны,

нормальныя функціи Ни), Ти), Ли) и постоянныя с и с

найдены нами въ главѣ V.

Неизвѣстныя i и и связаны между собою линейною зави

СИМОСТIIО;

3222, узу

714—4-3

11 с.

Задача наша состоитъ въ нахожденіи постоянныхъ коэф

фиціентовъ: " "

10, 41, 7, 8. - «

Пользуясь произволомъ одного изъэтихъ коэффиціентовъ,мы

можемъ на нихъ наложить условіе:
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рs–grа1. (24)

Дадимъ величинѣ ій какое нибудь произвольное значеніе

й и опредѣлимъ соотвѣтствующее ему значеніе г. изъ урав

ненія (22); пусть при 4— д перемѣнное г равно 2. "

Въ такомъ случаѣ:

тыя

4--442. а

279 (а)

Подставивъ значеніе г. — 5 въ уравненіе (21), находимъ:

Н1(и

Положимъ, что намъ удалось рѣшить это нормальное урав

неніе и пусть одинъ изъ корней его есть:

742сюда:

въ такомъ случаѣ между величанами а и ѣ еществуетъ

зависимость (23):

" . та-

559. ст

дй —

изъ привена сто и сва слѣдуетъ:

Н14). Н“ (а)

55-55- 4

Дифференцируемъ обѣ части этого уравненія по и:

(494—она?") на-то,

—4-—4

(29)

(л. 444—449) на-т



— 10 —

IIIIIIII

IIIIII94. Тни.

757154"ій на

откуда:

44.39919949. 15

dи”74друга; ничу

Дифференцируя это равенство по и, мы можемъ найти

выраженіе:

4194

въ функціи и и й. .

. 44 д414

полетитъ въ полученныхъ правенъ 33, 54 чет

4117IIIЬIX

и за а, ii за дi,

найдемъ:

(3).-34 (29).-а вы

гдѣ А и В суть нѣкоторыя извѣстныя числа.

Дифференцируя два раза по и уравненіе (23), находимъ:

dій: 1

555554, 199

494. 94

55---555- 49

Подставивъ въ эти равенства значенія:

dій . 414

«—4, 5344, 3344

находимъ:

А(ra-t-s)"— 1,

(34)

Вrа-н- 5)?——2r.
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Изъ уравненій (24), (27), (34) мы опредѣлимъ четыре

искомыхъ коэффиціента:

20, 41, 7, 8.

Итакъ, для приведенія уравненія (22) къ нормальному виду

(21) необходимо рѣшить одно нормальное уравненіе (26) того

24092 17414740,

Рѣшивъ уравненіе (21), мы будемъ въ состояніи найти

корни уравненія (22): корни этихъ уравненій связаны между

собою линейною зависимостью (23).

Слѣдовательно для рѣшенія уравненія общаго вида (22)

необходимо рѣшить два нормальныхъ уравненія тогоже типа

(26) и (21).

Задача о рѣшеніи уравненія общаго вида приводится, та

кимъ образомъ, къ задачѣ о рѣшеніи нормальнаго уравненія

"ТОГО ЖЕ Т111III.

Въ слѣдующихъ параграфахъ мы займемся вопросомъ о

рѣшеніи нормальныхъ уравненій.

5 31. Рѣшеніе въ радикалахъ уравненій: двупирамиднаго,

тетраздрическаго и октаздрическаго.

Мы уже упоминали въ главѣ 1V, что уравненія: тетравдри

ческое и октаэдрическое разрѣшимы въ радикалахъ. Двупи

рамидное уравненіе въ нормальной формѣ разрѣшимо въ

радикалахъ совершенно элементарнымъ способомъ.

Найдемъ эти рѣшенія.

Возьмемъ нормальныя уравненія:

49.1V, 9 (59"... 1V, 3

2 1 Т У- II

3) (и“—2 13 и”--1)":—12148149–и)?

1.1V.9 Лит.1V. 4

» (9991 (43) мы на- 1 «т» «т»

14- 4,

: «ч-за уздеч-1)ы.; л.-1: 1 I ”

*

октаэдри

„......” 199

:108 и!“—и)"—e, 2 г.—1:1
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Пусть параметры г., г., а, выбраны такъ, что уравне

нія (36), (37), (38) имѣютъ общій корень и.

1. Двупирам идн о е ура вн енi e.

Рѣшеніе двупирамиднаго уравненія не представляетъ ни

какихъ затрудненій: написавъ это уравненіе въ формѣ:

ц"-ч- 1V” в.,

(5461-54. «

мы находимъ, что

«—4355 «о
уй.—472.-1

IIДIII

и — 4745.--447-102. (41)

вы что та«тѣ»тѣ«т»

ціею (41).

П. Чет веричн ое ура вн ен i e.

Положивъ въ формулѣ (41) т а 2, находимъ выраженія

корней четверичнаго уравненія (36):

и н у Б--у?"П. 49

Ш. Тетраэдриче ск о е уравне ні е.

Возьмемъ тождества (63) главы VІ.

272С. l

«--------- . ..,

гдѣ внеI



Изъ этихъ тождествъ находимъ:

III”9)., 1“

444.-14341] и

1„94)ТIIII.I

175т- !

или, принявъ во вниманіе уравненія (36) и (37):

2V, 3

4--155I. «

откуда:

«Уг

4--44949- «

1—474,

Подставивъ это выраженіе г., въ формулу (42), находимъ вы

раженіе корня и тетраэдрическаго уравненія (37):

„УТЕсх.4844. 4,

уГУ;

Всѣ 12 корней тетраэдрическаго уравненія (37) выража

ются значеніями 12-значной функціи (47).

ГV. Октаэдриче ско е уравненіе.

Возьмемъ тождества (55) и (56) главы VІ:

***
11и)а Т.(и).

Изъ тождествъ (48) слѣдуетъ:

Н.Чи).114)Н.Чи

55554-155555. 59

(48)

или, принимая во вниманіе уравненія (37) и (38):

445

«--55, во
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откуда;

„L45—3424-5.

г" "А

(51)44

Подставивъ это выраженіе г., въ формулу (47), находимъ

выраженіе корня и октаэдрическаго уравненія (38):

14 с

(52)

„укав-ха-ука--утё

убк-41-4-4194

Всѣ 24 корня октаэдрическаго уравненія (38) выражаются

24-значной функціей (52).

5 32. Невозможность рѣшенія икосаздрическаго уравненія въ

радикалахъ.

Возьмемъ два уравненія:

С99.

10и)

Н. Чи): Т11и):—1728IVia)— з5 г.—1:1. (54)

Е, (53)

Возьмемъ тождества (65") и (67) главы VІ;

1

что-34

[Н."и)—III”91и), (55)

I(и)-4 Н.”941)--Е Е,""и). (56)

На основаніи этихъ тождествъ мы въ правѣ сказать, что

уравненіе (53) есть тетраэдрическое уравненіе третьяго нор

мальнаго вида.

Уравненіе (54) есть, какъ мы знаемъ, нормальное икоса

эдрическое уравненіе.

Пусть перемѣнныя з и С выбраны такъ, что уравненія

(53) и (54) имѣютъ общій корень и.



— 15 —

Возьмемъ тождества (73) и (75) главы VІ;

Тди)–11""и)—101""и) 1и)-н-451.1и)II”(и), (57)

Н. (и)–11""и)–311и)]Н."(и), (58)

Н."Чи).–641и)—11 In).II"Чи)--II”"ди). (59)

ихъ тождествъ (55) и (46) слѣдуетъ:

434) „16329. „1"15. 4, 129). Е14)

249-1554-5114-1534-153).

или, принимая во вниманіе уравненія (53) и (54):

—1728за С–3)164–114-1-99). (60)

Такимъ же образомъ изъ тождества (57), принимая во

вниманіе уравненія (53) и (54), находимъ:

—172812—1)-(99—103-1-45)"У. (61)

Соединяя вмѣстѣ уравненія (60) и (61), можемъ написать:

(5—3)"С"—115-1-64):901—103-1-45)":—1728–за-131. (62)

Идя тѣмъ же путемъ, которымъ мы шли въ 531,мыдолжны

были бы для рѣшенія икосаэдрическаго уравненія 164) по

ступить такъ:

1) Рѣшить тетраздрическое уравненіе (53)–его, какъ мы

знаемъ, можно рѣшить въ радикалахъ.

2) Выразить изъ уравненія (62) величину 5, какъ явную

функцію г.

3) Подставить полученное выраженіе Свъ выраженіекорня

и тетраэдрическаго уравненія (53). Полученноетакимъ обра

зомъ выраженіе и будетъ корнемъ икосаэдрическаго уравне

нія (54).

Не трудно усмотрѣть, что путь этотъ для икосаэдриче

скаго уравненія непримѣнимъ, потому что уравненіе (62)

есть уравненіе 5-ой степени.
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Ниже, въ главѣ Х, мы убѣдимся вътомъ, что уравненіе 5-ой

степени (62) не разрѣшимо въ радикалахъ *). Поэтому и ико

саэдрическое уравненіе (54) не разрѣшимо въ радикалахъ.

5 33. Рѣшеніе уравненій изучаемаго класса въ гипергеометри

ческихъ функціяхъ.

Пусть дано нормальное уравненіе:

Н1 (и): с Т"ч(и): су"(и)—я: з-1 : 1. (21)

Мы видѣли въ главѣ П, что корни его суть отношенія

частныхъ интеграловъ гипергеометрическаго уравненія

«—«192-t-1-4-42-г-4. «о

при чемъ значенія параметровъ а, В, у таковы:

Друпирамид-IТетраэдриче-IОктаэдриче-I Икосаэдри

НОе., I СКОе., 1 СЕОе. I ЧЕСКОе,

„„I 4. I 1 I 4. I 14

ГI 54 I 4 I 24. I Е

—I-—1—1—1—I (64)

14-1 —4, 1 —4. 1 — 1 1 —-3
—1 т”55 1 Тг15. 1 Т52. 1 Гigé,

.I I I ? 1 3 I 2

Т""" 1 I 1 1 I 1 1 I

*) Горданъ показалъ, что всякое уравненіе 5-ой степени можетъ

быть преобразовано въ уравненіе вида (62). См. Мath. Аnnalen. Томъ

28, стр. 152. Мы не приводимъ этого весьма интереснаго но нѣсколько

сложнаго преобразованія. Гордана. Ниже справедливость теоремы Гор

дана станетъ ясна изъ другихъ соображеній.



Обозначивъ черезъ у, у" два линейно независимыхъ част

ныхъ интеграла уравненія (63), мы можемъ всякій корень

уравненія (21) представить въ такомъ видѣ:

49924, чѣ
44

rу-н- ву"" "

гдѣ р, д, т, s суть нѣкоторыя постоянныя числа.

Займемся вычисленіемъ этихъ постоянныхъ для нормаль

ныхъ уравненій тетраэдрическаго, октаэдрическаго и икоса

эдрическаго типовъ *).

Мы начнемъ съ икосаэдрическаго уравненія, какъ наибо

лѣе для насъ важнаго.

Въ вычисленіяхъ мы будемъ пользоваться формулами и

обозначеніями 5 9.

Г. Ико с аэдрич е ск о е ура вн енi e.

«--зви.-4в4«ч-зва-1учи--взаич-1оооще

(54)

—10005и!"—522и?--1)“:—1728и"и“-4-11и?–1)9422-1:1.

Параметры а, В, ту гипергеометрическаго уравненія, соот

вѣтствующіе разсматриваемому случаю, таковы:

«—4, 5-—А., т.-?
* 45. 49 —555 т — 1;

Подставивъ эти значенія параметровъ а, З, у въ формулы

(46) и (48) параграфа 9, находимъ:

11 1. 2; У

«-43-444]

(66)

49. 2. 3. 4. 1

499945 з. 5. 9).

*) Двупирамидное уравненіе мы опускаемъ потому, что оно въ ра

дикалахъ рѣшается очень просто.

т. хуп. вып. 1. 2
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—94 „111 31 6 1

«- "л; 44.53),

„4 д1.III. 19 5 1

49-9"394—5 д. 5 1-7

Область сходимости рядовъ (66) есть кругъ, описанный изъ

начала координатъ радіусомъ равнымъ 1. На самомъ кругѣ

ряды остаются сходящимися, хотя сходимость ихъ медленная.

Площадь этого круга мы по прежнему назовемъ областью І.

Областью сходимости рядовъ (67) служитъ вся плоскость за

исключеніемъ области Г. Ряды остаются сходящимися и на

границѣ этой области: на окружности круга, описаннаго изъ

начала координатъ радіусомъ равнымъ 1. Область сходимости

рядовъ (67) мы по прежнему будемъ называть областью П.

Положивъ въ формулѣ (65):

(67)

учену, у"чу,

мы представимъ корни икосаэдрическаго уравненія (54) въ

такомъ видѣ:

994499. уву10 с "-25-4-35-1

ту,–н-8у,

При надлежащемъ выборѣ коэффиціентовъ р, g, т., s фор

мула (68) способна изобразить каждый корень икосаэдриче

скаго уравненія.

Корни икосаэдрическаго уравненія, какъ мы знаемъ, на

плоскости перемѣннаго и изображаются точками, соотвѣт

ственными относительно четыреугольниковъ икосаэдрической

сѣти. Условимся буквою и обозначать тотъ корень икоса

эдрическаго уравненія, который соотвѣтствуетъ основному

четыреугольнику Оabe (черт. 1) сѣти и выберемъ постоянныя

10, 41, 7, 8

такъ, чтобы формула (68) изображала именно этотъ корень

и икосаэдрическаго уравненія.



Изъ икосаэдрическаго уравненія (54") видно, что въ области

точки за схо корень и разлагается въ рядъ такого вида:

1 — 4

и не —-I 2 9--... (69)

19 4

Сравнивая этотъ рядъ съ формулою (68), гдѣу, и у, имѣютъ

величины, даваемыя формулами (67), мы находимъ, что для

тождественности формулъ (69) и (68) коэффиціенты

10, 41, 7, 8

должны удовлетворять такимъ условіямъ:

9--1.

„—
gатаО, 125-1

159

Послѣ подстановки этихъ величинъ въ формулу (68) и

послѣ замѣны у, и у, ихъ выраженіями (67), мы найдемъ,

что въ области П корень и выражается формулою:

III 51 1 1

.... 34444.

"497243"""

„---5-1-4 я " (70)

9 К"1 — „С.- -. С

и 141-4; 11, 5 3

Таково выраженіе корня и въ области П1, т. е. при

тод. 2 е. 1.

Посмотримъ, каково выраженіе того же корня въ области Г.

Положивъ въ формулѣ (65):

учену, у"чу,

мы представимъ корень и въ такомъ видѣ:

4. „В9449 . (171)

ту,-н-8у,

гдѣ р, g, т, 8 имѣютъ другія значенія, чѣмъ прежде.

54
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Займемся ихъ опредѣленіемъ.

Въ 5 10, при доказательствѣ теоремы 3 главы П1, мы ви

дѣли, что когда точка з идетъ по дѣйствительной оси справа

влѣво и подходитъ къточкѣ О,точка и движется по сторонѣ

треугольника сѣти— сторонѣ, обозначенной на чертежѣ 4

буквами и, и,, а въ разсматриваемомъ случаѣ на черт. 1

буквами bс, и подходитъ къ соотвѣтствующей вершинѣ тре

угольника–вершинѣ, обозначенной на черт. 1 буквою с. Ка

сательная къ дугѣ окружности Бс въ точкѣ с наклонена къ

23

15?

Изъ этихъ соображеній и изъ вида икосаэдрическаго урав

ненія (54") не трудно усмотрѣть, что въ области точки г-10

корень и разлагается въ рядъ вида:

дѣйствительной оси плоскости подъ угломъ

5 . п. 1

и —Ле?--Ке?"я--..., (72)

гдѣ h есть разстояніе точки с отъ начала координатъ, т. е.

модуль количества, изображаемаго точкою с., а К-нѣкоторое

дѣйствительное положительное число,

Займемся опредѣленіемъ постоянныхъ Л и К.

Изъ чертежа Г видно, что точка с не мѣняется икосаэдри

ческою подстановкою:

8, 51;

она служитъ поэтому корнемъ уравненія:

1--(?--гуа

«— Да;а та

24

гдѣ в е е?..

Корни уравненія (73) таковы:

454645—45--45) и

——-—е. по
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Отсюда ясно, что:

-л? 30-1-6475—13--45

..мене. Д

или, по вычисленіи:

иноззвавіаt... (16)

Величина

тѣ

5

Ле 9,

изображаемая точкою с на чертежѣ І, есть корень много

члена Н. (и).

Подставивъ разложеніе (72) въ икосаадрическое уравненіе,

произведя сокращеніе на 2 и положивъ затѣмъ г а О, мы

получимъ такое равенство:

5541 147........ 14715„11711119.14513 Д? Да?

999494949494944., „,

" з411 111441194

откуда;

ное —1999499---. тѣ

(57—24749—17149 —1914

Подставивъ въ эту формулу найденную величину Б. (76), на

ХОДИмъ:

К— О,145. . . . (79)

Итакъ, въ области точки з аО корень и разлагается въ

такой рядъ:

" . . . 4

и-0,33826121... e?-0,145. . . . е.11".29-н-... (80)

Для того, чтобы эта формула была тождественна съ фор

мулою (71), гдѣ у, и у, имѣютъ значенія, даваемыя равен

ствами (66), необходимо, чтобы коэффиціенты р, g, т, з фор

мулы (71) удовлетворяли условіямъ:



кій кі

Т.-. т. е. я хочет от АВ

«-го, 4-49--озвыш. е.,

(81)

111х1 . I I 14 кі

—Вe”— о, 145.... е
1

Итакъ, въ области П корень и икосаэдрическаго уравненія

выражается формулою:

31 19) Д

«... „133-14

ноззвавіаt. 49-одлѣ...“-35-1-39--4-5

414—4, 5; 4)

Таково выраженіе корня и въ области Г, т. е. при

- (82)

тод. 2 341.

Формулы (70) и (82) позволяютъ вычислить корень и ико

саэдрическаго уравненія при всякомъ значеніи г. Найдя ве

личину одного корня и зная подстановки икосаэдрической

группы, мы можемъ вычислить всѣ остальные корни икоса

эдрическаго уравненія *).

П. Октаэдрич е с к о е ура внен i e.

Возьмемъ октаэдрическое уравненіе въ первой нормальной

формѣ:

(и"-н-14и“-4-1)9449—33и"—33и“-4-1)9108tu?–и)!

(38)

—2: 2—1 : 1.

*) Клейнъ даетъ рѣшеніе икодaздрическаго уравненія нѣсколько въ

иной формѣ. См. Мath. Аnnalen. Томъ 12. Veitere Lintersuchungen

tiber das Пкоsaeder. Ту же задачу нѣсколько иначе Клейнъ рѣшаетъ

въ статьѣ того же заглавія, помѣщенной въ 8itzungsberichte der рhу

sikalisch-medicinischen Societat zu Еrlangen. 9 Нeft.
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Къ нему примѣнимы почти дословно тѣ же разсужденія,

которыя мы привели по поводу икосаэдрическаго уравненія,

Поэтому ограничимся лишь самыми краткими указаніями.

Величины параметровъ а, В, т, въ разсматриваемомъ слу

чаѣ таковы:

5 „, 1 2

4-5, 9--53; т— I -94 и 5""” 54 "

Подставивъ эти величины въ формулы (46) и (48) 5 9,

НахОдимъ:

-н13.-А. В. Л.

«-4-444

5 5713 7 4

чег443, 5, 3, 4).

—А „ Л 5 13 5 1
—«. 34: Л! 1 „С. С. „С. Д.

--94444

4]„I 1 1 3 1

93—9"391—35; 53 до 51

Въ области П корень и уравненія (38) изобразится форму

40К0 Вида:

" и „2429 . (es)

ту,-н- 34у,

(84)

Изъ уравненія (38) видно, что въ области точки 2- с ко

рень и разлагается въ рядъ:

1-т4-.... во19 за 1752 "-н-. . .,

57168

Для тождественности формулъ (85) и (68) необходимо, чтобы

коэффиціенты р, g, т, 8 удовлетворяли условіямъ:

«но, Ан-Iвъ ва

sТуios

(83) .
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Подставивъ эти величины въ формулу (68), находимъ:

5 13. Въ 1

. 44. 51. 2).

— 5-45—444—445—75-443-я."" . (87

задугу: "24? 24? Д? а

14

Таково выраженіе корня и октаэдрическаго уравненія въ об

ласти Ш, т. е. при

тод. за 1.

Въ области П тотъ же корень и изобразится формулою

ВИД8:

4.„ЕР. (71)

ту,-н-3у,

Съ другой стороны, разсужденіями, подобными приведеннымъ

выше при разсмотрѣніи уравненія икосаэдрическаго типа,

обнаружимъ, что корень и въ области точки и —О разла

гается въ рядъ вида:

кi I I

иные?--вей“ян-..., (88)

гдѣ Б и В суть постоянныя, дѣйствительныя и положитель

НЫЯ ЧИСДа.

Величина Б есть разстояніе точки, отмѣченной начерт.29

буквою с, отъ начала координатъ. Точка с не мѣняется окта

эдрической подстановкой:

8, 5,

и служитъ поэтому корнемъ уравненія:

«-194. во
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Отсюда заключаемъ, что:

454549-малы... по

Подставивъ разложеніе (88) въ октавдрическое уравненіе

(38), сокративъ полученное равенство на з и положивъ

гаО, мы получимъ уравненіе:

217—19). 19I

4555554-1

откуда;

4

4 „ т. У, 3 .

ин-1945. «и

247—494

или, послѣ подстановки вмѣсто Л его величины (90):

Кан- О,282403... (92)

Итакъ, корень и въ области точки з аО разлагается въ

рядъ:

5 ..... I

инодѣтвоэ.... e”--озвалоз.... «Ч-... (эз)

Формулы (93) и (71) только въ томъ случаѣ могутъ быть

тождественны между собою, если коэффиціенты р, g, т., s

удовлетворяютъ условіямъ:

4-5г. 3 и какъ "

но, зналитывала, новаго.... ег.

Подставивъ эти величины въ формулу (71), находимъ:

13 Т7 4

«........... 419454

«- олитво». «Козмов. 59“—193-1-5-1
5 1 2

гда, —1, 44)
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Таково выраженіе корня и октаэдрическаго уравненія въ

области Г, т. е. при

тод. 251.

Формулы (87) и (94) даютъ возможность найти величину

корня и октаэдрическаго уравненія при какомъ угодно зна

ченіи г.

Вычисливъ величину корня и и зная подстановки первой

нормальной октаэдрической группы, мы можемъ вычислить

всѣ корни октаэдрическаго уравненія.

Ш. Тетраэдрическ о е ура вн енi e.

Возьмемъ тетравдрическое уравненіе во 2-мъ нормальномъ

видѣ:

(242 и 14-1)"ди“--542 и 1-1)";–(и?–242)"инка-111. (96)

Параметры а, В, ту гипергеометрическаго уравненія въ дан

номъ случаѣ будутъ таковы:

«--1, 5
! «-— 1

— . . 1) о Т 3

Повторяя дословно тѣ же разсужденія, какія мы при

вели выше при нахожденіи рѣшенія уравненій предшествую

щихъ типовъ, мы придемъ къ заключенію, что корень и те

траэдрическаго уравненія при

тод. 2 е. 1

выразится формулою:

1 Т 4 I

414, 4, 5 3) . I

1, Т. У11, 1429, 4), „г1; 14



55—45—45-4-5-24. (97)

Имѣя корень и тетравдрическаго уравненія и зная подста

новки второй нормальной тетравдрическойгруппы, мы можемъ

вычислить всѣ корни втораго нормальнаго тетраэдрическаго

уравненія *).

Результаты, полученные нами въ настоящей главѣ, завер

шаютъ теорію уравненій, имѣющихъ корнями отношенія част

ныхъ интеграловъ линейнаго дифференціальнаго уравненія

2-го порядка. Мы изучили свойства и нашли нормальные

виды этихъ уравненій, нашли критерій, дающій возможность

убѣдиться въ томъ, что данное уравненіе принадлежитъ къ

названному классу, умѣемъ привести уравненіе къ нормаль

ному виду и, наконецъ, знаемъ, какъ рѣшить уравненіе, при

веденное къ нормальному виду. Мы убѣдились въ томъ, что

дѣйствительно всѣ уравненія изученнаго класса разрѣшимы

въ гипергеометрическихъ функціяхъ и, кромѣ того, нашли

что уравненія всѣхъ типовъ, кромѣ икосаэдрическаго, раз- -

рѣшимы въ радикалахъ.

*) Рѣшеніе уравненія октаздрическаго типа приведено у Рuchtа.

Пas Оlktaeder und die Gleichung vіerten Grades. Denkschriften der

Каiserlichen Акаdemie in Vіen. Вd. 41. Егорѣшеніе аналогично Клей

новурѣшенію икосаэдрическаго уравненія и разнится отъ приведеннаго

въ текстѣ.

Аналогичноерѣшеніе тетраэдрическаго уравненія построить нетрудно,
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Алгебраическія уравненія, имѣющія корнями частные интегралы

линейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го порядка.

9 34. Предварительныя замѣчанія.

Въ настоящей главѣ мы разсмотримъ ближевнѣшнійвидъ

уравненій, свойства которыхъ изучены нами въ главѣ Г, урав

неній, имѣющихъ корнями частные интегралы линейнаго

дифференціальнаго уравненія 2-го порядка.

Въ главѣ 1 мы видѣли *), что корни этихъ уравненій вы

ражаются какъ явныя функціи корней алгебраическаго урав

III6IIIЯX

ную его что-!ла два–121, ф

рѣшеніе котораго было нами найдено въ главѣ VП.

Припомнимъ главнѣйшіе результаты, найденные въ главѣ 1

и отчасти въ главѣ П.

Пусть корни уравненія

Фу,2)–0 (2)

служатъ частными интегралами линейнаго дифференціальнаго

уравненія:

19

12-» 19-го «

*) См. формулы (106) и (107) главы 1.
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Отношеніе двухъ линейно независимыхъ частныхъ инте

граловъ у, у, уравненія (3):

Уу

31

есть корень нѣкотораго алгебраическаго уравненія вида (1).

Корни у, и у, могутъ быть выражены, какъ явныя функціи и

— и (4)

-——- I

Гл. 1. " -199
IV. 1 Ти! Не *

ногу;

.. . 1 (9)

—IIка

Тиу Ки)

«-А II355 ""!

1 ла на 15

гдѣ К есть нѣкоторое постоянное.

Если у, есть корень уравненія (2), то мы въ правѣ ска

зать что уравненіе (2) можетъ быть получено изъ уравненія

(1) преобразованіемъ неизвѣстнаго:

Глава. 19: „

-415" и

Корни уравненія (2) выражаются черезъ корни уравненія

(1) при помощи формулъ (6).

Умѣя рѣшить уравненіе (1), мы можемъ найти всѣ корни

уравненія (2).

Положивъ:

1

—51ва

-т9", а

мы преобразуемъ уравненіе (2) въ новое уравненіе:

ЕI, 2):—0, (8)
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дифференціальное же уравненіе (3) въ новое дифференціаль

ное уравненіе:

II-Рr, (9)

гдѣ Р есть раціональная функція з, которая выражается че

резъ р., и р., слѣдующимъ образомъ:

г-54-42-4. о2 de

Та же функція Р можетъ быть выражена черезъ Неву изъ

такого уравненія:

далѣе-3 . 4-5

—знакѣ,--2199) 4-9------—4----

991554-55,

4.-1-3 —11?

45441 ла

Ева (14-й)

Изъ равенства (7) слѣдуетъ, что отношеніе частныхъ ин

теграловъ у, у, уравненія (3) таково же, какъ отношеніе

соотвѣтствующихъ имъ частныхъ интеграловъ то,, та, урав

ненія (9):

«---15---21. (12)

Отношеніе

14

Ты

есть корень того же алгебраическаго уравненія (1).

Корни ту, то, уравненія (8) выражаются черезъ корень и

уравненія (1) при помощи формулъ:

*) См. формулы (19) и (75) главы П.
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-— 1-——

1

234 г.-V1134

такиУ1 —7144-55, т,—V —-4-35. (13)

Уда г. У 425

Уравненіе (8) можно разсматривать, какъ результатъ пре

образованія уравненія (1) подстановкою:

«-V, 325 г.

Найдя уравненіе (8), мы можемъ построить уравненіе (2),

преобразуя уравненіе (8) подстановкою:

1

5 1144

т --547 г. (14)

Изъ уравненій вида (2) наибольшійинтересъ представляютъ

тѣуравненія, корни которыхъ суть частные интегралы гипер

геометрическаго уравненія:

dу

«—493-1-41-4-412

Мы знаемъ, что въ такомъ случаѣ параметры а, В, т, суть

функціи величинъ А., Л,, л, и опредѣляются по формуламъ:

2V” л, Л, Т л.

1I 1 1 I

— 411 ————— I 1 . У 11

в-41-4-4-4). 1 къ

1

— 1—4

*) См. формулы (71) главы П.



— 32 —

Положимъ въ формулахъ (10) и (11):

—то-19999194 „ ..19

ва —1644 г.-—15,, 15

гдѣ а, 3, 7 опредѣляются формулами (17).

Изъ формулъ (10), (18), (17) находимъ:

1 I I 1 1 I

1——- 1— —- ------ - - ----—— — 1

— . 17.23. Г...„«Г. 51.51.99.

99 — 51-59--53; 11-545.—1-99

Вставивъ это выраженіе въ лѣвую часть равенства (11), мы

находимъ уравненіе, опредѣляющеефункцію Вla). Мы видимъ,

что оно удовлетворяется при:

Ка)— сг. (20)

Итакъ, положивъ

К(e)— ся, (20)

и преобразуя затѣмъ уравненіе (8) подстановкою:

1 ру–(а-н-3-1-1)г

„454

211—2)

т -— 54 и

ИДИЕ

т; а -I. 2 Т Т (1—2) Т у, (21)

, 401—4), 41—48)

4-54 " (1-ю и,

гдѣ К-нѣкоторое произвольное постоянное, мы должны по

лучить новое алгебраическое уравненіе, имѣющее корнями

частные интегралы гипергеометрическаго уравненія (16).

Такъ какъ для уравненій типовъ: тетраэдрическаго, окта

эдрическаго и икосаэдрическаго величины А, и 7, опредѣ

ляются равенствами:

4,543, 7, —. 2,

то подстановка (21) можетъ быть для уравненій этихътрехъ

типовъ представлена формулою:
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«--340-414 а

Мы видимъ, что изъ числа уравненій изучаемаго класса

наибольшій интересъ представляютъ:

1) уравненія вида (8)–по наибольшей простотѣ своихъ

свойствъ,

2) уравненія, получаемыя изъуравненій вида (8) преобразо

ваніемъ (22)–по своему свойству имѣть корнями частные

интегралы гипергеометрическаго уравненія.

Остальныя уравненія того же класса могутъ быть полу

чаемы изъ уравненій (8) подстановкою:

1

, 4144

4-54 г. (14)

гдѣ р, какая угодно раціональная функція г., подчиненная

только тому условію, чтобы выраженіе:

„14

было алгебраическою функціею г.

Что касается до уравненія (8), соотвѣтствующаго уравне

нію (1) двупирамиднаго типа, то онобыло нами разсмотрѣно

въ 5 4.

Это уравненіе рѣшается въ радикалахъ совершенно эле

ментарнымъ образомъ. Поэтому мы будемъ говорить только

объ уравненіяхъ вида (8) типовъ: тетраэдрическаго, октаэдриче

скаго и икосаэдрическаго.

Въ 5 20 мы нашли, что порядокъ п группы бинарныхъ

линейныхъ подстановокъ, каждаго гизъ названныхътрехъ ти

повъ вдвое выше порядка М соотвѣтствующей группы неод

нородныхъ линейныхъ подстановокъ. Отсюда слѣдуетъ, что

степень п уравненія (8) вдвое выше степени Муравненія (1)

ТОРО 2569 IIIII942

пане?М

Т. XVII. Вып. I.
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Далѣе, отсюда заключаемъ, что индексы:

74

14
С

144
*

3

145
С

первичныхъ формъ 15,, т.), Ну,, т.), Тr., т.) вдвое больше

показателей:

х -3, 5--4. 5-9.

у " "" у, " "" у,

5 35. Выраженія первичныхъ формъ 111,, т.), Нir,, т.),

Т(т., т.) въ видѣ радикаловъ изъ раціональныхъ функцій пере

мѣннаго г.

Мы видѣли въ теоремѣ 10 главы 1, что всякая первичная

форма, имѣющая аргументами два частныхъ интеграла урав

ненія (8), равна радикалу изъ раціональной функціи г. Сте

пень этого радикала равна индексу первичной формы или

дѣлителю этого индекса–если степень радикала удастся по

IIIIIЕIIIIIЬ.

Построимъ сказанныя выраженія для первичныхъ формъ

ftri,, т.), Ну,, т.), Т(т., т.) разсматриваемыхъ трехъ типовъ.

Возведемъ обѣчасти втораго изъравенствъ (13) въ степень

и ве 52.1V;

. „I Т9іи) К"

9 "ухуторую

(23)

гдѣ для краткости введены обозначенія:

d'Еta)

выка, кн.439.

Изъ уравненія (1) имѣемъ:

но-ко, то-5 л.-«т» «т»

откуда:

немного, то-34н-«отко, са
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Вставивъ эти выраженія въ формулу (23), находимъ:

„I (Е–с'é В9-"

355—15-го, да
75

Величины у, у, у, какъ мы знаемъ, таковы:

для тетраэдрическаго типа: vаeвѣ, у,—4, у.—6,

для октаэдрическаго типа: vаб, у,—8, v,–12,

для икосаэдрическаго типа: vel2, v,—20, v.—30.

Во всѣхъ трехъ случаяхъ имѣетъ мѣсто равенство:

у,—у,—у——2. (27)

Поэтому равенство (26) можно представить въ такомъ видѣ:

II. (К-c)" К"”.

«."го-4554— а

Такъ какъ многочленъ (и) степени у, то:

т."Ли) за-IIII, 1).

Отсюда слѣдуетъ, что равенство (28) можно представить въ

слѣдующемъ видѣ:

„д. . „I(К-ст. К"т""

год.»)–95855— въ

Отсюда, обозначая индексъ первичной формы (Оп., т.) по

прежнему буквою щ и припомнивъ, что

24 — и,

Находимъ:

нутутутуказа

ла. 5-У9594559. что

Первичная форма Ло,, т.) выражена въ видѣ радикала сте

пени и изъ раціональной функціи г.

Изъ уравненій (24) слѣдуетъ:

34
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Л“ (4, 1)--- В"""О, п.), 1

! за

толь-Ан-«tre.» 1

подставивъ въ эти равенства выраженіе (во формы 1904, 4.),

находимъ:

ув-ду; к-519

я"да, да-199954--.

„,, „. 1. 99

(к-друга лю

га.»»--457-15III”.

Откуда, припомнивъ, что:

24,4, 24,44,

находимъ:

ра, „угрт—77—1553;тог
чуje........... 159—94- 1

вы. 5-119-355-45, 44

14, 1775г.Ста-Iскаг

чув-ду. 1914-9,

ла.»--44944444. 44

Формулы эти даютъ выраженія первичныхъ формъ Н(т., т.),

Т(т., т.) въ видѣ радикаловъ изъ раціональной функціи я.

Примѣнимъ формулы (30), (33), (34) къ каждому изъ раз

сматриваемыхъ трехъ типовъ въ отдѣльности, давая показа

телямъ и, и,, и, у, у, у, соотвѣтствующія значенія.

Г. Типъ тетраэдрическ i й.

К-с)Ез

ла. 5-9454

на. «3555554, 1 ж

12-1919191

тало-939.
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П. Типъ октаэдрич е ск i й.

"Н.-с)Н?

тало-Е455555

Л.—4)? Да?

валь-194549, 1 а

III.-419 199

та.»»--994494ва?

с9усск9

П. Типъ икосаэдрич еск i й.

ла.»--1945499:

Н.—15)? Да?

ны.»--99514. 1 иn

II.)? (1319

ла.»»--97439.

.Заслуживаетъ нѣкотораго вниманія та особенность урав

ненія икосаэдрическаго типа, что здѣсь всѣ три формы

filin,, т.), Н(т., т.), Ту,т.) суть раціональныя функціи г.

9 36. Внѣшній видъ уравненій, имѣющихъ корнями частные

интегралы дифференціальнаго уравненія вида:

d9т

54444. 45

Пусть, согласнонашимъ обозначеніямъ, уравненіе степени п

Его,заО (8)

имѣетъ корнями частные интегралы дифференціальнаго урав

ненія:

19
Т.L

3-4. (9
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Пусть:

ту, ты,--. т.), (38)

есть приведенная система корней уравненія (8).

Выразимъ величины (38) въ видѣлинейныхъ функцій двухъ

какихъ нибудь частныхъ интеграловъ уравненія (9):

т", у".

Перемноживъ полученныя выраженія между собою, мы по

лучимъ первичную форму:

т. 1, ... т.-307, 7), (39)

соотвѣтствующую алгебраическому уравненію (8).

Степень первичной формы (39) равна числу у корней

приведенной системы (38), а индексъ у равенъ:

щ”— 1 . (40)

Всѣ первичныя формы, соотвѣтствующія алгебраическому

уравненію (8), эквивалентны между собою: онѣ получаются

изъ формы (39) всевозможными бинарными линейными пре

образованіями.

Каждоетакое преобразованіе соотвѣтствуетъ новому выбору

тѣхъ двухъ частныхъ интеграловъ ту, т"уравненія (9), чрезъ

которые мы выражаемъ корни приведенной системы (38).

Считая всѣ эквивалентныя формы тождественными между

собою, мы можемъ сказать, что каждому алгебраическому

уравненію (8) соотвѣтствуетъ опредѣленная первичная форма

(39) и обратно: каждой первичной формѣ (39) сотвѣтствуетъ

единственное уравненіе (8).

Для большей простоты формулъ мы примемъ т” равною

одному изъ корней (38) уравненія (8).

Мы видѣли въ 5 27, что всякая первичная форма должна

принадлежать къ одному изъ четырехъ видовъ:

афу, 157), 414, 421, 425, 47), 1143, 11)-44? (2, 57), (41)

гдѣ а, b, у, i, К–нѣкоторыя постоянныя. -
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Отсюда заключаемъ, что уравненіе (8) должно имѣть одинъ

изъ четырехъ видовъ, соотвѣтствующихъ формамъ (41).

Индексы формъ (41) таковы:

нач24, 4, 421, 4,424, и, —2. (42)

Въ началѣ 5 2 мы видѣли, что уравненіе (8) содержитъ

неизвѣстное то исключительно въ степеняхъ, дѣлящихся на

индексъ соотвѣтствующей первичной формы.

Пусть уравненіе (8) соотвѣтствуетъ первичной формѣ:

Ут", у")

степени у, индекса уаТ.

Тогда уравненіе (8) будетъ таково:

99444 т5--А.... т"—“---...-А.... т.-л.-0, (43)

гдѣ:

45, 45--- 4„5--- 4.-„У, 4, (44)

ду

п-ра з --я

суть раціональныя функціи г.

Посмотримъ, какъ найти выраженія этихъ функцій.

Коэффиціенты (44) суть цѣлыя, однородныя, симметриче

скія функціи корней уравненія (43), или, что то же, урав

ненія (8).Выразивъ ихъ, какъ функціи корней и вставивъ за

тѣмъ выраженія этихъ корней чрезъ интегралы ту, т", мы

представимъ каждый изъ коэффиціентовъ (44) въ видѣ цѣлой

однородной бинарной формы съ аргументами г´, т"":

А.567, 7), гдѣ 4 ч. 1, 2, 3, ..,у1. (45)

Всѣ формы (45) инваріанты по отношенію къ группамъ

бинарныхъ линейныхъ подстановокъ, испытываемыхъ величи

нами т 1, т"” при всевозможныхъ обходахъ на плоскости пере

мѣннаго г.

Это слѣдуетъ изъ того, что коэффиціенты (44) могутъ быть

представленывъ видѣ раціональныхъ функцій перемѣннаго г.

Что касается коэффиціента



— 40 —

А„(7, 17),

то онъ равенъ произведенію корней уравненія (8), и поэтому

можетъ разниться лишь постояннымъ множителемъ отъ сте

пени ра!" первичной формы

347, ту"),

соотвѣтствующей уравненію (8):

А„бу, то на 509, тó, (46)

гдѣ ф.— постоянное число.

Мы знаемъ, что первичная форма въ степени, равной ея

индексу, есть раціональная функція г. Помня,чтопервичная

форма выражается одною изъ формулъ (41) и имѣя равен

ства (35), (36), (37), мы можемъ найти выраженіе этой рацi

ональной функціи 2, какова бы ни была первичная форма

зак. гр.

Вставивъ во второй части равенства (46) вмѣсто 5"(т", у")

ея выраженіе въ видѣ функціи я,мы опредѣлимъ коэффиціентъ

А„ уравненія (43) до постояннаго множителя.

Подобнымъ же образомъ найдутся выраженія остальныхъ

коэффиціентовъ (44). Дѣйствительно, на основаніитеоремы3

главы УП мы можемъутверждать, что каждая изъ формъ (45)

можетъ быть представлена въ такомъ видѣ:

4547, л?") —

(47)

- ф1196, 17, 19,37) "чу, ту, нечу,ту тче, жгу,

гдѣ Ф есть форма нѣкоторой степени з, однородная отно

сительно ея аргументовъ:

Н“цу, т?) и 1907, 17),

показатели т,, т., ти, суть числа цѣлыя, положительныя и

меньшія чиселъ 7, Л,, А.
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Сравнивая степени формъ, стоящихъ въ обѣихъ частяхъ

тождества (47), находимъ неопредѣленное уравненіе:

1

Кита. Мѣ-н- т,у-н- т,у,-н- т,у,. (48)

Такъ какъ

Бу? «о п, п —2М,

то изъ неопредѣленнаго уравненія (48) заключаемъ, что сте

пень з формы Ф равна О или 1.

Неопредѣленное уравненіе (48) даетъ одну или, въ край

немъ случаѣ, весьма ограниченное число системъ рѣшеній.

Если уравненіе (48) окажется невозможнымъ,тоэто служитъ

признакомъ того, что коффиціентъ А„уравенъ нулю.

Вставивъ найденныя системы рѣшеній уравненія (48) въ

формулу (47),мы найдемъ одно или,въ крайнемъслучаѣ, весьма

ограниченное число выраженій, могущихъ изобразить собою

коэффиціентъ А. Въ каждомъ изъ этихъ выраженій входятъ

одинъ или два неизвѣстныхъ постоянныхъ коэффиціента.

Вставивъ вайденныя выраженія коеффиціентовъ А.II", у")

въ уравненіе (43), раздѣливъ всеуравненіе на п7"и положивъ

ду

«— г. 3-4

найдемъ:

1--Али) «А,,ди---...---Али).–0. (49)

Равенство (49)должно быть тождествомъ: иначе отношеніе

было бы постояннымъ.

Отобравъ въ лѣвой части равенства (49) коэффиціенты

при одинаковыхъ степеняхъ и и приравнивая ихъ нулю, мы

находимъ уравненія 1-ой степени, опредѣляющіятѣ неизвѣст

ныя постоянныя, которыя входятъ въ эффиціенты Али).

Выполнивъ эти вычисленія, мы найдемъ окончательныя вы

раженія функцій А.О, ту").
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Вставивъ затѣмъ въ полученныя выраженія А. Су, г)

вмѣсто первичныхъ формъ

[41, т?), Ну, т?), Т51,т

ихъ выраженія въ видѣ функцій перемѣннаго г., мы находимъ

окончательныя выраженія коэффиціентовъ (44) уравненія (43).

Таковъ совершенно общій пріемъ составленія уравненія

(43).Онъ представляетълишь механическія затрудненія, прав

да довольно значительныя, при опредѣленіи неизвѣстныхъ

постоянныхъ, обращающихъ въ тождество уравненіе (49).

Пріемъ этотъ въ отдѣльныхъ случаяхъ можетъ быть упро

щенъ или замѣненъ другими болѣе удобными въ этихъ слу

чаяхъ пріемами, какъ это мы сейчасъ увидимъ.

Изъ уравненій вида (43) наибольшій интересъ по своей про

стотѣ представляютъ уравненія, соотвѣтствующія первичной

формѣ (17, т")–эти уравненія содержатъ въ себѣ наименьшее

число членовъ. Займемся ихъ составленіемъ.

1. Ура вн ен і е т етр аэдр ическа г о тип а.

Возьмемъ формы втораго нормальнаго тетраэдрическаго

IIIIIIIIIIII

14., т. 14,"—2узу, т. 1,

Ну, т.)–2425.95.--т.“, 1) (60)

Тr., т.)–а,"н-бузу,"а,"—r."

Подставивъ эти выраженія въ равенства (35), находимъ:

5 „ (Е–с)К1555

43—444.-15544

„. . . „(В-с)Вут

зубы...-3949949 3 сыр

„I(18-е): К?

Г дуя уз "
т.-бузу." 1,3-й,
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Положивъ въ формулахъ (51):

7]
— с14

„, —-

НахОДИМъ:

-53-4554 I
и" "" с К?»,

I "" " (52)

59—1.533. 1
1-155—3-3455

Исключимъ и изъ уравненій (52):

., 2 (14-615 . . в (В-е 1 к. .

«—494999 ч9-55554

(53)

1 (Е–c)"К"55I

—1195949 Укна

Освободивъ это уравненіе отъ радикаловъ и опуская ин

дексъ 1 при т., находимъ:

(e. 95945-545954
—5.—ртут— т1 —5-уту- т"—

, (54)

2 у., 291 К-c)" К?., д. К-с)?В9I, 1 (К— с)"К"

—3447— 5554-11554-55-555554---9.

Это–уравненіе, соотвѣтствующее первичной формѣ:

14, у.)-т.“—242 т. п.“

Оно, какъ и слѣдовало ожидать, содержитъ въ себѣ неиз

вѣстное т. только въ степеняхъ, кратныхъ 6.Свободныйчленъ

его)

III. IIIIIIгIIIII”

5—ртутга

какъ и должно быть, разнится отъ выраженія
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га.»»--9954Р

только постояннымъ множителемъ, — з,

Подставивъ въ уравненіи (54) вмѣстоси с” ихъ величины:

са—1, с. а 1

II. IIОДОСКИВЪ:

54—4

НахОДИМЪ:.

« ?"» «л» ? «. . «за г. е. и

49-51—449—45 оза-1за-птич

(55)

4

--Ева-ха-ха-а!—за-о

П. Уравненіе октаэдрическа го типа.

Возьмемъ октавдрическія формы перваго нормальнаго вида:

104., т.) затѣ” тѣ-то, тѣ“,

Ну,, т.)–то,”-н-149, 1 т.,”-н-та,”, 1 (56)

Тп.,т.)–т. ""—33т., "т.,“–33т., "то,”-н-m,"".

Вставивъ эти выраженія въ формулы (36), находимъ:

(в-етѣ:

«-- «-554-5

15-41?Л?

«-мѣ-----939, 1 от

К-с)?Е".II—

«-тѣхъ-тѣхъ---155555
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Положивъ въ уравненіяхъ (57):

71
-45- с154

„,—-

находимъ:

(155) Л?

«чка, и

(В.-с)? К"

сту? Ему, а

Исключивъ и изъ уравненій (58), находимъ:

и”-н-1449-н-1 зе

(58)

и!"—33и"—33и“-4-1-443-444(уК–с.

5 (Е–c)"В?; „ 5 (Е— c)"К". 5---. „

**-345, 355-45-то,""— 54------------уВ—ст.,"—

«--55554-555554-го

I35(1556); 14„С. 4, 9II.(В-99515

я ек е ?. 254; уи

у К-ст.,“—

(59)

1 (В.—«1915?Д. Н.—с

—515944494499-4)—я

или, освобождая это уравненіе отъ радикаловъ и опустивъ

индексъ 2 при т.,:

„, 5 (Е–c)"К?., 3.5(Е–c)"Е"

14-11555355-44944949

—449449194—41
59.59 луч-I 43. Ч. 1,

(60)

9II. III. 1914II”9499199I.,

—54-5599449194554-го

Таково уравненіе, соотвѣтствующее октаэдрической формѣ

Лл., т.),

Подставивъ въ него значенія постоянныхъ:

са: 108, c'e. 1,



И IIОЛОЖИВЪ:

3 вы--и

находимъ:

[4-я гла-та-1449-глу-41-47

(61)

--4414-410-41-4-48-т

Ура внені е и ко с аэдрич еск а г о т и п а.

Возьмемъ нормальныя формы икосаэдрическаго типа:

Да,, т.)— т. п. (т.,""-н-111,"т.,"—т.,"")

Ну,, д.)— 1,1"—228 г., "то,”-н-494 г.,""тI,""-н

--замгьч- 1 ва

Т(5, т.)–т. 19--522,19 г.,"—100054,""тI,"—

—10005n,""тI,"—5225, 17, 19--5,1".

Мы могли бы составить уравненіе, соотвѣтствующее пер

вичной формѣ (т., т.), пользуясь тѣмъжепріемомъ, который

мы примѣнили въ предшествующихъ двухъ случаяхъ; но ис

ключеніе перемѣннаго

въ данномъ случаѣ представляло бы весьма большія механи

ческія затрудненія.

Будетъ нѣсколько короче воспользоваться общимъ пріемомъ,

указаннымъ въ началѣ настоящаго параграфа.

Индексъ первичной формы (0,, т.) икосаэдрическаго типа

равенъ 10; поэтому искомое уравненіе будетъ такого вида:

ту"""-н-А„у,"""-н-А„у"""-ч-. . .-н-А,, „гу!“-н-А, „--0. (63)
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Выразивъ коэффиціенты этого уравненія въ видѣ однород

ныхъ формъ съ аргументами та,, т., мы можемъ сказать, что

коэффиціентъ

444лъ ты

представляется въ такомъ видѣ:

А„да,, т.).—911"п., т.), НV1, п.)] X

XI”941, т.) Н"ф., т.) Т"чу,, т.),

при чемъ показатели т,, т,, т,, и степень з формыФ связаны

между собою неопредѣленнымъ уравненіемъ:

(64)

101-605-1-12т,--20m,-н-30m, (65)

откуда;

на-I«-т.-м. «о

Изъ этого уравненія слѣдуетъ, что число т, дѣлится на 5.

Такъ какъ мы, кромѣ того, знаемъ,что т, должно быть меньше

5, то число это, необходимо, равно О.

Итакъ:

т,—О,

К—6s-t-2т,--3m. (67)

Неопредѣленное уравненіе (67) при всѣхъ значеніяхъ К

отъ Б —1 до К- 11 допускаетъ только по одной системѣ

цѣлыхъ положительныхъ рѣшеній. Рѣшивъ эти уравненія,

находимъ слѣдующія выраженія коэффиціентовъ А, „Оп., 1,);

44949, 4999, Лт., т.), А. Евр. Т,т.), 1

средст-1- I

4554, 1"О, л.)-ну, НVI, 1),

4-499449945 . . . 1 5

4.—147"а, т.)-4.Р0, т.) Ну, ты!),

35555555. IА„41р.„Г"),, т.)-ну,НV1, 4)! Н"0п., т.),

4.—1494 л. 4444. 4444. 4445ъ I
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гдѣ р., р.,. . . р., 4, 45, 4,,, „. . 4, суть нѣкоторые пока намъ

не извѣстные постоянные коэффиціенты.

КоэффиціентъА„„, какъ мы знаемъ, разнится отъ Г!" (т., т.)

только нѣкоторымъ постояннымъ множителемъ:

А„—4, 1""п., т.). (69)

Для опредѣленія постоянныхъ р, р,.... р.,, ф, ф,... у,

мы могли бы подставить выраженія коэффиціентовъ (68) и

(69) въ уравненіе (63) и примѣнить общій пріемъ, указан

ный выше.

Такой способъ, несомнѣнно, привелъ бы къ цѣли, но по

требовалъ бы громадныхъ ариѳметическихъ вычисленій.

Можно нѣсколько упростить эти вычисленія, пользуясь

слѣдующими соображеніями ").

Въ 5 20 мы нашли основныя подстановки икосаэдрической

группы бинарныхъ линейныхъ подстановокъ. Тѣмъ же спо

собомъ можно найти всѣ подстановки этой группы.

Обозначивъ черезъ о бинарную подстановку:

О — 1

«(""), то

соотвѣтствующую неоднородной подстановкѣ:

. . 1

лю---5,

мы можемъ изобразить бинарныя подстановки нормальной

икосаэдрической группы такими символическими формулами:

*) Этотъ способъ предложенъ Фуксомъ въ его второмъ мемуарѣ:

Пeber linearen Differentialgleichungen zweiter Оrdnung, velche algebrai

sche 1ntegrale besitzen und eine neue Аnvendung der Іnvariantentheorie.

Сгelles Journal. Вd. 85.

Онъ значительно проще непосредственнаго сравненія коэффиціентовъ,

хотя тоже требуетъ вычисленій очень утомительныхъ. Фуксъ, указавъ

на пріемъ, однаконевычислилъ ни одного изъ коэффиціентовъуравненія.
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В „В. .1...9

49, 49, 4949, 49496 4),

гдѣ К —О, 1,. . . 9, 5 (71)

Л —О, 1, . . . 4.

Если та, есть корень уравненія (63), то тому же уравне

нію удовлетворитъ функція–т.: это слѣдуетъ изъ того, что

въ группу (71) разсматриваемаго уравненія входитъ подста

НОВЕК8. 113

***
1, 4 д.,

Примѣняя къ величинамъ то,, —т., подстановки группы (71),

находимъ всѣ корни уравненія (63), выраженныя въ видѣ

линейныхъ функцій отъ т., т.

Десятыя степени корней изобразятся формулами:

в-—49 . в1—49 У19

«т» «1554-557

4.59 . -..з1. У. 19

(5554-355): 1 4

2ri

гдѣ h —О, 1, 2, 3, 4, а не е".

(то)

Уравненіе (63) представится въ такомъ видѣ:

114-1554-56)?

(419-5, 9)(59—4,"") Р {17""—

Ла-1

е”—e”... „I. I. е.–e“. У""

х14-1554-56)")-«г-53 г. 944:

Представивъ уравненіе (63) въ видѣ (73), мы можемъ вы

числить симметрическія функціи з, s, s.... его корней,

а затѣмъ и коэффиціенты уравненія (63). Эти коэффиціенты

представляются въ видѣ однородныхъ формъ съ аргунентами

*) Сравн. формулы (58), главы 1V.

т.хуп. вып. 1. 4
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ту,, та, и должны быть тождественны съ найденными выше

выраженіями (68) этихъ коэффиціентовъ.

Сравнивая полученныя два выраженія каждаго изъ коэф

фиціентовъ А, мы опредѣлимъ величины постоянныхъ,

входящихъ въ формулы (68). Само собою ясно, что находя

выраженія формъ А,„In, т.) изъ уравненія (73), мы можемъ

ограничиваться вычисленіемъ одного или двухъ старшихъ

коэффиціентовъ этихъ формъ.

Приведемъ величины нѣсколькихъ изъ коэффиціентовъ, най

денныхъ этимъ способомъ:

14 I 41 .I 293 I 254 I

я —-а, по-— 55, ла. — 5 гг.—4.

713 271 1

в.-—55 веч-— 55., т.-— 5. . . I 170

1

44-55

Всѣхъ коэффиціентовъ мы не вычисляемъ потому, что урав

неніе (63) по своей высокой степени и сложности коэффи

ціентовъ можетъ имѣть исключительно теоретическій интересъ.

Вставивъ въ формулы (68) вмѣсто (т., т.„), Н(5, т.),

Тѣ,, т.) выраженія (37) этихъ первичныхъ формъ черезъ

независимое перемѣнное я, и внеся затѣмъ полученныя вы

раженія коэффиціентовъ въ уравненіе (63), найдемъ:

„, . . (К— с)? В" .„ . . (В-c)"Е"

т"": т.---15--- т" и т. 954-355-49

(12--с)""Е!“ I„ . . (Е–с)" Л!?..„

--4-утра- т"": т.-55—то

Л.—419 1999 . . . . 143-14) 191399

--9944444повсеа!94444

11—ie)?"Р?”, „, „, „, (Н-—су"? Л?"

--995.174.-паж- 999594ь-вле

В-с)""Е"". . „. .. (К—с)""Е"”, „, ,, „. .

-994944.-паж-44944.-палео

--4,5455-49 (по
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Подставивъ вмѣсто с и с” величины этихъ постоянныхъ:

се —129, с. 1- 1,

II IIОДОСЕЛИВЪ:

514—4,

находимъ:

ту!"ч-12"р, (1–а)? а? а?""ч-129 р. (1—2)": "т""-

--129 р. (1-я)"я?"т""--129 р. (1—4)" г""т""-н

--129]р,—1224.)(1—2)9 я?"т""-н-12"р. (1-я)"" г"т""-

--12?"р,—129гу.)(1—4)"" г""т""-н

(76)

—4-12?“]р,—129гу,)(1—2)? а?"т""-н

—-12"Чр„—12”гу.)(1—2)?* 2?"т""-н

--12?"(р,—129гу,)(1–2)"зt 1т""-1-12?"(1—2)?" г""—0.

5 37. Алгебраическія уравненія, имѣющія корнями частные

интегралы гипергеометрическихъ дифференціальныхъ уравненій.

Мы видѣли въ 5. 34, что преобразуя уравненіе

На, «но (8)

подстановкой:

1 I

« — 541-444. 444

мы получаемъ новоеалгебраическое уравненіе, имѣющее кор

нями частные интегралы гипергеометрическаго уравненія.

Выполнимъ эти преобразованія для уравненій, найденныхъ

въ предыдущемъ параграфѣ,

Г. Ура вн ені е т ет раэдр ич ес ка г о т и п а.

Положивъ въ формулѣ (22):

Ка- 1
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и совершивъ затѣмъ подстановку (22) въ уравненіи (55), на

ХОдимъ:

* — о "

уч-141-449—44-1зв9

(77)

--Ва-млг-84-1-о

5фа-—этуч-ли-I— ж

Освободивъ это уравненіе отъ радикаловъ, находимъ:

5

1-3 ст.-ши.-41

(78)

291., 1, 2

—4-94-94-ти- «

Всѣ корни этого уравненія, какъмызнаемъ, суть частные

интегралы гипергеометрическаго уравненія (16), въ которомъ

параметры а, В, утаковы:

1. „ 1, 2

44-5, 44—45, т. III. О

Иными словами, корни уравненія (78) суть частные инте

гралы гипергеометрическаго уравненія:

49 . 1 , „4 . 1 ..ц.

«1—443--44— 1413--54--5, во

имъ формулъ (40 ты шепчетъ, что «постетъ ли

частныхъ интеграла у, у, уравненія (80), которые въ области

безконечно удаленной точки могутъ быть изображены фор

мулами:



— 53 —

Всякій интегралъ уравненія (80) и, вслѣдствіе этого, вся

кій корень уравненія (78) могутъ быть представлены въ видѣ

линейной функціи отъ у; и у;

у на Ау,--Ву,. . (82)

Одинъ изъ корней уравненія (80) въ области точки зныхъ

разлагается въ рядъ вида:

(83)

Этотъ корень при васъ обращается въ Ои можетъ выра

жаться формулою (82) только въ такомъ случаѣ, если

g 19

А-а-I ,

242

В-10. (84)

Итакъ, одинъ изъ корней уравненія (78) въ области П1

(см. черт. 2) изображается формулою:

ri

-
e "" „У1 7 4 1V

— —- ЕТ- , ---.. 45 . 5 1г1 . (85

«--345, 4, 5, 7)--- «

Остальные корни суть другія значенія той же самой много

значной функціи, имѣющей48значеній какъ видно изъ урав

ненія (78).

Выраженія этихъ остальныхъ корней въ области П и вы

раженія всѣхъ корней въ области П найдутся изъ формулы

(85) примѣненіемъ общихъ формулъ теоріи гипергеометри

ческихъ функцій *).

На этихъ вычисленіяхъ мы не будемъ останавливаться.

П. Ура вн ен і е о ктаэдрич е ск а г о т и п а.

Выполнимъ такія же вычисленія для уравненія (61) окта

эдрическаго типа.

*) См. Тихомандритскій. Огшпергеометрическихъ рядахъ. Стр. 53--57.
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Совершимъ въ уравненіи (61) подстановку:

1 1 . . .»

4--541-54, за

положивъ при этомъ

Кеel.

Въ результатѣ находимъ:

7 р. о Бу; 21

(4-й зят-1154-55
g- т а т 54

(86)

39.59 у . 39 „V1

-444-454Vа —«на

Освободивъ это уравненіе отъ радикаловъ, находимъ:

6V, 3 со 2 1 2, 3

(4-39-4449—144

(87)

1о ре.Я у до 69, л. 1 9 47 р. 61 у фр. 9) У, 12

—94949-51-17-1-41-45-1-4-5

Корни этого уравненія суть частные интегралы гипергеоме

трическаго уравненія (16), въ которомъ параметры а, В, у

Т941901511];

5 „ 1

* **: „„, 4--55 3
, гу —- , (88)

т. е. корни уравненія (87) суть частные интегралы гипергео

метрическаго уравненія:

4"у. 1,, L., 44 . 9 ...

«1-443--44-465;--54-9. (во

Изъ формулъ (48) главыП слѣдуетъ, что два частныхъ

интеграла у,у, уравненія (89) въ области П (черт. 2) изо

бражаются формулами:
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—., 4 III”9. 19 5 1V. I

«- "II, 3, 5, 3),

..... 4 41 1 7 3 I

«- "л-4; 11, 1. 2). I

Всякій частный интегралъ уравненія (89) изобразится фор

мулою вида:

(90)

у—Ау,--Ву, (91)

гдѣ А и В суть постоянныя.

Одинъ изъ корней уравненія (87) въ области точки засох

разлагается въ рядъ вида:

2 Т-t-... (92)

Эта функція при захо обращается въ О и только въ томъ

случаѣ можетъ быть изображена формулою (91), если:

Итакъ, одинъ изъ корней уравненія (87) въ области П1

изображается формулою:

2 Л 5 1з ѣ 1У -

»-345, 4, 5, 6)? ""

Остальные корни уравненія (87) выразятся другими значе

ніями той же многозначной функціи. Число всѣхъ значеній

этой функціи равно 144, какъ видно изъ уравненія (87).

П. Уравненіе и ко саэдрич еск а го типа.

Совершимъ ту же подстановку:

1

«---344—44 а
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въ уравненіи икосаэдрическаго типа (76) и примемъ

4-- 129.

Выполнивъ эту подстановку, находимъ:

учр,474499ну, у ГЕЛу"-и-р. 4949-ну, у ГЕЛу"н

--44-14449-444559 к

--344.— игла 349-354,—цать» у гет

(94)

1 - - . . . это

--54.-124, 4 У 49

1 . . . . . .г- чт- . 1

54.—1494 луч-1 5555--4--о

Освободивъ это уравненіе отъ радикаловъ, мы получили

быуравненіе 720-ой степени весьма сложное по своему виду.

Корни уравненія (94) суть частные интегралы гипергео

метрическаго уравненія (16), въ которомъ:

„L 14 а.... А
2

4 — 5, 44— 5, 145, 190

т. е. корни уравненія (94) сутьчастныеинтегралы уравненія:

d"у 1 . . . . 4

«н-443-44—1595

11

„у-9 (99

Это уравненіе имѣетъдва линейно независимыхъ частныхъ

интеграла у, у., которые въ области П1 (черт. 2) изобра

жаются формулами

1

? Т. I ?

I. III. I 19. 9 1

«--44—4, 2, 4, 5).

„гій у Ч, 21

9999 "415- 451 ;

(97)
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Всякій интегралъ уравненія (96) изобразится формулою

вида:

у— Ау,--Ву,. (98)

гдѣ А и В суть нѣкоторыя постоянныя.

Въ области точки заско одинъ изъ корней уравненія (94)

разлагается въ рядъ вида:

5 14
6"" —44

а "н-... (9)
у за

1215 „4

Эта функція при глагол. обращается въОи можетъ изобра

жаться формулою (98) только при условіи:

пi

449

А за——-. В—О.
„4. У49 III

129,9

Итакъ, одинъ изъ корней уравненія (94) въ области П

изображается формулою:

ду,

49. „У11 31 6 1

«-35455, 4: 1) что

Остальные корни того же уравненія изобразятся другими

значеніями тойже функціи. Всего функція (100)должна имѣть

720 значеній,

Этимъ мы закончимъ изученіе свойствъ и видовъ уравне

ній разсмотрѣннаго нами пласса уравненій и перейдемъ къ

постановкѣ общей задачи о видахъ и рѣшеніяхъ алгебраиче

скихъ уравненій, разрѣшимыхъ въ гипергеометрическихъ

функціяхъ.
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Общая задача объ алгебраическихъ уравненіяхъ, разрѣши

мыхъ въ гипергеометрическихъ функціяхъ.

Результаты, полученные нами въ главахъ Г-VП, даютъ

возможность довольно просто рѣшить главную задачу нашей

работы: найти виды и способы рѣшенія алгебраическихъ

уравненій, разрѣшимыхъ въ гипергеометрическихъ функціяхъ.

Въ настоящей главѣ мы разсмотримъ, къ какимъ болѣе част

нымъ вопросамъ приводится рѣшеніе этой общей задачи и

каковы пріемы рѣшенія этихъ вопросовъ.

Но преждечѣмъ приступить къэтой задачѣнамъ необходимо

нѣсколько пополнить то изложеніе свойствъ группъ линей

выхъ подстановокъ, которое приведено въ главахъ ПГ и ГV,

и ознакомиться съ понятіемъ объ аутоморфныхъ функціяхъ

и съ главнѣйшими свойствами этихъ функцій.

5 38. Нѣкоторыя свойства группъ линейныхъ подстановокъ.

Пусть дана группа линейныхъ подстановотъ:

83— 1, 8, 8,... 85. (1)

Порядокъ ея М можетъ быть конечнымъ или безконечно

большимъ числомъ.

Отмѣтимъ гдѣ либо на плоскости перемѣннаго и произ

вольную точку и... Совершивъ надъ количествомъ и, подста

новки группы (1), мы получимъ М точекъ на плоскости:

4, 44, 45, . . им-. (2)

Точки эти эквивалентны между собою относительно подста

новокъ группы (1). Число ихъ конечно или безконечно велико,
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смотря по тому, конеченъ или безконечно великъ порядокъ

М группы (1).

Можетъ случиться, что каждая изъ точекъ (2) безконечно

близка къ ближайшимъ точкамъ той же совокупности (2).

Тогда группа (1) будетъ группою непрерывною; въ противномъ

случаѣ группа (1) будетъ прерывною. Мы будемъ говорить

только о прерывныхъ группахъ. Въ прерывныхъ группахъ

нѣкоторыя изъ точекъ (2) могутъ лежать безконечно близко

другъ къ другу.

Таковы точки, лежащія на окружности на чертежѣ 11.

Пусть и, лежитъ на конечномъ разстояніи отъближайшей

къ ней точки совокупности точекъ (2). Окружимъ ее какою

либо сомкнутою кривою весьма малыхъ размѣровъ такъ, чтобы

внутри кривой лежала только одна точка и, изъ числа то

чекъ совокупнисти (2). Назовемъ площадь, ограниченную

этою кривою–площадью с. *). Преобразуя площадь съ под

становками (1), мы получимъ Мэквивалентныхъ между собою

площадей:

съ, а, о,--. ст.-л. (5)

Въ каждой изъ площадей (3) лежитъ по одной изъ числа

точекъ (2).

Площадь с., всегда можно взять на столько малыхъ размѣ

ровъ, чтобы площади (3) нигдѣ не заходили другъ за друга,

Станемъ увеличивать размѣры площади с.

Въ то же время остальныя площади (3) будутъ тоже воз

растать. Продолжимъ увелеченіе площади с. до тѣхъ поръ.

пока она не придетъ въ соприкосновеніе съ одною или нѣ

сколькими изъ площадей (3). Въ то же самое время каждая

изъ площадей (3) придетъ въ соприкосновеніе съ такимъ же

числомъ площадей совокупности (3). Если между площадью

*) Площадь съ можетъ состоять даже изъ нѣсколькихъ не смежныхъ

между собою весьма малыхъ площадей, выбранныхътакъ,чтобы внутри

площади с., лежала только одна изъ числа точекъ совокупности (2)–

именно точка и.
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с, и сосѣдними съ нею площадями остается еще незанятая

часть плоскости, то мы можемъ начать увеличеніе площади

с, въ новомъ направленіи до тѣхъ поръ, пока она въ новой

точкѣ не встрѣтится съ одною изъ сосѣднихъ областей, и

т. д. Въ результатѣ мы достигнемъ того, что области (3)

будутъ плотно прилегать другъ къ другу на всемъ протяже

ніи границы каждой изъ нихъ, нигдѣ незаходя другъ за друга.

Назовемъ эти области въ такомъ окончательномъ видѣ

областями:

О, С, С,.... Су... (4)

Эти области тоже между собою эквивалентны и, какъ мы

сказали, плотно прилегаютъ другъ къ другу, незаходя другъ

за друга. Онѣ образуютъ нѣкоторую сѣть; областей. Число

областей сѣти равно порядку группы (1). Сѣть можетъ по

крывать собою или всю плоскость, или только часть ея.

Каждая изъ областей (4), наприм. область С., обладаетъ

двумя главными свойствами:

1) Гдѣ бы мы ни взяли точку и въ той части плоскости,

которая занята сѣтью,–въ области О, найдется одна точка,

ей эквивалентная.

2) Внутри области С, нѣтъ ни одной пары точекъ между

собою эквивалентныхъ. (Точки, лежащія на контурѣ области

С., попарно эквивалентны между собою, какъ мы увидимъ

ниже).

Каждую изъ областей (4) мы назовемъ основною областью

группы (1).

Сказанныя два свойства площади С. суть характерныя свой

ства основной области, которыя могутъ быть приняты за ея

опредѣленіе. Ясно, что тѣ сѣти четыреугольниковъ, которыя

мы разсматривали въ главахъ П и ГV, суть лишь частные

случаи разсматриваемыхъ нами теперь сѣтей.

Пусть сѣть нѣкоторой группы изображена на черт. 34.

Пусть точка и, лежащая внутри области С,, приближается

къ границѣ этой области, переступаетъ эту границу и вхо

дитъ въ область С. Въ то же время точки
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и,, и, и.... им-ь (9)

соотвѣтственныя съ и, тоже приближаются къ границамъ

областей: .

С), О;, О;,--- Сы

переходятъ эти границы и

вступаютъ въ смежныя об

ДасIII.

Въ тотъ моментъ, когда

и, перейдя границу 11, всту

пила въ С., одна изъ со

отвѣтственныхъ точекъ (5)

вступила внутрь области С.

Для опредѣленности поло

жимъ, что именно точка и,

„„, „, вступила въ область С. че

резъ границу ab.

Точки и, и и, связаны между собою одною изъ подстано

вокъ (1).

Пусть:

и,—8 (ц.).

Мы сказали, что въ тотъ моментъ, когда и, приходитъ

въ нѣкоторую точку границы Лt, точка и, приходитъ въ нѣ

которую точку границы аb. Отсюда слѣдуетъ, что точки гра

ницы 11 эквивалентны точкамъ границы аb, и при томъ под

становка, преобразующая границу аb въ 14, есть подстановка

8 группы (1).

Подстановка 5, преобразуетъ область С, въ область С.

Этотъ результатъ совершенно аналогиченъ результату, по

лученному въ 5 13 для сѣти четыреугольниковъ. Его мы мо

жемъ формулировать въ видѣ теоремы:

Те о р ема 1. Стороны основной области попарно эквива

лентны между собою. Подстановки, преобразующія эквива

лентныя стороны основной области другъ въ друга, преобра

зуютъ основную область въ смежныя съ нею основныя области.
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Эквивалентныя между собою стороны основной области мы

по прежнему будемъ называть сопряженными.

Пусть подстановки, преобразующія попарно другъ въдруга

сопряженныя стороны области С, суть:

51, 55, . . . 5. (6)

Эти подстановки (6) преобразуютъ область С, вовсѣ смеж

НЫЯ СЪ II63III0.

Повторяя разсужденія, приведенныя въ 5 13, найдемъ, что

изъ подстановокъ (6) можно составить любую подстановку

группы (1).

Въ числѣ этихъ подстановокъ находятся всѣ основныя

подстановки группы (1), хотя мы и не можемъ утверждать,

что между ними нѣтъ неосновныхъ подстановокъ.

Изъ приведеннаго выше опредѣленія основной области

видно, что въ выборѣ контура основной области есть нѣко

торый произволъ. И дѣйствительно, какъ мы сейчасъ увидимъ,

контуръ основной области можетъ быть деформируемъ въ

значительной степени.

Обратимся снова къ чертежу 34 и пусть по прежнему

сторона Лi есть сторона сопряженная съ аb. Отдѣлимъ внутри

области С., произвольную площадь fid, примыкающую къ

сторонѣ Ла. Въ области С, найдется площадь эквивалентная

площади Лд.: пусть это будетъ аlib. Площадь акѣ непремѣнно

примыкаетъ къ сторонѣ аѣ сопряженной съ 14. Вычтя изъ

основной области О, площадь fid и прибавивъ площадь аlb,

получимъ площадь аlibedita, которая можетъ быть принята

за основную область группы (1) вмѣсто области С.

Измѣненія основной области, подобныя только что раз

смотрѣнному, мы будемъ называть возможными измѣненіями

(erlaubte Аbanderungen).

Производя возможныя измѣненія основной области, мы

можемъ ее деформировать значительно. Пользуясь возмож

ными измѣненіями, мы всегда можемъ достичь того, чтобы:

1) Основная область была сплошною односвязною пло

Щ11110.
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2) Чтобы основная область была ограничена дугами кру

говъ и прямыми линіями.

Въ такомъ видѣ мы и будемъ ее себѣ представлять.

Возьмемъ двѣ группы О и д. Пусть всѣ подстановки группы

у входятъ въ группу О

Пусть порядки у и О равны п и М, причемъ п и М суть

числа конечныя или безконечно большія.

Пусть подстановки группы у; таковы:

54— 1, 5, 4,---, х.-„ . (?)

Повторяя разсужденія, весьма обычныя въ высшей алгебрѣ,

мы придемъ къ заключенію, что подстановки группы О мо

гутъ быть расположены въ видѣ такой таблицы:

591, 5, 3, . . 5.--

856,595, 5 861, 846, 1 4 . 8.—„О,

«т» «ъ «чь--- 4-14; у „

8591-59994-55, 557-5, 8595-,, - - - 8.-„бу-, р

гдѣ:

о, а, г- су-, (9)

суть нѣкоторыя подстановки группы О, не входящія въ у.

Число 1 равно отношенію порядковъ группъ С и у *):

м

т "

I се
(10)

Построимъ сѣть, соотвѣтствующую группѣ О!

Найдемъ тѣизъ числа областей (4), которыя соотвѣтствуютъ

подстановкамъ:

*) Это справедливо въ предположеніи, что числа п и М" конечны

Ради сокращенія рѣчи мы будемъ называть Л отношеніемъ порядковъ

группъ даже и въ томъ случаѣ, когда эти порядки безконечно велики.
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о,–1, 6, а,. . . 5-,, (11)

Пусть эти области суть:

Г. —С., Г, Г,. . Г.,. (12)

Совокупность этихъ 1 областей составляетъ нѣкоторую пло

щадь, вообще говоря, не сплошную.Обозначимъ еебуквою с.

Докажемъ, что с можетъ быть принята за основную область

группы у.

Часть плоскости, покрываемая сѣтью группы О, во всякомъ

случаѣ неменьшечасти плоскости,покрываемойсѣтьюгруппы д.

Возьмемъ гдѣ либо внутриэтойчасти плоскости какуюлибо

точку и, не лежащую на границѣ области. Пусть область

группы у, въ которой лежитъ точка и, соотвѣтствуетъ под

становкѣ:

5, 6,

гдѣ і равно одному изъчиселъ О, 1, 2,... п—1, а 1-одному

изъ чиселъ: О, 1, 2,. . . 1-1.

Совершивъ надъ точкою и подстановку

—у

8;

группы у;, мы найдемъточку и”, лежащую вътой области группы

О, которая соотвѣтствуетъ подстановкѣ а., т. е. найдемъ точку,

лежащую внутри площади с.

И такъ, каждой точкѣ той части плоскости, которая занята

сѣтью группы у, соотвѣтствуетъ одна точка,лежащая внутри

площади ее и эквивалентная взятой точкѣ относительно под

становокъ группы у.

Докажемъ, что внутри площади с нѣтъ ни одной пары

точекъ, эквивалентныхъ относительно подстановокъ группы у.

Допустимъ, что мы нашли пару точекъ и и и", связанныхъ

подстановкою s;

и”-; з (и) (13)

и лежащихъ внутри области с.
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Точки и и и", эквивалентныя относительно группы у;, экви

валентны и относительно С. Слѣдовательно онѣ не могутъ

лежать внутри одной и той же изъ числа областей (12).

Если онѣ лежатъ въ двухъ различныхъ изъ числа областей

(12), то онѣ связаны между собою одной изъ подстановокъ (11):

и надо. (14)

Изъ равенствъ (18) и (14) слѣдуетъ, что подстановка 4,

входитъ въ группу ф.; а это противорѣчитъ условію.

И такъ, дѣйствительно с есть основная область группы у.

Покажемъ, что подстановки (11) всегда могутъ быть вы

браны такъ, чтобы площадь с была сплошная.

Пусть Г" есть область, смежная съ С, и не входящая въ

число областей (12). Пусть подстановка, преобразующая Г.

въ Г,есть о „ Такъ какъ о " есть подстановка группы О, то

она представится одной изъ формулъ (8). Пусть, напр.,

о?–8, а,. (15)

Изъ символическаго равенства (15) слѣдуетъ:

анят-"41. (16)

Внеся это выраженіе а, во вторую строку таблицы (8),

находимъ:

—1 ...„Л —1 —1 — — —1 —Р — — —

55Т" т., s, s; г1 а?, s, s; г1 а?,..., s., з, г"а!". (17)

Тѣ же подстановки, только въ иномъ порядкѣ, изобразятся

формулами: "

з, а?–57, 8, 4, 5, 7,,.., 5,„, а?. (18)

Слѣдовательно, вторую строкутаблицы (8) можнозамѣнить

строкой (18). Вмѣстѣ съ тѣмъ подстановка а, замѣнилась

подстановкой д’, а область Г, областью Г—смежною съ Г.

Дѣлая подобныя же замѣны, мы достигнемъ того, что под

становки (11) замѣнятся новыми подстановками

5, 49.. а?—4, (19)

т. хvп. вып. 1. 5
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а области: .

Г„44О, Г,... Г.-„ (12)

областями:

15-го, Г"... ГУ—9, (20)

составляющими сплошную площадь.

Въ дальнѣйшемъ мы будемъ предполагать,что подстановки

(11) уже съ самаго начала были выбраны такъ, чтобы соот

вѣтствующія имъ области (12) составляли сплошную площадь.

Полученные результаты можно формулировать въ видѣ

теоремы:

Теорема 2. Если труппа у порядка п входитъ въ группу

О порядка М, то за основную область группы уможно при

нятъ сплошную площадь, состоящую изъ

IV

1 с: Е.

7)

рядомъ лежащихъ областей группы О.

Ту же теорему можемъ формулировать нѣсколько иначе:

Если группа у порядка п входитъ въ группу О порядка Л,

то послѣ различныхъ возможныхъ измѣненій каждая основная

область сѣти труппы д покроетъ собою какъ разъ

основныхъ областей сѣти группы О.

Справедливость этого предложенія легко провѣрить на

чертежахъ (27) и (29), (28) и (30).

5 39. Понятіе объ аутоморфныхъ функціяхъ.

Пусть функція

Еди!

инваріантна по отношенію къ нѣкоторой линейной подста

новкѣ:

аи--Б

си-и-д: "

1й зе
(21)



-- 67 —

т. е. пусть имѣетъ мѣсто тождество:

ка!)-ка въ
си--д

Въ такомъ случаѣ, слѣдуя Клейну, мы будемъ называть

функцію Еди)—aутоморфною функціею.

Слѣдуя Клейну, мы будемъ имѣть въ виду исключительно

однозначныя аутоморфныя функціи.

Само собою ясно, что если функція Е(и) инваріанта по

отношенію къ подстановкѣ

аи-н-6

си-и-д. 1
Stu) (23)

то она будетъ инваріантна и по отношенію къ степенямъ

этой подстановки:

89, 89...

Совокупность всѣхъ линейныхъ подстановокъ, по отноше

нію къ которымъ функція Е(и) инваріантна, образуютъ нѣ

которую группу. Эту группу мы обозначимъ буквою О и

будемъ называть ее группою аутоморфной функціи Еlut).

Порядокъ группы О функціи Еги) можетъ быть конеченъ

или безконечно великъ,

Если порядокъ М группы О безконечно великъ,то функція

Еди) непремѣнно трансцендентная.

Въ самомъ дѣлѣ, пусть порядокъ группы О безконечно

великъ и пусть подстановки этой группы таковы:

83—1, 8, 8, 8 ... (24)

Возьмемъ уравненіе:

Еди)— О. (25)

Пусть и, есть одинъ изъ корней уравненія (25).

Ясно, что уравненію (25) удовлетворитъ весь безконечный

рядъ величинъ:

59



— 68 —

81ч.) за и, 8(и) на и, 814)за и, 5 (и)— и,... (26)

Уравненіе (25) имѣетъ безконечно большое число корней.

Функція Е(и) дѣйствительно трансцендентная.

Примѣры аутоморфныхъ функцій извѣстны въ математикѣ

очень давно: всякая періодическая функція есть аутоморфная.

Дѣйствительно, положивъ въ формулѣ (22):

а за 1, Б— о, слава О, да. 1,

находимъ:

Еди-н-о!— Еди).

Это равенство характеризуетъ періодическую функцію съ

періодомъ о.

Функціи

(27)

съ которыми намъ приходилось часто встрѣчаться въ пред

шествующихъ главахъ–тоже аутоморфныя.Группою Отакой

функціи, служитъ группа соотвѣтствующаго уравненія:

ную: «тогда-то,— 1 : 1. для

Функція (27) есть раціональная алгебраическая аутоморф

ная функція. Порядокъ ея группы конечeнъ. Группа О со

ставлена изъ двухъ основныхъ подстановокъ. Въэтомъ отно

шеніи функція (27) имѣетъ нѣкоторую аналогію съ двояко

періодическими функціями ").

Болѣе общій примѣръ аутоморфной функціи представляетъ

намъ функція, обратная функціи Шварца.

1 1 1

«-45, 4, 5, 6), за

*) Проф. Васильевъ посвятилъ теоріи функцій вида:

Н1(и)

сf" (и)

свою диссертацію: О функціяхъ раціональныхъ, аналогичныхъ съ функ

ціями двояко-періодическими. Казань. 1880.
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гдѣ А, А;, Л, суть какія угодно цѣлыя положительныя числа.

Если

я — Ни) (30)

есть аутоморфная функція, имѣющая группу О линейныхъ

подстановокъ, то обратная ей функція:

ин-17-12), (31)

необходимо, многозначна и значенія ея связаны между собою

подстановками группы О.

Можетъ случиться, что число значеній функціи (31) равно

порядку группы О. Въ такомъ случаѣ подстановки группы

О связываютъ между собою всѣ значенія функціи (31).

Условимся называть въ такомъ случаѣ функцію Еди) соб

ственно аутоморфною.

Въ противномъ случаѣ будемъ называть ее несобственно

аутоморфною *).

Докажемъ, что имѣетъ мѣсто

Те ор ем а 3. Если группа у аутоморфной функціи Г(и)

входитъ въ группу С аутоморфной функціи Ни), и если

функція Ли) собственно аутоморфная, то Еди) есть одно

значная функція отъ Ли).

Положивъ

г — Ли), (32)

мы найдемъ, что

ин-1-912), (33)

гдѣ Г" есть символъ функціи, обратной функціи 1

Подставивъ выраженіе (33) перемѣннаго и въ Еги, находимъ:

Ни) -Е14-144). (34)

Если функція Г(и) собственно аутоморфная, то всѣ значенія

функціи

и — г"а!) (33)

*)У Клейна нѣтъ этого различія.
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связаны между собою всевозможными подстановками группы у;

При всевозможныхъ обходахъ на плоскости а величина и,

опредѣляемая по формулѣ (33), будетъ испытыватьразличныя

подстановки группы у. Такъ какъ всѣ подстановки группы у

входятъ въ О, то функція

Ли) - ЕIII-1(2) (34)

послѣ всевозможныхъ сомкнутыхъ обходовъ на плоскости 2

сохраняетъ свою величину: она есть однозначная функція я.

Обозначивъ эту однозначную функціючерезъ Кау,находимъ:

Еtu)— Еlia), (35)

или, вставляя вмѣсто я его выраженіе (32):

Еди!— В111и)]. (36)

Теорема доказана.

Слѣдствіе 1. Если функціи Ли) и Ки) алгебраическія,

то Еи) есть раціональная алгебраическая функція отъ Лиф.

Дѣйствительно, если Г(и) и Еиt суть функціи алгебра

ическія, то и функція Е(а)—алгебраическая раціональная

функція.

Слѣдствіе 2. Если функціи Г(и) и Ни обѣ собственно

аутоморфныя и при томъ обѣ алгебраическія, то функція Е(а)

есть раціональная дробь степени

IV

1 — 5

74

О17444ОС14716241140 да,

Докажемъ справедливость этого предложенія.

Чтобы найти степень Еla) относительно г, положимъ, что

въ уравненіи

Ни)— Кау (35)

намъ дана величина Еи) и найдемъ, сколько величинъ пере

мѣннаго

за-IIш) (32)

соотвѣтствуетъ данной величинѣ Еди).
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Если функція Е(и) собственно аутоморфная,то всѣ значе

нія обратной ей функціи связаны между собою подстановками

группы О. Сохраняя прежнія обозначенія, мы можемъ ска

зать, что подстановки группы О расположены въ таблицѣ (8).

Слѣдовательно, значенія величины и, соотвѣтствующія дан

ной величинѣ Еди), таковы:

з00)а и, 509)... 4.-„(и), 1

sa,04)-на (9), а, о. (и),... з.-„а (4),

---------------! - -

«...Дана....44, 45-94. t.-4-104- 1

Чтобы найти значенія функціи

я — Ли), (32)

соотвѣтствующія данному значенію Еги,мы должны подста

вить въ Ли) вмѣсто и всѣ величины (37).

Такъ какъ функція Г(и) не мѣняется отъ подстановокъ:

„441, 5, . . . 5.-, (7)

группы у;, то она будетъ имѣть всего 1 значеній:

Ли), 115, 11)], Па, (и)],... Лаш., (и)]. (38)

Если данному значенію Еди) соотвѣтствуетъ 1 значеній

функціи:

я — Ли), (32)

то раціональная функція Е(г)–степени 1 относительно г.

Слѣдствіе 3. Если ли, есть собственно аупоморфная

функція относительно подстановокъ группы О, то всякая

собственно аутоморфная функція Е(и), соотвѣтствующая

той же группѣ О, есть линейная функція отъ Ли).

Дѣйствительно, въ данномъ случаѣ изъ предшествующаго

слѣдствія мы заключаемъ, что функціи Ви) и (и) связаны
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между собою соотношеніемъ вида (36), гдѣ К-раціональная

функція 1-ой степени.

Слѣдствіе 4. Всякая аутоморфная алгебраическаяфунк

ція Е(и) можетъ быть представлена въ видѣ:

— „III”94)

жанія: 1. «

” вы
1IIIIIII

55 ая

есть уже извѣстная намъ аутоморфная функція, соотвѣтствую

щая группѣ О! функціи Еди), а Е есть алгебраическая ра

ціональная дробь.

Дѣйствительно, алгебраической аутоморфной функціи Еlu)

соотвѣтствуетъ, какъ мызнаемъ, группа Оконечнагопорядка.

Группы конечнаго порядка всѣ нами разсмотрѣны въ гла

вахъ П и ГV. Мы видѣли, что каждой группѣ конечнаго

порядка соотвѣтствуетъ своя функція Шварца:

1 I I
--- «П Т. С. С. а 1 19

«-45, 4, 5, 6) въ

и одна обратная ей алгебраическая аутоморфная функція:

Н“ки) „„,

4-55- ст

Функція (27") есть собственно аутоморфная. На основаніи

слѣдствія 1 изъ теоремы 3 мы можемъ сказать, что Еги)

есть раціональная алгебраическая функція 2:

Еди!— В1a) (35)

откуда, наконецъ:

щ. 1, 1909

лю--я); «

Функцію собственно аутоморфную относительно подстано

вокъ группы у;; мы условимся обозначать черезъ

А„(и).



— 73 —

На основаніи только что доказанныхъ слѣдствій 1 и 3

можемъ сказать, что всякая другая функція собственно ауто

морфная относительно подстановокъ группы д., есть линей

ная функція отъ

А„(и),

а всякая несобственно аутоморфная функція есть вообще

нѣкоторая раціональная функція отъ

А„(и).

5 40. Упрощеніе общей задачи объ алгебраическихъ уравне

ніяхъ, разрѣшимыхъ въ гипергеометрическихъ функціяхъ.

Пусть алгебраическое уравненіе:

ф(Е, 4); О (40)

имѣетъ корнями алгебраическія раціональныя или ирраціо

нальныя выразимыя въ радикалахъ функціи независимаго пе

ремѣннаго я и частныхъ интеграловъ гипергеометрическаго

уравненія:

« —443-t-а-а-пле-въ-« ч»

Иными словами, пусть корни уравненія (40) суть функціи вида:

Та Ф(a, у, у,...), (42)

гдѣ Ф есть функція алгебраическая раціональная или ирра

ціональная, выразимая въ радикалахъ.

Въ такомъ случаѣ мы скажемъ, что уравненіе (40) разрѣ

шимо въ литертеометрическихъ функціяхъ.

Главною задачею нашей работы служитъ нахожденіе вида

и свойствъ алгебраическихъ уравненій, разрѣшимыхъ въ ги

пергеометрическихъ функціяхъ.

Мы налагаемъ на функцію Ф условіе, чтобы она была

алгебраическою потому, что иначе мы ввели бы въ рѣшеніе

уравненія (40) помимо гипергеометрическихъ функцій у,,у,...

еще новый элементъ: трансцендентную функцію Ф. Это была
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бы задача болѣеширокая, чѣмъ та, которая составляетъ цѣль

нашей работы *).

Мы говоримъ, что функція Ф–раціональная или ирраціо

нальная выразимая въ радикалахъ, потому что иначе мы не

могли бы опредѣлить видъ этой функціи: ея видъ пришлось

бы опредѣлять снова изъ алгебраическаго уравненія и мы

вернулись бы къ первоначальной задачѣ.

Вотъ почему поставленную выше задачу можно назвать

общей задачей объ алгебраическихъ уравненіяхъ, разрѣшимыхъ

въ литергеометрическихъ функціяхъ.

Приступимъ къ упрощенію этой общей задачи.

Выразимъ всѣ частные интегралы уравненія (41), входящіе

въ формулу (42) въ видѣ линейныхъ функцій двухъ изъ нихъ:

напримѣръ у, и у, и вставимъ въ функцію Ф:

4544, у, у.), (43)

гдѣ ф—функція раціональная или ирраціональная, выразимая

въ радикалахъ.

Положимъ:

44 — и, (44)

и докажемъ слѣдующую теорему:

Те орема 4. Если алгебраическое уравненіе (40) разрѣ

шимо въчастныхъ интегралахъ литертеометрическаго уравненія

(41), то отношеніе всякихъ двухъ линейно независимыхъ част

ныхъ интеграловъ у, у, типертеометрическаго уравненія (41):

9II

315

есть алгебраическая функція перемѣннаго г.

— и (44)

*) Эта болѣе широкая задача и есть та задача, о трансцендентномъ

рѣшеніи алгебраическихъ уравненій, о которой уже было упомянуто

въ предисловіи. Ее я надѣюсь разсмотрѣть въ слѣдующей своей работѣ,

для которой настоящая служитъ только какъ бы введеніемъ.
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Вставимъ выраженіе (43) въ уравненіе (40) и освободимъ

полученное такимъ образомъ равенство отъ радикаловъ и

отъ знаменателей. Въ результатѣ находимъ уравненіе вида:

Х(а, у;, у.)—О, (45)

гдѣ Х есть цѣлая раціональная функція отъ г.,у, у,.

Расположимъ ее по степенямъ г.;

Х„(у, у.)-н-Х, (у, у.)а--Х1у, у.)а?---...–0. (46)

Совершимъ на плоскости перемѣннаго з сомкнутый обходъ

около одной изъ критическихъ точекъ:О, 1, со функцій у;, у.

Послѣ этого обхода перемѣнное г приметъ свое прежнее

значеніе, а функціи у, у, преобразуются линейно:

4.— ду, --5, 1

4.-«-м. 1. "4,а су, -н- ду.

Уравненіе (46) приметъ такой видъ:

Х„(4, 1)-t-Х(4, 1)2-t-Х11, 4, 149-н-...---0, (48)

или, послѣ замѣны величинъ 37,,у, ихъ выраженіями (47):

Х(у, у.)--Х(у, у.)--Х1у, 11)и?--... но. (49)

Уравненіе (49) можетъ оказаться или тождественнымъ съ

уравненіемъ (46), или отличнымъ отъ уравненія (46).

Если бы послѣ двухъ различныхъ обходовъ мы получили

два уравненія вида (49), не тождественныхъ ни междусобою,

ни съ уравненіемъ (46), то мы имѣли бы три не тожде

ственныхъ между собою уравненія съ тремя неизвѣстными:

3, 31, 345

Изъ этихъ уравненій можно было бы найти всѣ три неиз

вѣстныхъ. Въ такомъ случаѣ всѣ три величины: а, у, у,

были бы постоянными, что, конечно, нелѣпо.
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Итакъ,мы въ правѣ предполагать,что уравненіе (49) тож

дественно съ уравненіемъ (46). Коэффиціенты ихъ пропор

ціональны:

Х1у, 11403.19, 15),

Х1у, у.)–СХ1у, у.), 1 (59)

Между функціями Х.(у, у.), Х(у, у.),.... могутъ ока

заться такія, которыя нулевой степени относительно у, у,

т. е. не зависятъ отъ у,у,; но всѣ онѣ не могутъ быть

нулевой степени потому, что иначе уравненіе (46) было бы

справедливо при всякихъ значеніяхъ у, у, а уравненіе (40)

могло бы быть разрѣшено въ радикалахъ безъ посредства

гипергеометрическихъ функцій.

Положимъ, для опредѣленности разсужденій, что функція

Х„(у,,у,) не нулевой степени.

Возьмемъ первое изъ тождествъ (50):

Х0у, у.) — СХу, у;). (51)

Функція Х1у, 11) и Х1у, у.)–цѣлыя относительно и, и,

но онѣ могутъ быть неоднородными.

Въ такомъ случаѣ мы разобьемъ ихъ начасти такъ, чтобы

каждая часть была однородна:

С”?

(52)

Хмъ,и на 40, п.)--40, 41)--. . . .

Ясно, что тождество (51) возможно только при условіи, что

имѣютъ мѣсто тождества:

«-то

* *
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Такъ какъ степень формы Х1(у, у.) выше О, то въ числѣ

однородныхъ формъ:

404-4), 404-40--

найдутся формы, степень которыхъ выше О.

Пусть степень формы 4 (у, у.) отлична отъ О.

Возьмемъ первое изъ тождествъ (53):

44, у.)-405.05, п.). (14)

Положивъ снова: "

9-й, 4)

94

находимъ: .

114); Суди). (55)

Тождество (55) показываетъ, что уравненіе:

4.1и)—О (56)

инваріантно по отношенію къ линейнымъ подстановкамъ

группы О, соотвѣтствующей группѣ тѣхъ бинарныхъ подста

новокъ, которыя испытываютъ частные интегралы у, у, урав

ненія (41) при обходахъ на плоскости перемѣннаго г.

Уравненіе (56) алгебраическое; слѣдовательно порядокъ

группы О! конеченъ.

Отсюда заключаемъ, что функція:

31
29. а ц (44

5--- «

есть алгебраическая функція Шварца, ибо она имѣетъ ко

вечную группу линейныхъ подстановокъ. Она служитъ кор

немъ алгебраическаго уравненія вида:

ною стати-IIлавво-1-1 стр

Теорема доказана.

Величина у, какъ мы знаемъ изъ главы 1, выражается

черезъ и и з такою формулою:
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1

1"”"Гг „Ду.

«У1555" «

9 "V. 53-5-155: «

люша;

гдѣ, р, въ данномъ случаѣ, выражается такъ:

„Е55994:

» —-55---- «

Возникаетъ вопросъ, будетъ ли выраженіе:

1

—-II р., да

1-41

алгебраическою функціею я, или, что то же, будетъ ли у,

алгебраическою функціею г.

Изъ равенства (44) слѣдуетъ, что

41, 444 1V,.

Внеся это выраженіе у, въ формулу (43), находимъ:

Е: да, шу, у.). - (60)

Въ этомъ равенствѣ и есть алгебраическая функція г,

ф есть алгебраическая функція входящихъ въ нееаргументовъ:

4, 44, 415

и все выраженіе, служащее правою частью равенства (60),

равно Калгебраической функціи г.

Отсюда слѣдуетъ, что если у, дѣйствительно входитъ яв

нымъ образомъ въ выраженіе (60), то и она есть алгебраи

ческая функція г.

И такъ возможны только два случая:

1) Функція у, въ равенствѣ (60) явно не входитъ.

2) Функція у, есть алгебраическая функція г.

Въ первомъ случаѣ У есть алгебраическая функція отъ

г и и раціональная или ирраціональная, выразимая въ ради

К8414XIъ:

Кню(а, и). (61)
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Во второмъ случаѣ, вставивъ въ формулу (60) вмѣсто у,

выраженіе (58), мы приведемъ формулу (60) къ тому же

виду (61), гдѣ о есть снова функція алгебраическая раціо

нальная или ирраціональная, выразимая въ радикалахъ.

Уравненіе (40) можно разсматривать, какъ результатъ

преобразованія уравненія (57) подстановкою (61).

Это заключеніе можно формулировать въ видѣ такой тео

ремы.

Те о р ема 4. Всякое алгебраическое уравненіе, разрѣши

мое въ литергеометрическихъ функціяхъ, можетъ быть полу

чено изъ уравненія вида (57) преобразованіемъ перемѣннаго:

Та она, и), (61)

гдѣ о-функція раціональная или ирраціональная выразимая

въ радикалахъ.

1.

Пусть функція о раціональна.

Посмотримъ, какъ составляется въ такомъ случаѣ урав

неніе (40).

Перенесемъ всѣ члены уравненія (61) влѣво;

Е"— «ода, и)—О, (62)

и станемъ совершать въ формулѣ

Т—одг, и) (63)

надъ перемѣннымъ и линейныя преобразованія группы О

уравненія (57), считая У и 2 постоянными параметрами.

Функція (63) можетъ оказаться аутоморфною по отноше

нію къ нѣкоторымъ изъ подстановокъ группы О,

Выпишемъ всѣ различныя значенія функціи (63):

Г—о, (я, и), 17— о, (а, и),... ... Е—о.,(2, и). (64)

Перемноживъ величины (64) и приравнявъ произведеніе

ихъ нулю, мы получимъ уравненіе, которому удовлетворяютъ

значенія Е:

ii–1—1

I У— «ода, и)) —О. (65)

4-О
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Функція, стоящая въ лѣвой части уравненія (65), ауто

морфна относительно подстановокъ группы О. По слѣдствію

4 изъ теоремы 3 ее можно представить въ видѣ раціональ

ной функціи отъ собственно аутоморфной функціи

Н1 (и)

55 сто

и параметровъ Т и 2:

4-1-1. . . . . . . 19

52"т.-«что-жъ?99). «

гдѣ 31–раціональная функція входящихъ въ нее аргумен

ТОВЪ.

Степень функціи 51 относительно Е равна 1.

Изъ уравненія (57) слѣдуетъ:

490-4 т. д.

55-54. «о

Внеся эту величину въ формулу (66) и положивъ:

41545 во 1-хъ, въ

НахОДИмъ:

4-11—1

Р {17—«ода, и.], — {Е, 2). (68)

tal)

Приравнявъ эту функцію нулю, находимъ искомое урав

неніе

4(У, 2) на О. (40)

Оно степени 1 относительно К. Число Г, какъ мы видѣли,

равно числу различныхъ значеній, пріобрѣтаемыхъ функціею

о(2, и) подъ вліяніемъ подстановокъ группы О.

II.

Перейдемъ къ общему случаю: пусть функція о, входящая

въ формулу (61), какая-нибудь ирраціональная функція, вырази

мая въ радикалахъ.

Освободимъ уравненіе (61) отъ радикаловъ. Пусть оно

приметъ видъ:

хотя ин о, (вѣ
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гдѣ Х раціональная функція отъ Е, а, и.

Положимъ:

Нач. Х(Е, 2, и). (70)

Будемъ разсматривать величины Т и 2, какъ постоянные

параметры, и совершимъ надъ перемѣннымъ и въ выраженіи

Х(Е, 2, ш) (71)

всевозможныя подстановки группы О.

Пусть всѣ различныя значенія, пріобрѣтаемыя функціею

(71) подъ вліяніемъ этихъ подстановокъ, таковы:

Х„(Е, а, и1, Х, (1, 2, 4),....Х.(В, 2, 1). (72)

Функція:

i-1—1

471— хлама, а

4—О

по отношенію къ перемѣнному и есть аутоморфная функ

ція, соотвѣтствующая группѣ О!

Повторяя разсужденія, приведенныя при разсмотрѣніи

предыдущаго случая, найдемъ, что функцію (73) можно пред

ставить въ видѣ раціональной функціи аргументовъ.

Н, Е, 2;

i-1-1

РIН—Х11, 2, и))–84(Н, К, 2). (74)

teral) . .

Положивъ въ обѣихъ частяхъ этого равенства

Лно,

и введя обозначеніе:

К(0, У, 2) ч (Т, 2), (75)

находимъ:

4--1—1

(—1)" Р Х1К, я, и).— 411, 2). (76)

1-О

Приравнявъ нулю найденную функцію 1 (Еai, мы получимъ

искомое уравненіе:

401, а) —О, (40)

которому удовлетворяютъ значенія функціи Ж.

т. хуш. вып. 1. 6
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Это уравненіе есть результатъ преобразованія уравненія

(57) ирраціональною подстановкою (61).

Разсматривая сдѣланныя нами вычисленія, мы находимъ,

что преобразованіе уравненія (57) подстановкою (61) можетъ

быть достигнуто слѣдующимъ пріемомъ.

1) Освободивъ уравненіе

Та она, и (61),

отъ радикаловъ, находимъ уравненіе:

Х(Е, 2, и) - О. (69)

2) Преобразуемъуравненіе (67) раціональною подстановкою:

Н—ХГ, 2, и), (70)

гдѣ Н есть новое перемѣнное, а Ги г–-параметры.

Въ результатѣ этого раціональнаго преобразованія нахо

димъ уравненіе:

584Н. Т, 2)ч О.

3) Положивъ въ этомъ уравненіи

Н- О,

находимъ уравненіе

К(0, У, 2); О,

или, введя обозначеніе (75)

411, 2)„ О. (40)

Уравненіе (40) и есть искомое.

Такимъ образомъ нахожденіе уравненія (40) во всякомъ

случаѣ приводится къ раціональному преобразованію урав

ненія (57).

Простѣйшій случай ирраціональнаго преобразованія та

150НЪ:

х- Кай-Л." (77)

гдѣ 6–раціональная функція величинъ я и и.
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Въ этомъ случаѣ указанный выше пріемъ можетъ быть

упрощенъ.

Положивъ:

На У"—ба, и), (78)

мы преобразуемъ уравненіе (67) раціональною подстановкою:

Нач. 612, и). (79)

Найдя результатъ этого преобразованія:

4, (Н, 5);— О, (80)

и замѣнивъ Н величиною Е", находимъ уравненіе:

ф. (Л?”, 2) ч О, (81)

или, что то же, искомое уравненіе:

[Е, 4); О. (40)

Уравненія, разсмотрѣнныя нами въ главахъ П иУПполуча

ются изъ уравненія (57) преобразованіемъ вида:

—4144

„V! —294941, 7

лю на 359

Это–преобразованіе вида (77).

Изъ сказаннаго выше слѣдуетъ, что наибольшую важность

представляетъ раціональное преобразованіе уравненія (57)

Поэтому въ дальнѣйшихъ нашихъ изслѣдованіяхъ мы будемъ

говорить исключительно о раціональныхъ преобразованіяхъ

уравненія (57).

Итакъ, пусть о есть раціональная функція в и ш.

Мы сказали, что функція:

о[2, 4)

подъ вліяніемъ подстановокъ группы О порядка М" пріобрѣ

таетъ 1 различныхъ значеній.

54
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Найдемъ совокупность подстановокъ группы О, не мѣняю

щихъ функцію «Да, и). Эти подстановки образуютъ нѣкото

рую группу у порядка п, входящую въ О.Отношеніе поряд

ковъ этихъ группъ равно числу В

IV

Т- 44 1.

74

(Можетъ случиться, что группа у есть группа единица. Это

будетъ тогда, когда всѣ подстановки группы О мѣняютъ

функцію оде, и). Въ такомъ случаѣ 1— М).

Составимъ собственно аутоморфную функцію:

54— Али), - 182)

соотвѣтствующую группѣ у. "

Изъ теоремы 3 слѣдуетъ, что она, и.] есть раціональная

функція отъ С и параметра 2:

Та ода, и) — у(У, 2). (83)

Такъ какъ функціи:

Н1 (и) с Т94ги)

5949 " "?11

тоже аутоморфны относительно подстановокъ группы у,

то ихъ также можно представить въ видѣ раціональныхъ

функцій величины С

429.198

тург-гру

(84)

с"Т"ч(и).IЕII”)

друг-труд

гдѣ Е0), Е(С), ЕО) суть цѣлыя раціональныя алгебраиче

скія функціи С.

Внеся эти выраженія въ уравненіе (57), находимъ:

кого го-I ва. 4ва-1 л. ва

Такъ какъ функціи, стоящія въ лѣвойчасти равенствъ (84)

суть собственно аутоморфныя функціи, соотвѣтствующія груп
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пѣ О, то по слѣдствію 2 теоремы 3 мы можемъ сказать, что

какъ вторыя части равенствъ (84), такъ и уравненіе (85)—

степени

относительно С.

Возьмемъ уравненія:

яго; его «тоь- 1 ва. 4ва-141, въ

5— АДи), (82

кало;ко-I ва-1ва-1 1, въ

Еще у С., 2), (83)

4119, а)— О. (40)

Эти уравненія мы можемъ разсматривать съ такой точки

зрѣнія:

1) Уравненіе (57), степени М. относительно неизвѣстнаго

и, преобразовано раціональною подстановкою (82). Въ резуль

татѣ получилось уравненіе (85), степень котораго относи

тельно новаго неизвѣстнаго С равна

а относительно независимаго перемѣннаго 2 такая же, какъ

и степень уравненія (57).

2) Уравненіе (85) преобразовано раціональною подстанов

кою (83).

Въ результатѣ получилось окончательное уравненіе (40),

степень котораго относительно новаго неизвѣстнаго Утакова

же, какъ и степень уравненія (85): оно степени 1 относи

тельно Е, какъ мы видѣли выше. Степень уравненія (40)

относительно а вообще говоря, иная, чѣмъ степень уравне

нія (85): она могла какъ понизиться, такъ и повыситься.
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Итакъ, мы разбили разсматриваемое преобразованіе на

двѣ стадіи.

Первое преобразованіе имѣетъ цѣлью понизить степень

уравненія (57) относительно неизвѣстнаго, не измѣняя сте

пени его относительно г. Числотакихъ преобразованій строго

опредѣленное; каждое преобразованіе (82) соотвѣтствуетъ

одной изъ числа группъ, входящихъ въ группу О.

Второе преобразованіе (83) оставляетъ степень уравненія

относительно неизвѣстнаго безъ перемѣны, а степень его

относительно я, вообще говоря, мѣняетъ. Такихъ преобра

зованій существуетъ безконечное множество: всякая раціо

нальная функція, за исключеніемъ весьма ограниченнаго числа

функцій, пригодна для этой цѣли.

Ясно, что это второе преобразованіе играетъ второстепен

нуюроль: имъ мыможемъ воспользоваться илидля того, чтобы

упростить уравненіе (85) по внѣшнему виду, или для того,

чтобы привести данное алгебраическое уравненіе (40) къурав

ненію (85), корни котораго выражаются помощью формулы (82)

черезъ величину и.

Только что полученными нами разультатами опредѣляется

планъ нашихъ дальнѣйшихъ изслѣдованій; въ слѣдующей Х

главѣ мы разсмотримъ для каждаго изъ четырехъ типовъ, всѣ

виды подстановки (82), способной понизить степень уравненія

(57), найдемъ видъ и свойства полученныхъ такимъ образомъ

выводныхъ уравненій или резольвентъ, какъ мы ихъбудемъ

называть, а также и нѣкоторыя упрощенія, которыя въ нихъ

можно сдѣлать преобразованіемъ (83”). Въ главѣ ХIмы раз

смотримъ, какъ привести нѣкоторыя наиболѣе интересныя

уравненія извѣстныхъ и напередъ заданныхъ типовъ къ виду

(85) при помощи подстановокъ вида (83), и какъ затѣмъ

выразить ихъ корни въ функціи величины и.
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Резольвенты уравненій, имѣющихъ группу линейныхъ подста

НОВОКЪ,

5 41. Свойства резольвентъ уравненій, имѣющихъ группу ли

нейныхъ подстановокъ.

Въ главѣ ГХ мы привели рѣшеніе нашей основной задачи

къ нахожденію всевозможныхъ преобразованій вида:

Он Ади, {1)

понижающихъ степень уравненія:

ную: «т», «го-I назва-1- 1, съ

и къ составленію резольвентъ уравненія (2), получаемыхъ

преобразованіемъ его посредствомъ подстановокъ вида (1).

Для упрощенія формулъ мы можемъ ввести въ уравненіе

(2) новое независимое перемѣнное, обозначивъ функцію

1

5 що одною этою

Мы будемъ предполагать это упрощеніе уже выполненнымъ

«т»«т»ат ѣ пот

г, какъ это мы дѣлали неоднократно выше.

Уравненіе (2) будетъ таково:

194):«Т" (и); суди н я 2 2—1 : 1. (8)

Итакъ, ближайшая наша задача состоитъ въ слѣдующемъ:
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1) Зная группу О уравненія (3), мы должны найти всѣ

группы у;, входящія въ О. Мы будемъ ихъ называть подгруп

пами (Lintergruрреn) по отношенію къ О.

2) Для каждой подгруппы у мыдолжны составить соотвѣт

ствующую ей аутоморфную функцію:

54— А„(а). (1)

3) Зная функцію (1),мы должны преобразовать уравненіе

(3) подстановкою (1), при чемъ, какъ намъ извѣстно, полу

чится уравненіе вида:

Е. (С): Е14): ЕТ0— я: я—1:1. (4)

Сказанные вопросы мы должны рѣшить для каждаго изъ

четырехъ типовъ уравненія (3).

Прежде чѣмъ приступить къ выполненію намѣченнаго

плана, займемся раскрытіемъ нѣкоторыхъ свойствъ резоль

вентъ вида (4).

Пусть группа О уравненія (3)–порядка М, пусть въ группу

О входитъ подгруппа у порядка п, а въ ду пусть входитъ

подгруппа д’ порядка т.

Положимъ:

--- Л, --Т. (5)

Собственно аутоморфнаяфункція, соотвѣтствующая группѣ

ф, такова:

54— АДи. (1)

Собственно аутоморфную функцію, соотвѣтствующую группѣ

g” мы обозначимъ такъ:

Сн-Али). (6)

Такъ какъ функція Е тоже аутоморфна относительно под

становокъ группы у;, то С есть раціональная функція С сте

74

пени "за Т:
7)
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Сан- III”). (7)

Преобразуя уравненіе (3) подстановкою (1), находимъ

уравненіе степени 1 относительно С

ЕО t Е. О):Но на са—1 : 1. (4)

Преобразуя уравненіе (3) подстановкою (6), находимъ урав

неніе степени 17 относительно С

Е""): Е11С1): Р"(2) на з; г.— 1 : 1. (8)

Изъ уравненій (4), (8), (7) слѣдуетъ, что:

Есту: Е110У:Р (3).- ЕIIII91;Е11С1):Р(402). (9)

Иными словами, уравненіе (8) можетъ быть получено изъ

уравненія (4), если мы въ уравненіи (4) вмѣсто С. вставимъ

раціональную функцію 40”) степени 17 относительно Т?, при

чемъ, понятно, степень его относительно неизвѣстнаго по

вышается въ Т разъ.

Интересъ представляетъ только уравненіе (4), ибо, внося

въ него вмѣсто С. различныя функціи новаго неизвѣстнаго С.,

мы можемъ получить сколько угодно уравненій вида (9).

Отсюда слѣдуетъ, что составляярезольвенты уравненія (3),

мы можемъ ограничиться разсмотрѣніемъ тѣхъ изъ нихъ,

которыя соотвѣтствуютъ наиболѣе широкимъ подгруппамъ

группы О уравненія (3).

Посмотримъ, какова группа Галуа для уравненія (4).

Слѣдуя обозначеніямъ главы ГХ, мы положимъ, что под

становки подгруппы у таковы:

5441, 5, 3, . . . 5.-„- (10)

Подстановки группы О могутъ быть расположены въ та

блицѣ:

59991, 4, 55--- 4-11

8555554, 85; 845 . . . 5-4944

---------------------------------- У (14)

591—494—4, 591—4, 491—49--- 54—44-14
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гдѣ

5, 15, . . . 23-4 (12)

суть различныя между собою и извѣстнымъ образомъ выбран

ныя подстановки группы О, не входящія въ группу у.

Подъ вліяніемъ подстановокъ: "

541, 4, я.... за-. (13)

функція

5-- А, (и) (1)

пріобрѣтаетъ 1 различныхъ между собою значеній:

5, 4, 5--- 5-- (14)

Эти 1 значеній суть какъ разъ всѣ тѣ значенія, которыя

функція (1) пріобрѣтаетъ подъ вліяніемъ подстановокъ груп

пы О. Это суть 1 корней уравненія (4). Каждой линейной

подстановкѣ 8 группы О соотвѣтствуетъ нѣкоторая пере

становка, совершаемая надъ 1 корнями (14) уравненія (4).

Мы будемъ называть эти перестановки, совершаемыя надъ

1 корнями (14) уравненія (3), субституціями въ отличіе отъ

линейныхъ подстановокъ группъ О. и у.

Найдемъ М" субституцій надъ количествами (14), соотвѣт

ствующихъ М линейнымъ подстановкамъ группы О. Обозна

чимъ эту совокупность субституцій буквою Г

Докажемъ слѣдующую теорему:

Те орема 1. Совокупность субституцій Г есть группа

Галуа для уравненія (4).

Субституціи группы Г суть всевозможныя субституціи,

испытываемыя величинами (14) при обходахъ на плоскости

перемѣннаго г. Отсюда слѣдуетъ,что онѣ образуютъ группу.

Всякая функція величинъ (14), инваріантная относительно

субституцій группы Г, будучи выражена черезъ и, есть

функція аутоморфная относительно подстановокъ группы О

и поэтому выражается раціонально черезъ г. На оборотъ:

всякая раціонально извѣстная функція величинъ, (14) есть

раціональная функція г; будучи выражена черезъ и, она
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инваріантна относительно подстановокъ группы О. Поэтому

всякая раціонально извѣстная функція величинъ (14) инва

ріантна относительно субституцій группы Г. Сказанныя два

свойства группы Г суть характерные признаки того, что

группа Г есть группа Галуа для уравненія (4).

Условимся въ слѣдующей терминологіи:

1) Если каждая изъ подстановокъ группы у;, будучи пре

образована каждою изъ подстановокъ группы О, даетъ въ

результатѣ подстановку группы у;, то мы назовемъ по обще

принятому группу у особою частью группы О.

2) Если нѣкоторыя изъ подстановокъ группы у;, будучи пре

образованы каждою изъ подстановокъ группы О, даютъ въ

результатѣ подстановку группы у;, то мы назовемъ у полу

особою частью группы О.

3) Если ни одна изъ подстановокъ группы у не обладаетъ

сказаннымъ свойствомъ, то мы назовемъ у неособою частью

группы О. "

Те орема 2. Если подгруппа д есть неособаячасть группы

О, то труппаГ соотвѣтствующей ей резольвенты–такого же

порядка М, какъ и труппа О.

Пусть у есть неособая часть группы О. Мы видѣли, что

каждой подстановкѣ группы О соотвѣтствуетъ своя субсти

туція группы Г. Посмотримъ, не можетъ ли нѣсколькимъ

различнымъ подстановкамъ группы О соотвѣтствовать одна

и та же субституція группы Г.

Допустимъ, что двумъ различнымъ подстановкамъ 8 и 8”

группы Осоотвѣтствуетъ одна ита же субституція группы Г.

Въ такомъ случаѣ подстановкѣ

—Я Ст

8-93,

отличной отъ 1, соотвѣтствуетъ субституція 1.

Подстановка Sг"8" есть одна изъ подстановокъ группы О,

слѣдовательно она приводится къ виду:

5, 7,

Будемъ различать два случая:

1) Индексъ 1 отличенъ отъ О,
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2) Индексъ 1 равенъ О.

Г. Пусть индексъ 1 отличенъ отъ О.

Возьмемъ корень:

4. — АДи) (1)

уравненія (4).

Совершимъ надъ нимъ подстановку:

5 55.

Послѣ подстановки функція Г, переходитъ въ С., при чемъ:

54—414, 440). (15)

Такъ какъ функція АДи) не мѣняется отъ подстановки з, то:

54—414 (01—5. (16)

Итакъ, субституція, соотвѣтствующая подстановкѣ

s-t s: — да,

мѣняетъ корень 5 на отличный отъ него корень 5,

Это противорѣчитъ сдѣланному ранѣе заключенію, что

субституція, соотвѣтствующая подстановкѣ В7—18", есть 1.

П. Пусть индексъ 1 равенъ О;

8—184-5.

Эта подстановка не мѣняетъ корня:

5.— Али). (1)

Возьмемъ какой нибудь изъ остальныхъ корней уравненія

(4), напр.

54—414 (и). (17)

Послѣ подстановки 8 —18"ная, этотъ корень перейдетъ въ 25,

при чемъ:

544Давай!. (18)

Эта величина только въ томъ случаѣ равна С. при произволь

номъ и, если имѣетъ мѣсто символическое равенство вида:
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да з5 д. Т"— s, (19)

гдѣ 1 имѣетъ одно изъ значеній: О, 1, 2,... п—1.

Если субституція, соотвѣтствующая подстановкѣ

8—1845,

есть 1, то она не мѣняетъ ни одного изъ корней (14) урав

ненія (4).

Въ такомъ случаѣ символическое равенство (19) справед

ливо при всѣхъ значеніяхъ К. отъ К—О до Ка п— 1. Если

такъ, то подстановка 5, группы д., будучи преобразована

всѣми подстановками группы О, даетъ въ результатѣ под

становки той же группы у;; Группа у есть особая или полу

особая часть группы О.

Это заключеніе противорѣчитъ условію теоремы.

Итакъ, дѣйствительно, каждой подстановкѣ группы О со

отвѣтствуетъ и притомъ единственная субституція группыГ

Порядки обѣихъ группъ одинаковы.

Теор ема 3. Если группа у неособая часть группы О,

то группы О1 и Гизоморфны между собою.

Это–ближайшее слѣдствіе изъ предшествующей теоремы:

если двѣ группы О и Г одинаковаго порядка и каждой под

становкѣ группы О соотвѣтствуетъ единственная субституція

группы Г, то онѣ немогутъ небыть изоморфны междусобою.

Если измѣрять сложность уравненія порядкомъ его группы,

то мы можемъ сказать, что всѣ резольвенты (4) уравненія

(3), соотвѣтствующія неособой части группы О, такъ же

сложны, какъ и уравненіе (3). Онѣ проще только по виду:

степень ихъ ниже степени М. уравненія (3).

Уравненіе (3) есть резольвента Галуа какъ для самого

себя, такъ и для всѣхъ уравненій вида (4).

Значеніе уравненій (4) для алгебры заключается въ томъ,

что мы можемъ данное намъ уравненіе, удовлетворяющее

извѣстнымъ условіямъ (напр. всякое уравненіе 5-ой степени,

какъ будетъ видно ниже), преобразовать въ одно изъ урав

неній вида (4); а за тѣмъ рѣшить уравненіе (4), пользуясь
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тѣмъ, что корни его выражаются раціонально помощью

формулы:

34— Али) (1)

черезъ корни уравненія (3), разрѣшимаго въ гипергеоме

трическихъ функціяхъ.

Если мы припомнимъ, что корни уравненія (3) суть функ

ціи Шварца

1 I I

«--45, 4, 5, 6), а5 4- 495

то замѣтимъ, что корни уравненія (4) выражаются такою

формулою:

1 1 1

--41 (5, 4, 5, 6), а

Итакъ, корни уравненія (4) представляются въ видѣ функ

ціи отъ функціи перемѣннаго г, при чемъ эта вторая, вну

тренняя функція есть многозначная функція Шварца, соотвѣт

ствующая группѣ О, а наружная функція есть функція

аутоморфная, обратная функціи Шварца, соотвѣтствующей

подгруппѣ у группы О ").

Теорема 4. Если подгруппау есть неособая часть группы

О, то труппа субституцій Г можетъ быть составлена изъ

двухъ основныхъ субституцій т и т., соотвѣтствующихъ

основнымъ подстановкамъ Б и 8” группы О.

") Весьма интересно то обстоятельство, что одну и ту же алгебраи

ческую функцію 3 можно выражать различно, комбинируя различныя

пары функцій, обладающихъ сказанными свойствами. Въ формулѣ (21)

обѣ функціи суть алгебраическія по самому условію рѣшаемой нами

задачи, но можно подобрать пару трансцендентныхъ функцій, комби

нація которыхъ выражаетъ ту же самую алгебраическую функцію. Та

ково рѣшеніе уравненія 5-ой степени, предложенное Эрмитомъ.

Я некасаюсь этого интереснаго вопроса,чтобы невыдтиза предѣлы,

указываемыя заглавіемъ моей работы. Объэтой задачѣ о трансцендент

номъ рѣшеніи уравненій я упоминалъ уже во введеніи и въ главѣ 1Х.
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Эта теорема есть слѣдствіе предшествующихъ: если группа

Г изоморфна группѣ О, то основныя субституціи группы Г

должны соотвѣтствовать основнымъ подстановкамъ 8 и 57

группы О.

Те орема 5. Если порядки группѣ О! и Г одинаковы, то

подгруппа у есть неособая часть группы О.

Эта теорема есть слѣдствіе, вытекающее изъ тѣхъ разсуж

деній, которыя мы приводили при доказательствѣтеоремы 2:

если бы подгруппа у была особою или полуособою частью

группы О, то нашлись бы такія различныя подстановки группы

О, которымъ соотвѣтствуетъ одна и тажесубституція группы

Г. Порядокъ группы Г былъ бы ниже порядка группы О.

Въ нашихъ дальнѣйшихъ изслѣдованіяхъ наибольшій инте

ресъ будутъ представлять неособыя части группъ. Особыя

части группъ: тетраэдрической и октаэдрической приводятъ

къ рѣшенію уравненій: тетраэдрическаго и октаэдрическаго

въ радикалахъ.

Эти рѣшенія были нами уже разсмотрѣны въ главѣ VП

и больше о нихъ говорить мы не будемъ.

5 42. Подгруппы конечныхъ порядковъ.

Разсмотримъ другъ за другомъ всѣ конечныя группы ли

нейныхъ подстановокъ и найдемъ, каковы входящія въ нихъ

подгруппы.

Г.

Группа двупир амидная п о рядка 2 т.

Подстановки двупирамидной группы соотвѣтствуютъ пово

ротамъ сферы двоякаго рода:

25

1) поютъ на ты, пане отло отъ «лица»

щей двѣ противоположныя вершины двупирамиды. Подста

1ч.

нота б соотвѣтствующая повороту на полъ зъ есть одна

изъ двухъ основныхъ подстановокъ группы.

2) Поворотамъ на углы, кратные т около осей, лежащихъ

въ плоскости основанія обѣихъ пирамидъ, составляющихъ
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двупирамиду. Подстановка 5, соотвѣтствующая одному изъ

этихъ поворотовъ на уголъ те, есть вторая основная подста

новка группы.

Ясно, что повороты группъ: тетраэдрической, октаэдриче

ской и икосаэдрической мѣняютъ положеніе двупирамиды.

Въ двупирамидную группу могутъ входить только под

группы слѣдующихъ типовъ:

1) Подгруппы циклическаго типа порядка т,;

(8). 1, 8), 89...189-91, 44)

гдѣ 1 есть дѣлитель числа т, а т, есть дѣлитель, ему до

полнительный:

lm, а т. (23)

2) Подгруппы циклическаго типа порядка 2:

(895). 1, 895, 9) (24)

гдѣ К-какое угодно цѣлое число.

3) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 2ти, соста

вленныя изъ основныхъ подстановокъ.

89, 895, (25)

гдѣ 1 есть дѣлитель числа т, число т, есть дѣлитель ему

дополнительный:

lm, —т,

а Е какое-либо цѣлое число.

Другихъ подгруппъ двупирамидная группа порядка 2т. въ

себѣ не содержитъ.

Первая и вторая изъ перечисленныхъ подгруппъ входятъ

въ третью.

1

") Подстановка 3"?–втораго порядка. она соотвѣтствуетъ повороту

сферы на уголъ я около одной изъ осей, лежащихъ въ плоскости осно

ванія двупирамидки.
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Такъ какъ мы въ правѣ ограничиться разсмотрѣніемъ

наиболѣе широкихъ подгруппъ, то мы будемъ строить только

резольвенту порядка;

соотвѣтствующую третьей изъ перечисленныхъ подгруппъ

двупирамидной группы. При этомъ мы примемъ число та,

равнымъ наибольшему изъ дѣлителей числа тѣ, отличному

ОТЪ Самого числа 175,

(Если число т-простое, то наибольшій его дѣлитель, от

личный отъ т, есть 1, число 1 равно т, подстановка 8?

равна 1. Въ этомъ случаѣ подгруппа двупирамиднаго типа

порядка 2т, замѣняется циклической порядка 2).

II

Группа тетраэдрич еская.

Въ тетравдрическую группу входятъ подстановки, соотвѣт

ствующія поворотамъ двоякаго рода:

24

1) поворотъ на пять пане, около осей, соеди

няющихъ вершины тетраэдра съ центрами противополож

ныхъ граней. Одна изъ этихъ подстановокъ есть основная

подстановка 8 тетраэдрической группы.

2) Поворотамъ на углы, кратные т; около осей, соединяю

щихъ средины противоположныхъ реберъ тетраздра. Одна

изъ этихъ подстановокъ 5" есть вторая основная подстановка

тетраэдрической группы.

Ясно, что группы: октаэдрическая и икосаэдрическая не

могутъ входить въ тетраэдрическую. Изъ группъ двупира

миднаго типа можетъ быть вопросъ только о двупирамид

ныхъ группахъ 4-го и 6-го порядковъ.

Группа 4-го порядка, т. е. четверичная дѣйствительно,

какъ мы знаемъ, входитъ въ тетраздрическую. Группа 6-го

порядка въ тетраэдрическую не входитъ, потому что пово

роты на уголъ т около осей, лежащихъ въ плоскости осно

Т. хуП. Вып. 1. 7
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ванія двупирамиды, приводятъ тетраздръ въ положеніе, со

отвѣтствующее тетраэдру, ему дополнительному.

Итакъ, мы въ правѣ сказать, что въ тетравдрическую

группу входятъ только слѣдующія подгруппы:

1) Подгруппа циклическаго типа порядка 3:

891- 1, 8, 89. (26)

2) Подгруппа циклическая порядка 2:

59-1, 5 (27)

3) Подгруппа четверичная.

Послѣдняя изъ перечисленныхъ подгруппъ есть особая

часть тетраздрической группы. Она приводитъ къ рѣшенію

тетраэдрическаго уравненія въ радикалахъ, которое было

уже разсмотрѣно въ главѣ VП.

Подгруппа 2-го порядка входитъ въ четверичную. Слѣдо

вательно мы можемъ ограничиться разсмотрѣніемъ резоль

венты порядка;

12

4544,

соотвѣтствующей подгруппѣ 3-го порядка.

III

Группа октаэдрическ ая.

Подстановки октаэдрической группы соотвѣтствуютъ по

воротамъ троякаго рода:

ту

1) поворотомъ на ты выше 5 около осей, соединяю

щихъ противоположныя вершины октаздра. Одна изъ этихъ

ту

подстановокъ 5, соотвѣтствующія повороту на полъ, есть

основная подстановка группы.

24

а потомъ на ты, пане 11, около осей, сочи

няющихъ центры противоположныхъ граней октаздра. Одна
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изъ этихъ подстановокъ 3", соотвѣтствующая повороту на

24: 1. "

5, можетъ быть принять за вторую основную почетвому

группы.

3) Поворотамъ на углы, кратные т; около осей, соединяю

щихъ средины противоположныхъ реберъ октаэдра. Одна

изъ этихъ подстановокъ 57 можетъ быть принята за вторую

основную подстановку группы вмѣстоуказанной выше под

становки 8”.

Ясно, что икосаэдрическая группа въ октаздрическую

войти не можетъ.

Группы всѣхъ остальныхъ типовъ входятъ въ октаздри

ческую.

Итакъ, въ октаздрическую группу входятъ слѣдующія

подгруппы:

1) Подгруппы циклическаго типа порядка 4:

89— 1, 8, 89, 89. (28)

2) Подгруппы циклическаго типа порядка 3:

8"— 1, 8, 89. (29)

3) Подгруппы циклическаго типа порядка 2:

57—1, 5. (30)

4) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 8 составлен

ныя изъ основныхъподстановокъ 8 и О, гдѣ С"есть подста

новка 2-го порядка, выбранная такъ, чтобы повороты,

соотвѣтствующіе подстановкамъ В и С., а также S” и О"со

вершались около взаимно перпендикулярныхъ осей.

5) Подгруппа двупирамиднаго типа порядка 6, составлен

ная изъ основныхъ подстановокъ 37 и С.

6) Подгруппа двупирамиднаго типа порядка 4, т. е. чет

веричная, составленная изъ основныхъ подстановокъ 3" и С.

7) Подгруппа тетраэдрическаго типа.

Кромѣ того входятъ подгруппы, входящія въ подгруппы

перечисленныхъ типовъ.

нуж
4
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Для насъ представляютъ интересъ резольвенты, соотвѣт

ствующія лишь нѣкоторымъ изъ подгруппъ октавдрической

группы. Разсмотримъ, какія именно.

Подгруппа тетраэдрическаго типа есть особая часть окта

эдрической группы. Она ведетъ къ разрѣшенію октаэдриче

скаго уравненія въ радикалахъ, о чемъ мы говорили уже

въ главѣ VП.

Четверичная подгруппа входитъ въ тетраэдрическую.

Подгруппы циклическаго типа порядковъ 4, 3, 2тоже вхо

дятъ въ другія подгруппы октаэдрической группы. Резоль

венты, соотвѣтствующія этимъ подгруппамъ интереса не

представляютъ.

Остаются подгруппы двухъ типовъ:

1) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 8.

2) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 6.

Этимъ двумъ подгруппамъ соотвѣтствуютъ резольвенты

степеней:

д-39--за-39-я.
5 г. гтгат в

Только объ этихъ двухъ резольвентахъ мы и будемъ го

ворить.

III

Грушпа и ко саэдр ич еска я.

Подстановки икосаэдрической группы соотвѣтствуютъ по

воротамъ троякаго рода:

24

по поворотамъ на угли, полные де около осей, соединяю

щихъ противоположныя вершины икосаэдра. Одна изъэтихъ

24

постоютъ 5 «отвѣтствующая потопоп на томъ 25,

можетъ быть принята за основную подстановку группы.

даже
4 щ,,

а потомъ на ты чте-I около осей, соединяю

щихъ центры противоположныхъ граней икосаэдра. Одна изъ
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этихъ подстановокъ 37, соотвѣтствующая повороту на уголъ

24

5-, можетъ быть принять за основную постановку по

саэдрической группы вмѣсто подстановки В, указанной выше.

3) Поворотамъ на углы, кратные та, около осей, соеди

няющихъ средины противоположныхъ реберъ икосаэдра.

Одна изъ этихъ подстановокъ 5" можетъ быть принята за

вторую основную подстановну икосаэдрической группы.

Мы знаемъ, что октаэдрическая группа въ икосаэдрическую

не входитъ. "

Группы всѣхъ остальныхъ типовъ въ нее входитъ могутъ.

Итакъ, въ икосаэдрическую группу входятъ слѣдующія

подгруппы:

1) Подгруппы циклическаго типа порядка 5:

89. 1, 8, 39, 84, 89. (31)

2) Подгруппы циклическаго типа порядка 3:

89. 1, 87, 879. (32)

3) Подгруппы циклическаго типа порядка 2:

3794 1, 5. (33)

4) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 10, составлен

ныя изъ основныхъ подстановокъ В и С., гдѣ С" есть под

становка 2-го порядка, выбранная такъ, чтобы повороты,

соотвѣтствующіе подстановкамъ 8 и О., а также S” и О"со

вершались около двухъ взаимно перпендикулярныхъ осей.

5) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 6, составлен

ныя изъ основныхъ подстановокъ 57 и С.

6) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 4, т. е. чет

веричныя.

7) Подгруппы тетраэдрическаго типа.

Для насъ представляютъ интересъ резольвенты, соотвѣт

ствующія только нѣкоторымъ изъ этихъ подгруппъ.

Разсмотримъ, какія это подгруппы,
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Подгруппы: четверичныя и циклическія порядковъ 5, 3, 2

входятъ въ другія изъ числа перечисленныхъ подгруппъ и

потому интереса не представляютъ.

Остаются подгруппы:

1) Двупирамиднаго типа порядка 10.

2) Двупирамиднаго типа порядка 6.

3) Тетраздрическаго типа.

Резольвента, соотвѣтствующая второй изъэтихъ подгруппъ,

какъ мы сейчасъ увидимъ, можетъ быть получена изъ резоль

венты, соотвѣтствующей подгруппѣ тетраэдрическаго типа и

поэтому самостоятельнаго интереса не представляетъ.

Въ самомъ дѣлѣ, пусть:

НЧи): сIТ94ги): су"(и) н я 2 2—1 : 1 (3)

есть уравненіе икосаэдрическаго типа.

Обозначимъ собственно аутоморфныя функціи, соотвѣт

ствующія подгруппамъ: тетраэдрической, двупирамидной 6-го

порядка и циклической 3-го порядка буквами:

у у

5, 4, 5

Пусть резольвента уравненія (3), соотвѣтствующая тетра

эдрической подгруппѣ, такова:

ЕО. ЕО;Е10);— г:з—1 : 1. (4)

Циклическая подгруппа 3-го порядка входитъ какъ, въ

тетраэдрическую подгруппу, такъ и въ двупирамидную под

че

группу 6-го порядка. Слѣдовательно, обѣ функціи: С и О,

суть раціональныя функціи величины Е,;

С— 4, (1), . (34)

5.— 4, (1), - (35)

гдѣ 4, и 4, суть раціональныя функціи степеней соотвѣт

ствтнно равныхъ 4 и 2.

Обозначимъ функцію, обратную 4, черезъ 4, г":это ирра

ціональная функція, содержащая въ себѣ одинъ квадратный

радикалъ;
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Изъ уравненія (35) имѣемъ:

5, 44, —Ч(С.), (36)

а изъ уравненій (34) и (36):

Сач- III, г"О.)], (37)

IIДIII”

Са об.), (38)

гдѣ «о есть ирраціональная функція, содержащая въ себѣ

одинъ квадратный радикалъ.

Вставивъ выраженіе (38) въ уравненіе (4), находимъ:

ЕДо[3.)]: ЕДо[3.)]: ЕгоС.)]–а: я—1 : 1. (39)

Такова резольвента степени:

60

5— 1о,

соотвѣтствующая подгруппѣ двупирамиднаго типа 6-го по

рядка. Она получается изъ резольвенты (4) подстановкою

вмѣсто С. ирраціональнаго выраженія (38), содержащаго въ

себѣ одинъ квадратный радикалъ.

Итакъ, изучая резольвенты икосаэдрическаго уравненія,

мы въ правѣ ограничиться разсмотрѣніемъ тѣхъ изъ нихъ, ко

торыя соотвѣтствютъ:

1) подгруппѣ тетраэдрическаго типа,

2) подгруппѣ двупирамиднаго типа 10-го порядка.

Этимъ подгруппамъ соотвѣтствуютъ резольвенты степеней:

59.—„ . . 60.

. — 1545, 4— 541

6.

5 43. Резольвенты уравненія двупирамиднаго типа.

Возьмемъ нормальное уравненіе двупирамиднаго типа:

1995.1V, 9 (599.1V,2

(99); 24) кн. 1-14. «

Группа О этого уравненія состоитъ изъ двухъ основныхъ

подстановокъ:
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21х1

за-I94, вы-I ш

Мы видѣли, что интересъ представляетъ только одна ре

зольвента этого уравненія: резольвента, соотвѣтствующая

подгруппѣ ф двупирамиднаго типа порядка 2тѣ, гдѣ тѣ, есть

наибольшій изъ дѣлителей числа т, отличныхъ отъ самого

числа т. Положивъ:

мы представимъ основныя подстановки подгруппы у въ та

комъ видѣ:

2ur

выбы по-I «а

Функція собственно аутоморфная относительно подстано

вокъ подгруппы у такова:

(43)

Для составленія резольвенты, которойудовлетворяетъ функ

ція Г, мы представимъ уравненіе (40) въ такомъ видѣ:

{(и")!--(и-")!--2): 1 (и")!--(и-”)!—2);4-я:в-1 : 1. (44)

Изъ уравненія (43) находимъ:

«Р.--и-"49,

(и"99--4ч-")9-59-2,

(и")?--(иг") час-32, 1? (46)

(т")94-(и-"49-59-459---2.

Каково бы ни было число 1, продолжая составленіе фор

мулъ (45), мы найдемъ выраженіе функціи:
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(491-4-99

черезъ величину С. Это будетъ цѣлый многочленъ степени 1

относительно С. Вставивъ полученное выраженіе функціи

(")“--(иг")! въ уравненіе (44), мы найдемъ искомую ре

зольвенту, корнемъ которой служитъ величина С.

Разсмотримъ подробно случай, когда та 3. Наибольшій

дѣлитель числа 3, отличный отъ самого числа 3, есть 1. Прео

бразуемъ уравненіе:

9. 1V,9 Ла-I.„1V, 4

(999919949- ч «

подстановкою:

2----3: «а

Въ результатѣ находимъ кубичное уравненіе:

(29—35-1-2):(”–30—2):444 г: я—1:1. (48)

Положивъ:

Сч. 11, (49)

гдѣ h-произвольное постоянное число, находимъ:

(19Р9-3412--2): (41Р9—341—2):4-я: я—1 : 1. (50)

Посмотримъ, какова группа уравненія (48).

Функція:

5--«--4 и
14

подъ вліяніемъ подстановокъ группы уравненія (46) должна

пріобрѣтать всего три значенія.

Основныя подстановки В и5группы уравненія (46) таковы:

95 I I

зо-ти, гдѣ ине замѣ-I. 61)

Совершивъ надъ функціей (47) подстановки:
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894, 1, 8, 89,

находимъ:

2 5

5---5, 1. —«--51, 5---5, въ

Эти три значенія различны между собою и исчерпываютъ всѣ

корни уравненія (48).

Подстановки, которыя мы обозначали буквами:

95 г. 944 - - - бу

въ данномъ случаѣ суть:

8, 59,

Подстановка 8 преобразуетъ величины 4, 5, 3, въ С, 2, 5,

при чемъ:

Сн6, 54— 5, 145. (53)

Слѣдовательно основная субституція а группы Гуравненія

(48) такова:

деб., 5, 5). (54)

подстановка преобразуетъ величины Е, 8, 4, въ С. 3, 5,

при чемъ:

5—4, 555, 55–5, 16)

Слѣдовательно основная субституція 1 группы Гуравненія

(48) такова:

та. (С.)(С., О,,). (56)

Корни уравненія (50) разнятся отъ корней уравненія (48)

только постояннымъ множителемъ К.Группы этихъ уравненій

ОДИНАКОВЫ.

Основныя субституціи группы уравненія (50) таковы:

2- (т. 1, 2), 1
57

г. иск. г. 1. "
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5 44. Резольвента уравненія тетраздрическаго типа.

Мы видѣли въ 5 42, что изъ числа резольвентъ тетраэдри

ческаго уравненія представляетъ интересъ только та резоль

вента, которая соотвѣтствуетъ циклической подгруппѣ 3-го

порядка.

Возьмемъ тетраэдрическое уравненіе во второй нормаль

ной формѣ:

(242ич-1)"си“--542и?—119-tu?–242)"ич

(58)

2 г. 8 г. — 1 : 1.

Основныя подстановки группы этого уравненія таковы:

«-- «-545]
у?»-1 1 5

4 I

гдѣ в с е ? . I

Основная подстановка циклической подгруппы3-го порядка

есть S.

Функція аутоморфная относительно подстановокъ этой

группы есть:

25 и 9. (60)

преобразуя правненіе «въ постановкою (во), находимъ:

(2у 25-1)509--5у125–1)";–(9-242)";-я: я-1: 1. (61)

Такова резольвента 4-ой степени тетраэдрическаго уравненія.

Посмотримъ, какова группа Г этого уравненія.

Совершивъ надъ функціей (60) подстановки:

1, 2, 53; 389, (62)

находимъ:



--«ч-1359) -(255)г": "гузѣ.1у гуа.,ст. 1 1

---(4559"“Л„353

Подстановка 5 преобразуетъ функціи С., О, 1, 9, въ

5, 4, 5, 6, при чемъ:

(63)

—5, 34, 44, 45, 64

Слѣдовательно, основная субституція о группы Гуравненія

(61) такова:

а 4(5)(С.,У, 5). (65)

Подстановка 37 преобразуетъ функціи С., 5, 4, 5, въ

„, 5, 3, 5, при чемъ:2

2-154), 5-я, 5--448алоу, 3--4489заму. (6)

Изъ чертежа 28 видно,что подстановка 85соотвѣтствуетъ

99т

повороту «вы на томъ 17 около оси, одинъ въ поль

совъ которой проектируется въ точку с. Слѣдовательно под

становка 55—третьяго порядка;

8385835 1. (67)

Отсюда слѣдуетъ:

585-89589,

ЖЕЛ I

Изъ формулъ (66) и (68) слѣдуетъ, что:

(68)

***) «
2-185841н-15841нія.
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Слѣдовательно основная субститущія т группы Гуравненія

(61) такова:

теtt., О,,) (Е, 5). (70)

Положивъ въ уравненіи (61);

24; 11, (71)

гдѣ К. произвольное постоянное число, находимъ:

(249412--1)944919--5424 У-1)9-1417—242)"У

(72)

— г: г.—1 : 1.

Группа этого уравненія такая же, какъ и группа уравненія

(61); она составлена изъ двухъ основнымъ субституцій:

****** **;

(73)

Та (Е, Е,")(Е., Е, 1.

Не безъинтересно на разсматриваемомъ примѣрѣубѣдиться

въ вѣрности тѣхъ геометрическихъ представленій, которыя

указаны въ теоремѣ 2 главы ГХ.

Подстановки, обозначенныя въ главѣ ГХ буквами:

4594- - - 91—4

въ данномъ случаѣ суть:

5, 585, 589

Выдѣлимъ на чертежѣ 28 четыреугольники, соотвѣтствующіе

подстановкамѣ:

1, 5, 38, 989. (74)

Площадь эта есть безконечная часть плоскости, заключенная

внутри сторонъ угла сда.
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Это дѣйствительно основная область циклической группы

3-го порядка: I

89. 1, 8, 89.

5 45. Резольвенты уравненія октаздрическаго типа.

Мы видѣли, что изъ числа резольвентъ октаэдрическаго

уравненія представляютъ интересъ только двѣ резольвенты:

именно тѣ, которыя соотвѣтствуютъ подгруппамъ двупира

миднаго типа порядковъ 8 и 6.

Степени этихъ резольвентъ соотвѣтственно равны 3 и 4.

Разсмотримъ ихъ въ отдѣльности.

I.

Резол ь в ент а четв ерт ой ст еп ени.

Возьмемъ октавдрическое уравненіе во 2-ой нормальной

.Л! Т7 У З „L

«мя»-I-41-4-44-42-г242

(75)

:(и“--542и?–1)"—я: з-1:1.

Основныя подстановки группы этого уравненія таковы:

Stu)–ви,

1- уй ги

4-11—115; 1 а,

241

гдѣ в е е ?.

Основныя подстановки подгруппы двупирамиднаго типа 6-го

порядка таковы:

за-ть, по- — 5. чт

при чемъ:



— 111. —

17-183899. (78)

Функція собственно аутоморфная относительно подстано

вокъ этой подгруппы такова:

5-ти-3. ф

Преобразуя уравненіе (75) подстановкою (79), находимъ:

7 У? --- - - - - ------ - - -

44721 С——- 1 :—(С”-н-41С—224.72)” : (С-t-542)“:

«-51-t-ти.-456-мъ

(80)

a г.: 2— 1 : 1.

Функція (79) подъ вліяніемъ подстановокъ октаэдрической

группы:

1, 8, 39, 85. (81)

пріобрѣтаетъ слѣдующія значенія:

1

94 ч9-5.

щ. (154952554-599

О, —34-35-1-536–9-54--4- ,

9

14249и?–и–у941

„454494веду?!

"Т [42и?–и–уй!"

—(1--узаму-4-узу):

5,— 34-35-1-39--4—9---------- .

Гуй ви“—и–у24")?

-

1

Подъ вліяніемъ подстановки 8 величины Е, Е, 6, 5, пере

ходятъ въ С., У, 3, 5, при чемъ:

5—4, 3-4, 5---5. 9—4- 49

Подъ вліяніемъ подстановки 5 величины Е, 8, 4, 5, пере

ходятъ въ 5, 5, 3, 5, при чемъ
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545, 54-5, 54, 54-5. 94

Слѣдовательно основныя субституціи а и т группы Г урав

ненія (80) таковы:

*****) А
590, 5, 3, 5).

Преобразуемъ уравненіе (80) линейною подстановкою:

.1у111-542

34--455554-5, во

гдѣ К. произвольное постоянное число, а К-новое неизвѣст

ное. Въ результатѣ находимъ:

4-г-4
4

Т-554-1-37;
40. (87)

Такъ какъ корни уравненій (80) и (87) связаны между

собою линейно, то группыэтихъ уравненій одинаковы.Основ

ныя субституціи группы уравненія (87) таковы:

*** **;

(88)

Ты У, Е, Е, Е,.).

Обратимъ вниманіе на геометрическія представленія, ука

занныя въ теоремѣ 2 главы ІХ, въ примѣненіи къ разсматри

ваемому случаю.

Подстановки, обозначенныя въ главѣ ГХ буквами:

9нъ Чер- - - 91—4

въ данномъ случаѣ суть:

5, 4, 5,

Отмѣтивъ на чертежѣ 30 четыреугольники, соотвѣтствую

щіе подстановкамъ:

1, 2, 53, 54,
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9949мъ сплошную площадь, имѣющую видъ четыреуголь

ника и обозначенную на чертежѣ 35 буквами: овала экза

999999тольникъ можетъ быть принятъ за основную область

4999Р4494494 группы 6-го порядка, составленной изъ под

СТАНОВОВЪ;

”"": 1 т
гл. 5, 341,

Преобразуя четыреугольникъ О1840 подстановками (saу,

494999мъ сѣть, изображенную на черт. 35. Соотвѣтства

У, междуобластями этойА

У сѣти и подстановка

ми (89) двупирамид

ной группы указано

на самомъ черт. 35.

Не трудно видѣть,

что сѣть 35 можетъ

быть построена слѣ

дующимъ образомъ:

вписавъ кубъ въ сфе

ру такъ, чтобы двѣ

П1)ОТИВОположныя

В60ПИны его лежали

Черт. зѣ. въ полюсахъ сферы,

мы проэктируемъ его

Р99Р999 ч94тря на поверхность среры. на 45

999 ччт94 «т» въ б равныхѣ между «вы» 1551

9999999999- Проектируя эту сѣть изъ южныхъ „".

9999994999тра, мы получимъ ту сѣть, повѣда, вызы.

жена на черт. 35.

II.

Р99944 вента третьей ст е п е в а,

9999994 ччтччрческое уравненіе въ 1-ый вы

формѣ:

т. хуп. вы. п. 3
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(и“-4-14и“-4-1)":(и""—33и"–33и“-4-1)": 1084и?-и)!

(во)

— г: г.— 1 : 1.

Основныя подстановки группы этого уравненія таковы:

1—и

1--и "
Stu) — iи, 54и)— (91)

Подгруппа двупирамиднаго типа 8-го порядка, входящая въ

эту группу, имѣетъ слѣдующія основныя подстановки:

за-то лю- !
5, 44)

при чемъ:

17-5895 (93)

Функція аутоморфная относительно подстановокъ этой под

группы 6-го порядка такова:

- . 1

неч-I 4

Преобразуя уравненіе (90) подстановкою (94), находимъ:

(С--14)":(С--2)(С—34)":1084–2)?— г: я—1: 1. (95)

Совершая надъ функціей (94) подстановки:

1, 5, 58, (96)

НахОДИмъ:

I. I 1 „ .(1--и)"ч-(1–и)”

4-г-4, 5-1999499- I

(97)

5.1999944944

чт (144); т 1

Совершая надъ этими величинами подстановку 5, находимъ:

24 д., Са- 5, 2-5. (98)
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Совершая надъ функціями (97) подстановку 5, находимъ:

545, 54-5, 54-5. 99

Слѣдовательно, основныя субституціи а и т группы Гурав

ненія (95) таковы:

*9999 I а
т.4 (5, 5)(С.).

Отсюда видно, что группа уравненія (95) не изоморфна съ

группой октаэдрическаго уравненія: субституція от-2-го по

рядка, тогда какъ соотвѣтствующая ей подстановка 8—

четвертаго порядка. Это происходитъ отъ того, что подгруппа

8-го порядка есть полуособая часть октаэдрической; основная

подстановка ГУ подгруппы 8-го порядка, будучи преобразо

вана основными подстановками 8и 5 октаэдрической группы,

даетъ въ результатѣ подстановки, принадлежащія къ той же

подгруппѣ 8-го порядка.

Найденную особенность подгруппы 8-го порядка можно

было предвидѣть и ранѣе: группа уравненія третьей степени

(95) не можетъ быть порядка выше 12. Слѣдовательно она

не можетъ оказаться изоморфною съ октавдрической группой

24-го порядка.

Уравненіе (95) не представляетъ особаго интереса потому,

что мы уже получили выше резольвенту 3-ей степени, исходя

изъ болѣе простаго двупирамиднаго уравненія.

5 46. Резольвенты уравненія икосаэдрическаго типа.

Мы видѣли, что изъ числа резольвентъ икосаэдрическаго

уравненія представляютъ интересъ только двѣ: соотвѣтствую

щія подгруппѣ тетраэдрическаго типа и подгруппѣ типа дву

пирамиднаго 10-го порядка.

Степени этихъ резольвентъ соотвѣтственно равны 5 и 6.

Разсмотримъ ихъ въ отдѣльности.

34
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I.

Р е з ол ь вента пя т ой стен ен и.

Возьмемъ икосаэдрическое уравненіе въ нормальной формѣ:

(и?"—228и"9--494и"-н-228и?--1)":

дич-522и" —10005и"—10005и?"—522ич-1)":

:—1728 (и""-н-11и"—и)?— г: г.—1 : 1. (101)

Основныя подстановки группы этого уравненія таковы:

Stu)— ви,

I 1--(41-t-11)и

999-32); 1 лоз

гдѣ: ане”.

Въ эту группу входитъ тетраэдрическая группа третьяго

нормальнаго вида. Въ главѣ ГУ мы только обозначили основ

ныя подстановки ея буквами: S.” и 5.", но не нашли вы

раженій этихъ подстановокъ. Начнемъ съ нахожденія основ

ныхъ подстановокъ 3." и 5.".

Сравнимъ вторую нормальную икосаэдрическую сѣть, изо

браженную на чертежѣ П *) съ 1-ою нормальную тетра

эдрическою сѣтью, изображенною на чертежѣ 27.

Тетраэдръ, соотвѣтствующій сѣти 27, находится въ соот

вѣтственномъ положеніи относительно икосаэдра, соотвѣт

ствующаго сѣти П: всѣ вершины и центры граней тетраэдра

совпадаютъ съ 8 изъ числа 20 центровъ граней икосаэдра,

а всѣ средины реберъ тетраэдра совпадаютъ съ 6 изъ числа

30 срединъ реберъ икосаздра. Поэтому при наложеніи сѣти

27 на сѣть П узловыя точки сѣти 27, гдѣ сходятся по 3

бѣлыхъ и по 3 черныхъ треугольника, должны упасть на

*) Въ концѣ сочиненія.
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узловыя точки сѣти П, гдѣ сходится такое же число тре

угольниковъ *).

Точки, отмѣченныя на чертежѣ 27 буквами: а, b, е, d, е,

[, у, i упадутъ въ точки, отмѣченныя на черт. П буквами:

А, В, С, 17, Е", К?, 62, Н.

Если мы повернемъ какъ тетраэдръ, такъ и икосаэдръ на

извѣстный уголъ, отмѣченный на черт. 22 буквою В; такъ,

чтобы икосаэдръ завялъ положеніе, соотвѣтствующее1-ой нор

мальной икосаэдрической сѣти ""), то сѣти 27 иП преобра

зуются. При этомъ сѣть П переходитъ въ сѣть І, а точки

А”, В”, С”, ГУ, Е”, Е”, О", Н” занимаютъ положенія, отмѣ

ченныя на чертежѣ 1 буквами: А, В, С, 10, Е, Е, 6, Н.

Точка, отмѣченная на чертежахъ 27 и П буквою О, на чер

тежѣ П займетъ положеніе Б.

Вычисляя подстановки 1-ой нормальной тетраэдрической

группы, мы приняли за основныя тѣ двѣ подстановки, кото

рыя соотвѣтствуютъ поворотамъ:

1) На уголъ по около оси, полюсъ которой проэктируется

на черт. 27 въ точку О.

24

з) на томъ 25 «ог» «ь полюсъ которой почтителя

на черт. 27 въ точку с. .

Совершенно съ тѣмъ же правомъ мы могли бы за вторую

основную подстановку тетраэдрической группы принять под

«т» «т»ты т ты 5то

оси, полюсъ которой проэктируется на черт. 27 въ точку Б.

Въ такомъ случаѣ основныя подстановки третьей нормальной

тетраэдрической группы будутъ слѣдующія:

1) Подстановка 5,„", соотвѣтствующая повороту ва уголъ

то около оси, полюсъ которой на черт. П проэктируется въ

точку Б: это основная подстановка 5 икосаэдрической группы.

*) Само собою понятно, чтоэто справедливо только въ предположеніи,

что сѣти 27 и П выполнены въ одинаковомъ масштабѣ. У насъ мас

штабы взяты различные.

**) Такое положеніе икосаэдра изображено на черт. 24.
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2) Подстановка S.", соотвѣтствующая повороту на уголъ

IIIт

5 «ог» «т» полюсъ которой начать и чтотчета въ

точку В.

Вычислимъ эту подстановку.

Изъ черт. 1 видно, что послѣ преобразованія сказанною

подстановкою 8.” треугольникъ, отмѣченный на черт. 1

буквою 8 преобразуется въ треугольникъ 558". Слѣдовательно:

8.784-8989. (103)

Отсюда слѣдуетъ, что:

8.”—18989. (104)

Итакъ, основныя подстановки разсматриваемой нами под

группы тетраэдрическаго типа таковы:

5." — 6;

105)

«...» У "

Мы уже видѣли въ 5 32 *), что третье нормальноететра

эдрическое уравненіе можетъ быть представлено въ такомъ

видѣ:

5-139. что

Слѣдовательно функція 6, опредѣляемая формулою (106),

есть собственно аутоморфная функція, соотвѣтствующая под

становкамъ подгруппы третьяго нормальнаго тетраэдриче

скаго типа. Ее мы обозначимъ для краткости такъ:

2444. (и). (107)

Функція Е подъ вліяніемъ подстановокъ икосаэдрической

группы должна пріобрѣтать всего

*) См. главу VП, уравненіе (53).
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Преобразуя функцію (106) подстановками:

89-1, 8, 39, 84, 89, (108)

мы находимъ пять различныхъ значеній:

— 1V""и) „ .,1?""ги) „ ...„Л.""!"и)

5-55, 5-495. 5-495

(109)

— „1""!"и) „ .—. 1". 11)

5-495, 4-495

или, короче:

--------------------- . ..,
С.---Л.("и).

Эти пять различныхъ значеній исчерпываютъ всѣ тѣ зна

ченія, которыя пріобрѣтаетъ функція Г, подъ вліяніемъ под

становокъ икосаэдрической группы.

Уравненіе, которому удовлетворяютъ найденныя 5 зна

ченій функціи С, было намиуже составлено въ главѣVП.Оно

Таково:

(С—3)?(С1—115-1-64);С(99—104-1-45)":—1728—22—121. (111)

Посмотримъ, какова группа этой резольвенты.

Преобразуемъ функціи (110) подстановкою 8. Послѣ под

становки онѣ перейдутъ въ Г, 5, 3, 4, 5, при чемъ:

345, 344, 345, 345, 345. (1439

Слѣдовательно, основная субституція о группы Гуравненія

(111) такова:

себѣ, 5, 3, 5, 5). (113)
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Подстановка 5" преобразуетъ величины С., Т,, У, 3, 5, въ

5

3, 4, 5, при чемъ?4у 5 7
5

г- I ты та « — «а l

«-мать землемѣ-четъ ..„

„-- А.IS90), 2--4.1896)5

Припомнивъ замѣчаніе, сдѣланное въ 5 18 о томъ, что

подстановка 85" икосаэдрической группы–третьяго порядка;

8585854, 1, (115)

и пользуясь выраженіями (105) подстановокъ 5.7 и 8”,

НахОДИмъ:

8 5-3..” 159,

899-18,798,

899-18,795,781,

4ст.ст. 49 ст. 119 (13

899-19128.789.

(116)

Такъ какъ подстановки S.” и 5.” не мѣняютъ функцію

А„(и), то изъ формулъ (114) и (116) слѣдуетъ:

5455, 5, 45, 55–5, 54-55, 5995- (117)

Отсюда слѣдуетъ, что основная субституція 1 группы Г

Т9415ОВ34:

т.-(Д.).(5, 5.).(3, 5). (118)

Обратимъ вниманіе на геометрическія представленія, соот

вѣтствующія подгруппѣ тетраэдрическаго типа.

Подстановки, которыя въ главѣ ІХбыли обозначены буквами:

95; 5. . . . 94-55

въ данномъ случаѣ суть:

8, 89, 84, 89,
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Отмѣтивъ на черт. П пять четыреугольниковъ сѣти, соот

вѣтствующихъ подстановкамъ:

1, 8, 89, 84, 8”, (119)

мы найдемъ сплошную площадь, имѣющую видъ пятиуголь

ника. Эта площадь можетъ быть принятаза основную область

подгруппы тетраэдрическаго типа. Вся тетраэдрическая сѣть

будетъ состоять изъ 12 такихъ областей.Эта сѣть изображена

на черт.П. Свотвѣтствіе между областями этой сѣти и под

становками тетраэдрической подгруппы указано на черт. П.

Не трудно замѣтить, что сѣть П можетъ быть получена

слѣдующимъ образомъ: вписавъ додекаэдръ въ сферу такъ,

чтобы центры двухъ противоположныхъ граней додеказдра

лежали на оси сферы, и проэктируя ребра додекаэдра изъ

центра на поверхность сферы, мы получимъ сѣть на сферѣ,

раздѣляющую поверхность сферы на 12 равныхъ сфериче

скихъ пятиугольниковъ. Проэктируя эту сѣть изъ южнаго

полюса на плоскость экватора, мы получаемъту сѣть, которая

изображена на черт. П.

Займемся преобразованіемъ уравненія (111) *).

А) Возьмемъ функцію:

...„1"іи) 1"(и)

ина-I45 . что

Она инваріантна по отношенію къ подстановкамъ второй

нормальнойтетраэдрической группы. Слѣдовательно она дол

жна быть раціоналъною функціею Е. Дѣйствительно, мы видѣли

въ главѣ VІ, что:

Тди)-II”?ди)—1012?"(и) [и)-445). Чи)II”(и) **). (121)

*) Эти нѣсколько искусственныя, но весьма остроумныя преобразо

ванія принадлежатъ Клейну. См. Vorlesungen iiber das Пкosaeder. Стр.

103—107.

**) Глава VI, формулы (73).
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Подставивъ это выраженіе въ формулу (120) и принявъ во

во вниманіе равенство:

III”" и)

3--95, что

- 19

994575

НахОдимъ:

(122)

2Исключивъ 52 изъ уравненій (111) и (122), находимъ:

4812 — 1)" 179--40(4 — 1) 1794-15 ГГ-4—О. (123)

В) Возьмемъ функцію:

шла"молю „,

г-559. что

Она тоже не мѣняется отъ подстановокътретьей нормальной

тетраэдрической группы и потому тоже должна выражаться

въ видѣ раціональной функціи С.

Дѣйствительно, мы видѣли въ главѣ VІ, что:

Н, (и)—[?"(и)—311и)]Н."и) *). (125)

Подставивъ это выраженіе въ формулу (124) и принявъ

во вниманіе равенство (106), находимъ:

19

т.-55,

(126)

Исключивъ Е изъ уравненій (111) и (126), находимъ:

2179--4071—607--144-10. (127)

С) Возьмемъ функцію:

К-й Ин-81775 (128)

*) Глава VI, формулы (73).
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гдѣ Л. и К. произвольныя постоянныя числа, а 17 и 17 суть

функціи опредѣленныя выше.

Внеся вмѣсто Г и Т выраженія (122) и (126), находимъ:

5.193-19999194194

1455555555- 499

Эта функція должна удовлетворять нѣкоторому уравненію

5-ой степени:

1?“--а, К?“-на, 19--а, К?-на, 174-а,–0, (130)

гдѣ а,, а,, а, а,, а, суть нѣкоторыя раціональныя функціи

перемѣннаго г.

Займемся ихъ опредѣленіемъ.

Вставивъ въ выраженіе (128) вмѣсто Т и И” выраженія

(120) и (124), находимъ:

[Ди)Н”(и) . „11и) 1"іи) Н”(и)

т-чтч9459--46-1555554, что

Положимъ:

—Д

«--5, ажъ

гдѣ ту, ту, имѣютъ тѣ же значенія, которыя они имѣли въ

главѣ VП: они связаны съ корнемъ и икосаэдрическаго урав

ненія (101) соотношеніями:

14499. „ . . 149

44-41555;-те-V1555- 499

Положивъ въ формулахъ (37) главы VІП.

5 вы, «-ту, --1,

НахОДИмъ:

107, п.)–1211—2)"з", I

пламе--та-та, 1 что

глаза--го-4. 1
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Подставивъ выраженіе (132) въ формулу (131) и принявъ во

вниманіе формулы (134), находимъ:

- 9 1-й,

4---555474, 4) *

(135)

9 45. . . . 4

--надъ114449449

Вводимъ временно такія обозначенія:

1 . В

—555--4; 145-9 199

Величины Р и 9 суть раціональныя функціи г. Будучи вы

ражены черезъ и, онѣ не мѣняются ни при какихъ подста

новкахъ икосаэдрической группы.

Функція У приметъ видъ:

15-РН!"(т., т.)--91711,, т.) Н”(т., т.). (137)

Она имѣетъ всего 5 значеній, которыя могутъ быть получены

посредствомъ преобразованія функціи (131) линейными под

СТАНОВЕВIIVIIII

1, 8, 89, 84, 89. (119)

Неоднородной линейной подстановкѣ:

Stu)— ви

соотвѣтствуютъ, какъ мы видѣли въ главѣ 1V, двѣ бинарныя

линейныя подстановки надъ величинами та,, т.;

вы вѣ. О

(""),, «мы

(Степени этихъ подстановокъ таковы:

44? 10". In 49, 43, 194, 9114, 9

(22)-е (223) (222)-(").

на в., О,327-н- 2, 0, 14- 49, Оу.(49, О

0, знач.) ТV0, 4, 5 1 " У О, н- 59]ТV0, в9] "

(139)
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Совершивъ подстановки (139) надъ функціей (137), получаемъ

пять различныхъ значеній функціи Г, которыямогутъ быть вы

ражены формулою:

танина? (14.295) и (4249а, 195)Ну что, чѣ), (140

гдѣ 1а О, 1, 2, 3, 4.

Для вычисленія коэффиціентовъ уравненія (130) найдемъ

сначала симметрическія функціи:

8; 8, 85, 84, 8,

его корней.

Функція з, выражается такъ:

1-4

«-гунгать, что

je-б0

(141)

1-4

-огата,тѣлуста.»

j—О

Функція:

4-4

Xнгела, что она

1-- О

инваріантна относительно всѣхъ линейныхъ бинарныхъ под

становокъ икосаэдрической группы. По теоремѣ 3 главы VІ

ее можно изобразить формулою вида:

ФIII”941, п.), 105, т.)х

(143)

XI."(n,, т.) Н."(т., т.) Т"(т., т.).
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Степень функціи (142) относительно аргументовъ ту, то,

равна 8, степеньже функціи (143) во всякомъ случаѣ выше 8.

Слѣдовательно функція (142) равна нулю.

Подобнымъ же образомъ убѣждаемся въ томъ,что и вторая

сумма формулы (141) равна нулю.

Слѣдовательно:

s, —0.

Составивъ выраженія, подобныя (141), для функцій s, s, s,

s, и сравнивая ихъ съ выраженіемъ вида (143), мы легко

находимъ выраженія функцій s, s, s, s, изъ которыхъ каж

дое содержитъ въ себѣ только нѣсколько неизвѣстныхъ по

стоянныхъ коэффиціентовъ.

Въ результатѣ всѣхъ этихъ вычисленій находимъ:

s,—О, s,—О, s,–А,РТ. Чт., т.)-н-А,Р"Т07,, т.)-н

--А,РО1"й, т.) 1-А.О1 (7,, т.)Т.07, т.),

s,— В,Р1.07,, т.)Н.(7,, т.)-н

--В, Р"!"".”17,, т.)Н. (т., т.)–н

--В. Р0ТЕII,, т.) Тѣ,, т.)--В,О1"й,, т.)Н. (т., т.),

s. 4-10. Р"НЧт., т.)--10. Р99III,, т.)Н."I,, т.)-н

--10. Р01.107,, т.)Н.”11,, т.)-н

--10,0"Н.”17,, т.)Т (1,, т.),

(144)

гдѣ А, А;,,...П, суть нѣкоторыя постоянныя.

Подставивъ въ формулахъ (144) вмѣсто 105, т.), Н.(7,, т.),

Т17,, т.) выраженія (134), а вмѣсто Ри Овыраженія (156),

находимъ:
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8,аО, s,– О,

Л? 1, 1911); . 141 . 129

«-—45-4494—451-4555

12159 . 1149 . 12149

«-—443--455-45—

5 „Ещ., 1""""

г9-155ду

1211 . 121919 . 1141

«-—449—455-45—

19454

—455

Подставивъ эти величины з, s, s, s, s, въ формулы

Ньютона:

s,-н- а,— О,

s,-н-а, 8,-н-2а,— О,

s,-н-а, з,-н-а, s, -н-3а,–0, У (146)

s,--а, s.-н-а, s,-на, з,-н-4а,— О,

5-й, 5-t-а, s,--а, s,--а, s,--5а,— О,

мы находимъ выраженія коэффиціентовъ:

а,— О, а, е. О,

,Л? . . , К"К „ , Нiк" 1, „ К?

«—45--452-45,435

, 149 . „, 191 „, 149 „, 49 I (147)

«--45--4334, 44, 455-455555

5 1,3).2 1, 1.4 II. 5

«-л?-пу-995-лгь?--пу

а т” 5725)""" идай "". Лат
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Гдѣ А”,, А”„...П1, суть постоянныя, не зависящія ни отъ

г, ни отъ В и К.

Остается опредѣлить величины этихъ постоянныхъ.

Если мы положимъ въ формулахъ (147):

141, Е-О

и затѣмъ подставимъ полученныя выраженія коэффиціентовъ

въ уравненіе (130), то мы должны получить уравненіе (127).

Отсюда мы заключаемъ, что:

А,"—40, В,"——60, 101—144. (148)

Остальные 9 коэффиціентовъ находятся гораздо труднѣе.

Ихъ мы можемъ вычислить такъ: подставимъ въ формулахъ

(147) вмѣсто 2 и 1—2 ихъ выраженія черезъ и изъ икоса

эдрическаго уравненія (101), вставимъ полученныя выраже

нія въ уравненіе (130), замѣнимъ въ этомъуравненіи Уего

выраженіемъ (131), освободимъ отъ знаменателей и произ

ведемъ сравненіе коэффиціентовъ при одинаковыхъ степе

няхъ 1, Е и и.

Такимъ образомъ мы найдемъ линейныя уравненія, опре

дѣляющія коэффиціенты АТ, А”,. . .

Необходимо однако замѣтить, чтоэти вычисленія съ механи

ческой стороны очень сложны. Той же цѣли мы можемъ до

стичь нѣсколько иначе. Пользуясь формулою:(129)и уравненіемъ

(111), можно разложить функцію Г въ рядъ по степенямъ я,

1

1-я или— въ областяхъ притческихъ точекъ, о, 1 или «

вставивъэти разложенія въ уравненіе (130)изамѣнивъ коэффи

ціенты этогоуравненія выраженіями (147), мы можемъ произ

вести сравненіе коэффиціентовъ уразличныхъ степеней 2, 1—2

1 ,

или 4. Такимъ образомъ мы снова находимълинейныя урав
2

ненія, опредѣляющія постоянныя А”, А”,... Съ механической

стороны этотъ пріемъ проще предшествующаго *).

*) Этимъ именно способомъ мнѣ иудалось получить величины коэф

фиціентовъ А!.,А!..Клейнъ приводитъ только результатъ своихъ вы
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Не вдаваясь въ подробности этихъ довольно утомительныхъ

вычисленій, приводимъ окончательный видъ уравненія (130),

который получится, если мызамѣнимъкоэффиціенты А”,,АГ,...

ихъ числовыми значеніями изатѣмъ внесемъ выраженія (147)

въ уравненіе (130);

2 . Т. 3

4- «-тѣ-393 )r

619139-4-4149 349

411-4-4—-------------—

и 1-499499-545

994994499

)r- un

году“ттуду-«(т.

Уравненія 5-ой степени, свободныя отъ 4-ой и 3-ей сте

пеней неизвѣстнаго, слѣдуя Клейну, мы будемъ называть глав

ными уравненіями (Наuрtgleichungen) по причинѣ, которая

будетъ указана въ слѣдующей главѣ.

Уравненіе (149) интересно тѣмъ, что это–главное урав

неніе 5-ой степени, полученное изъ уравненія (111) раціо

нальнымъ преобразованіемъ (129), заключающимъ въ себѣ два

произвольныхъ параметра: Л. и К. "

Уравненіе (149) есть самый общій видъ главнаго уравне

нія, получаемаго изъ уравненія (111) раціональнымъ пре

образованіемъ. Въ самомъ дѣлѣ, раціональная функціякорня

уравненія 5-ой степени (111) всегда можетъ быть приведена

къ виду:

Ка-19-t-b, 59-н-6, 59-н-6, 5-t-b. (150)

Она содержитъ въ себѣ 4 коэффиціента:

b, Б., Б., Б. (151)

численій, говоря:Лndem die Еinzelheiten der Кechunug1einerlei рrinci

ріelles Іnteresse darbіeten, theile ich hier geich das Resultat mit“... По

видимому онъ тоже не зналъ болѣе простаго способа, чѣмъ тѣ, кото

рые указаны выше. „

т. хуп. вып. 1. 9
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Совершая раціональное преобразованіе (150) надъ урав

неніемъ (111), мы можемъ, наложивши на коэффиціенты (151)

два условія, достичь того, чтобы преобразованное уравненіе

было главнымъ.

Если мы выберемъ два коэффиціента (151) такъ, чтобы

удовлетворялись два наложенныя условія, то формула (150) и

уравненіе полученноепослѣ преобразованія, будетъ содержать

въ себѣ только два независимыхъ параметра.

Такой именно случай и представляютъ собою: преобразо

ваніе (129) и соотвѣтствующее ему уравненіе (149).

Такъ какъ уравненія (111) и (149) одинаковой степени и

корни уравненія (149) выражаются раціонально черезъ корни

уравненія (111), то и обратно–корни уравненія (111) дол

жны выражаться раціонально черезъ корни уравненія (149);

группы уравненій (111) и (149) дожны быть одинаковы.

Отсюда мы заключаемъ, что группа уравненія (149) соста

влена изъ двухъ основныхъ субституцій:

254Е, Е, Е, Е, 17), 1

тнаго, хоть то,

II.

Резол ь в е нт а ш е ст ой ст еп ен и.

(152)

Возьмемъ снова икосаэдрическое уравненіе въ нормальной

формѣ (101).

Основныя подстановки подгруппы 10-го порядка двупира

миднаго типа, входящей въ икосаэдрическую группу, таковы:

Stu)— и,

1

241

гдѣ: в а; е”.

Функція,аутоморфная по отношенію къ подстановкамъ этой

подгруппы, такова:

С — и?—4. (154)
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Преобразуя икосаэдрическое уравненіе

(и""-228и"-н-494и""-н-228и“-4-1)":

: (ич-522и?9—10005и?"— 10005и""—522ич-1)"; (101)

—1728(и""-н-11и“–и)?— г: г.—1: 1

подстановкою (154), находимъ:

(29—2282--496)9:(29-t-5222— 10004)? (29--4):

155

— то-и-ча "

Посмотримъ, какова группа этого уравненія.

Примѣнивъ къ функціи (154) подстановки икосаэдрической

группы:

1, 5, 58, 585, 585, 58", (156)

находимъ слѣдующія 6 различныхъ между собою значеній

у

функціи С

1

5.44-55,

I[1--141-t-1)аlи!“-Iчи-(41-4-41)!" У (157)

гдѣ: 1—О, 1, 2, 3, 4.

Совершивъ надъ функціями (157) подстановку S, находимъ,

что подъ вліяніемъ этой подстановки функціи

5., 5, 4, 5, 4, 5 (168)

переходитъ въ:

______ «чьи жили мы вмѣшь

9.-К., 4-55, 57—91, 5-6, 5-15. 544. (194)

Слѣдовательно, основная субституція а группы уравненія

(155) такова:

59-6.)05, 51, 55, 5, 5). (160)

99
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Для нахожденія второй основной субституціи 1 группы

уравненія (156) замѣтимъ прежде всего, что изъ символиче

скаго соотношенія:

838589-41 (115)

слѣдуетъ, что:

5855. 89 389;

I ю5799 397- В9575,

Кромѣ того, непосредственнымъ вычисленіемъ находимъ,

что:

IIIIII

явля- ятка. 1 1"""?
*

Помня, что подстановки 8 и 17 не мѣняютъ функцію С и

пользуясь формулами (161) и (162), находимъ,что послѣ под

становки 5 величины (158) переходятъ въ слѣдующія:

2„45, 348.., 343, 3-5, 3-5, 345. (199

Слѣдовательно, вторая основная субституціят группы урав

ненія (155) такова:

т. 4 (В., 503, 5)(С.)(С.). (164)

Обратимъ вниманіе на геометрическія представленія для

двупирамидной подгруппы 10-го порядка.

Подстановки, которыя въ главѣ ГХ мы обозначили буквами:

94, 944 - - - 91—4

въ данномъ случаѣ суть:

5, 55, 585, 585, 58".

Отмѣтивъ на сѣти П четыреугольники, соотвѣтствующіе

подстановкамъ:

1, 52, 55, 589, 889, 989, 1165).
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находимъ основную область двупирамидной подгруппы 10-го

порядка, имѣющую видъ четыреугольника.

Примѣняя къ этому четыреугольнику подстановки разсма

триваемой двупирамидной подгруппы 10-го порядка,мы полу

чимъ сѣть, состоящую изъ 10 четыреугольниковъ и изобра

женную на черт. ГV.

Обратимсякъраціональному преобразованію уравненія (155).

Положимъ снова:

и н. 34. (1за

II
1

Мы знаемъ, что

Т.0и)а . . 1 Т.Ди)г

5-91/557; де-V1575- 499

Перемноживъ эти величины, находимъ:

иТ(и)г

подставивъ вашу формулу вмѣсто ламъ, или,лю

выраженія этихъ первичныхъ функцій, соотвѣтствующія ико

саэдрическому уравненію нормальнаго вида, находимъ:

7,71,59 5259994999949999499994....5

(и""-н-11и”—1)(и""—228и"9--49449-4-228и?--1)”

Эта функція подъ вліяніемъ икосаэдрической подстановки

8 совсѣмъ не мѣняется, а подъ вліяніемъ подстановки П

мѣняетъ только свой знакъ. Слѣдовательно квадратъ функціи

(167) есть функція аутоморфная по отношенію къ подста

новкамъ разсматриваемой двупирамидной подгруппы 10-го

порядка; она должна быть раціональной функціей отъ

3-4-5; что
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И дѣйствительно:

(21 и 5225—10004)"I”-н-4),« ч» У 4—

4. 49-15555555554- 499

Найдемъ уравненіе, которому удовлетворяетъ функція:

5 4. 517, п.)?. (169)

Для этого мы должны внести во вторую часть равенства

(169) вмѣсто (п., т.)" выраженіе (168) и полученною подста

новкою преобразовать уравненіе (155).

Тотъ же результатъ мы можемъ получить проще.

Подставивъ въ первыхъ двухъ формулахъ (134) вмѣсто

104., т.) и Н. (т., т.) выраженія этихъ формъ, находимъ:

********* 1

119—228 г.,"?те,”-н-494 г., "т. 19-t-228 л., 11,194-119-1 (170)

——1211—2)? а?.

Присоединивъ къ уравненіямъ (170) уравненіе

3 —51, т.)”, (169)

мы легко можемъ изъ полученныхъ трехъ уравненій исклю

читъ тѣ, и т.

Въ результатѣ находимъ:

59—10.1291— а)? з"59--1211— а)? а? В-в

(171)

—4-5. 12"1— 2)" г"ч- О.

Положивъ:

Е-121—2)ай1, (172)

гдѣ А-нѣкоторое постоянное, находимъ:

г-Ваг-Веr- 14-о тя
15 тт т А в г г г у 4
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Группы уравненій (171) и (173) совершенно такія же, какъ

и группа уравненія (155). Слѣдовательно основныя субста

туціи группы уравненія (173) таковы:

****** *** на

Т-е(К., 1)11, 1)1)(1),

гдѣ: . .

Л., 1, 12, 13, 15, 17, (175)

суть корни уравненія (173), соотвѣтствующіе корнямъ

С., 5, 6, 5, 4, 5 (193)

уравненія (155).

Остановимся нѣсколько подробнѣе на свойствахъ уравне

нія (171).

Пусть его корни суть:

3.... 5, 3, 2, 3, . (176)"а ему "

Корень В. выражается такъ:

3.— 5(т., т.)". (1697)

Мы видѣли въ 5 20, что бинарныя подстановки съ опре

дѣлителемъ —ч- 1, соотвѣтствующія икосаэдрическимъ неодно

роднымъ линейнымъ подстановкамъ 8 и 5, таковы:

4—4" . 41-41 I
24:—— „ сра——

„, „, „, I”? 5"""ТI . 4

(223) I II. III. I и н а”, что

за: —-— , за

IТ 475 " ” уБ I

Таковы тѣ бинарныя линейныя преобразованія перемѣн

ныхъ то,, та, которыя соотвѣтствуютъ линейнымъ подстанов

камъ 8 и 57 перемѣннаго и.

Имѣя эти выраженія, мы легко находимъ бинарныя под

становки надъ величинами та,, та, соотвѣтствующія линейнымъ

неоднороднымъ подстановкамъ:
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" 5, 55, 585, 585, 589

перемѣннаго и.

Примѣняя найденныя бинарныя линейныя преобразованія

къ функціи,стоящейвовторойчасти равенства (1699), мы нахо

димъ выраженія всѣхъ корней уравннія (171) чрезъ то, и т.;

5. 550, т.)",

„--(419-54.–994,9”, 1 (178)

гдѣ указѣ, 1, 2, 3, 4. .

Положивъ:

«-- I

ту,"— А, 1 (179)

45--4. l

мы приведемъ формулы (178) къ такому виду:

8.—54,",

5-14.--«А,--49А)", 1 (1sо)

гдѣ 14-е О, 1, 2, 3, 4.

Эти формулы показываютъ, что шесть корнейуравненія (171)

выражаются черезъ три вспомогательныя величины:

А,, А;, А;

Квадратные радикалы изъ корней уравненія (171) суть

линейныя функціи этихъ трехъ вспомогательныхъ величинъ.

Между величинами

А,, А;, А.

существуетъ зависимость:

А.-А, А-а, опять



— 137 —

Уравненія обладающія такими свойствами были впервые

найдены Якоби 1) въ его изслѣдованіяхъ потеоріи эллиптиче

скихъ функційи получили названіе уравненій Якоби (это на

званіе предложено Бріоски).

Итакъ уравненіе (171), а вмѣстѣ съ тѣмъ и (173) суть

уравненія Якоби 6-ой степени.

Въ уравненіи Якоби 6-ой степени общаго вида величины

А., А., А.,

совершенно произвольны. Случай, когда онѣ связаны между

собою соотношеніемъ:

А„1-4-А, А„О (181)

самый простой, какъ мы увидимъ въ слѣдующей главѣ.

*) См. Ласоbi Gesammelte Verke. Томъ 1 стр.261.

Вообще Якобіевымъ уравненіемъ m-н-1-ой степени называется такое

. т-н- 1

паненіе, копи котораго выпиваются черезъ —- вспомогательныхъ

Величинъ;

4ѣ 44--- 4...»

5

слѣдующимъ образомъ:

4-1

4.–(—1)?"т4.“,

4--14.--«А,--494.--...--

гдѣ:

Величины

Аn Аn--- А-а

въ уравненіи Якоби общаго вида совершенно произвольны.

Изложивъ свойства найденныхъ имъ уравненій въ мемуарѣ: „Suite

des notices sur les fonctions elliptiques," Якоби совершенно справед

ливо говоритъ „cela donne le théoreme énonсé, un des plus imроrtants

dans la théorie algébrique de la transtormation et dе la division des

fonctions elliptiques“.
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Такой именно случай и представляютъ собою уравненія

(171) и (173).

Обратимъ вниманіе на слѣдующую особенность величинъ

А., А., А., опредѣляемыхъ формулами (179).Это суть раціо

нальныя функціи перемѣннаго и, которыя подъ вліяніемъ

икосаэдрическихъ линейныхъ подстановокъ испытываютътер

нарныя однородныя линейныя преобразованія.

Въ самомъ дѣлѣ, помня опредѣленія величины А,, А,, А;,

даваемыя формулами (179) и зная тѣ бинарныя преобразова

нія величинъ ту, ту, которыя соотвѣтствуютъ линейнымъ не

однороднымъ подстановкамъ 8, 5 и О” икосаэдрическойгруп

пы,мы находимъ, что подъ вліяніемъ подстановокъ 3, 5и С

велины А,, А,, А, преобразуются такъ:

А„44 А,

Подъ вліяніемъ 1

„Iв. 149-149 199

А.-474,

—- I

А„ч-I(А,--А,--А„),

V. 30

”995555544.-4 ал-ле-гл. 44. чел. два

„„. 514-15194-95-94-9944:

4--5 чел.-t-ти.-ч-«ты,

" у15

14--
Подъ вліяніемъ I . ,

„„I. I 479—44, 1199

А,"——А,.

Весьма не трудно убѣдиться въ томъ, что всякая цѣлая

ція степень частнаго интеграла линейнаго дифференціальнаго

уравненія 2-го порядка, атакже однородная форма рвой сте

пени, имѣющая аргументами два частныхъ интеграла линей

наго дифференціальнаго уравненія 2-го порядка, суть частные



— 139 —

интегралы одного и того же линейнаго дифференціальнаго

уравненія порядка ут-t-1 *).

Величины

А., А., А.,

суть формы 2-го порядка съ аргументами та,, т., какъ видно

изъ формулъ (179). Слѣдовательно это суть частные инте

гралы нѣкотораго линейнаго дифференціальнаго уравненія

3-го порядка.

Отсюда становится понятнымъ, почему эти функціи при

обходахъ на плоскости перемѣннаго я испытываютъ тернар

ныя линейныя преобразованія.

Корни уравненія Якоби суть квадраты линейныхъ одно

родныхъ формъ съ аргументами А,, А,, А; это суть одно

родныя формы 4 ой степени съ аргументами та,, т. Отсюда

слѣдуетъ, что корни уравненія Якоби суть частные интегра

лы линейнаго дифференціальнаго уравненія 5 го порядка "").

5 47. Нѣкоторыя замѣчанія о группахъ уравненій, найден

ныхъ въ предыдущихъ параграфахъ.

Въ предшествующихъ параграфахъ мы остановились подроб

но на группахъ пяти особенно интересныхъ для насъ урав

неній: (50), (72), (87), (149), (173). Степени этихъ уравненій

соотвѣтственно равны: 3, 4, 4, 5, 6. Что касается до урав

ненія 6-ой степени (173), томы уже знаемъ, что это не есть

уравненіе 6-ой степени общаго вида: оно принадлежитъ лишь

къ довольно обширному классу уравненій Якоби. Слѣдова

тельно группа этого уравненія не есть симметрическая группа

субституцій изъ 6 буквъ.

Посмотримъ, въ какомъ отношеніи находятся группы осталь

ныхъ уравненій: (50), (72), (87), (149) къ симметрическимъ

группамъ субституцій изъ соотвѣтствующаго имъ числа буквъ.

*) См. журналъ Лiувилля т. 1V стр. 430.

**) Изслѣдованіе уравненія 6-ой степени общаго вида можно найти

въ мемуарѣ Соlе: А Сonribution tо the Тheorу of the general Еquation

оf thе Siхth Degree. Американскій журналъ т. VПI.



—140 —

1.

Группа уравненія 3-ей степени (50), какъ мы видѣли, со

ставлена изъ двухъ основныхъ субституцій:

*5 2 1 а
Т—(1)К, К.).

Не трудно замѣтить, что всякая транспозиція *), перемѣ

щающая двѣ изъ числа трехъ буквъ:

15, У1, Л.,

можетъ быть составлена изъ субституцій Х. и Т.

(1, 1)–81,

(1, 1)-29Т, I (185)

ст., то-т

Если транспозиція всякихъ двухъ корней уравненія вхо

дитъ въ группу этого уравненія, то группа уравненія-сим

метрическая.

Порядокъ симметрической группы кубичнаго уравненія

равенъ

1. 2.326.

Итакъ, дѣйствительно, уравненіе (50) имѣетъ симметриче

скую группу 6-го порядка.

II.

Уравненіе (72)–четвертой степени. Основныя субституціи

его группы таковы:

***,

(73)

Т-I(1, 11, 111, 17).

*) Транспозиціею по общепринятому я называю субституцію, пере

мѣщающую только 2 буквы, напр. (У, У.).
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Группа уравненія (72) изоморфна сътетраэдрической груп

пой. Слѣдовательно она 12-го порядка.

Порядокъ симметрической группы субституцій изъ4буквъ

равенъ:

1.2.3.4—24.

Слѣдовательно, группа уравненія (72)–знакоперемѣнная.

И дѣйствительно, не трудно убѣдиться въ томъ, что всякая

четная субституція четырехъ буквъ можетъ быть составлена

изъ субституцій 2 и Т?

(Е, Е, Е,.)— Х1,

(Е, Е,;) (Ж., 1,)— Т.

(У, 12)(Е, 1).—2131,

(У, 12) (У, 12) въ 29792. I

(К., Т, 1)на Т29, 1

ск. г. по-вт I

ск. у., то-та, 1

(К., Т, 1); 311,

(К., Т, 11) на 2172,

(у, и, у;) - 24т29, 1 (136)

3555, 1

III.

Уравненіе (87)—четвертой степени. Основныя субституціи

его группы таковы:

2-117)(К., Т, 11),

ЛУЖК1

(88)
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Такъ какъ группа уравненія (87) изоморфна съ октаздри

ческой группой, то порядокъ ея равенъ 24.Это–группа сим

метрическая.

Въ справедливости только что сказаннаго можно убѣдиться

и непосредственно. Группа уравненія (87) содержитъ въ себѣ

обѣ основныя подстановки (73) группы уравненія (72);

- (1V, 1117. Г. 17

32III. III. I отъ
2"Т"5—(1, 1,)(1, 1,).

Отсюда слѣдуетъ, что группа уравненія (87) содержитъвъ

себѣ знакоперемѣнную группу. Такъ какъ въ группу уравне

нія (87), кромѣ того, входитъ одна нечетная подстановка Т,

то она шире знакоперемѣнной группы. Если такъ, то группа

уравненія (87)— симметрическая.

IV.

Группа уравненія (149) составлена изъ двухъ основныхъ

субституцій:

IIIIIII”) и
Та!1.)(К., 1,)(Т, 11).

Составляя уравненіе (149), мы оставили не выясненнымъ

вопросъ о томъ, будетъ-ли тетраэдрическая подгруппа со

отвѣтствующая уравненію (149), неособою частью икосаэдри

ческаго уравненія, или нѣтъ.

Если тетраэдрическая группа-неособаячасть икосаэдриче

ской группы, то группа уравненія (149) изоморфна съ икоса

эдрической группой;порядокъ ея равенъ 60. Если тетраэдри

ческая группа есть особая или полуособая часть икосаэдри

ческой группы, то порядокъ ея долженъ быть ниже 60. Во

всякомъ случаѣ она не есть симметрическая группа, потому

что порядокъ симметрической группы субституцій изъ5 буквъ

равенъ:
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Изъ высшей алгебры извѣстно, что въ составъ симметри

ческой группы субституцій изъ 5 буквъ входятъ:

1) знакоперемѣнная группа порядка 60,

2) метациклическая группа порядка 20,

3) полуметациклическая группа порядка 10,

4) циклическія группы.

Всѣ субституціи знакоперемѣнной группы могутъ быть со

ставлены изъ слѣдующихъ трехъ субституцій:

(К., Т, 17.), (1, 11, 11), (1, 11, 11) *). (188)

Не трудно видѣть, что каждая изъ этихъ трехъ субститу

цій можетъ быть составлена изъ Ж. и Т.

(1, 11, 11),--2973172,

(1, 1V, У.)—27, 1 (188)

1

(У, У, У.) - 29721729. I

Итакъ, группа уравненія (149) содержитъ въ себѣ знако

перемѣнную группу субституцій изъ 5 буквъ порядка 60.Такъ

какъ порядокъ группы уравненія (149) невыше 60, то груп

па уравненія (149) есть труппа знакоперемѣнная.

Слѣдовательио группа уравненія (149) изоморфна съ ико

саэдрической группой. Тетраэдрическая подгруппа есть не

особая часть икосаэдрической.

Изъ высшей алгебры извѣстно, что уравненіе 5-ой степе

ни, группа котораго —знакоперемѣнная, не разрѣшимо въ

радикалахъ.

Отсюда слѣдуетъ, что уравненіе (149), а вмѣстѣ съ тѣмъ

и уравненіе (111), изъ котораго (149) получается раціональ

нымъ преобразованіемъ (129),–не разрѣшимы въ радикалахъ.

Мы говорили объ уравненіи (111) въ 5 32 иупомянули о

томъ, что оно не разрѣшимо въ радикалахъ. Теперь это пред

ложеніе доказано. Изъ него слѣдуетъ, какъ мы видѣли въ

*) См. Селивановъ. Объ уравненіяхъ пятой степени съ цѣлыми коэф

фиціентами стр. 79. СПБ. 1889 г.
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5 32, что икосаэдрическое уравненіе тоже не разрѣшимо въ

радикалахъ.

Сдѣлаемъ короткій обзоръ результатовъ, найденныхъ въ

настоящей главѣ.

Мы нашли 5 типовъ уравненій, разрѣшимыхъ въ гипер

геометрическихъ функціяхъ:

1) кубичное уравненіе съ симметрической группой,

2) уравненіе 4-ой степени съ знакоперемѣнной группой,

3) уравненіе 4-ой степени съ симметрической группой,

4) уравненіе 5-ой степени съ знакоперемѣнной группой,

5) уравненіе 6-ой степени, принадлежащее къчислуурав

неній Якоби.

Всѣ безъ исключенія остальныя уравненія, разрѣшимыя въ

гипергеометрическихъ функціяхъ,могутъ быть приведены къ

одному изъ уравненій только что перечисленныхъ видовъ

раціональнымъ или ирраціональнымъ преобразованіемъ.

Рѣшеніевопроса отомъ,можетъ ли данноеуравненіе какой

либо степени быть приведено къ одному изъ этихъ четырехъ

типовъ есть вопросъ во многихъ случаяхъ довольно трудный,

но онъ относится уже къ области вопросовъ, рѣшаемыхъ

чисто алгебраическими пріемами.

Для довершенія задачи нашей настоящей работы намъ

остается разсмотрѣть, какъ приводятся уравненія общаго вида

3-ей, 4-ой, 5-ой степени и уравненіе Якоби 6-ой степени къ

виду уравненій (50), (72), (87), (149), (173).

Рѣшеніе этого вопроса составитъ задачу слѣдующей Х1

главы нашей работы.



Г" Д А В А XI.

Рѣшеніе уравненій 3-ей, 4-ой, 5-ой степени и уравненія Якоби

6-ой степени.

5 48. Геометрическія представленія, связанныя съ алгебраиче

скими уравненіями.

Пусть дано неприводимое алгебраическое уравненіе п-ой

степени въ общемъ видѣ.

Посредствомъ извѣстнаго линейнаго преобразованія мы

обратимъ въ нуль коэффиціентъ при п-1-ой степени неиз

вѣстнаго и приведемъ уравненіе къ такому виду:

11—5

у“--а, у"г”-н-а, у"г?--...-в-а...„у--а,–0. (1)

Корниэтого уравненія суть функціи отъ п-2, вообще гово

ря, независимыхъ между собою параметровъ:

4, 45--- 4.-„, 4. О

Пусть корни уравненія (1) суть: -

45, 44--- 45-4. О

Они связаны между собою соотношеніемъ:

2у,–0, (4)

вслѣдствіе котораго одна изъ величинъ (3) есть линейная

функція остальныхъ.

Будемъ, слѣдуя Клейну, разсматривать величины:

5 45. 44—4. О

Т. ХVІП. Вып. 1. до
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какъ систему п однородныхъ координатъ точки въ простран

ствѣ п-2-хъ измѣреній, при чемъ эти координаты связаны

между собою линейнымъ соотношеніемъ (4) *).

Назовемъ точку, опредѣляемую координатами (3) буквою А.

Пусть группа уравненія (1) есть группа Г порядка М.

Примѣнивъ одну изъ субституцій группы Г къ ряду коли

чествъ (3), мы получимъ рядъ количествъ:

4, 45--- 4,-I. . (5)

отличающихся отъ количествъ (3) только порядкомъ.

Взятой нами субституціи группы Г соотвѣтствуетъ нѣко

торая коллинеація точекъ пространства:

4, 49 ул.,

у, за-I

......... 1 (6)

у„,— 11.

*) Введеніе лишнихъ координатъ, связанныхъ съ остальными посред

ствомъ линейныхъ соотношеній, предложено Вobillier. См. Р. Serret

Géométrie de direction.

Намъ придется болѣе всего имѣть дѣло съ системою пяти однород

ныхъ(пентаэдрическихъ) координатъвъ пространствѣ трехъ измѣреній

Этотъ случай соотвѣтствуетъ значенію

та5,

т. е. онъ соотвѣтствуетъ уравненію 5-ой степени.

При -

та 1

намъ придется имѣть дѣло съ системою четырехъ однородныхъ коорди

1541гъ на плоско-СТИ.

При

та5

мы будемъ имѣть дѣло съ геометріею на прямой, причемъ точка опре

дѣляется тремя однородными координатами.

Со случаями, когда

п р 5,

т. е. съ пространствами 4, 5... измѣреній намъ не придется вовсе имѣть

дѣла. Поэтому разсужденія, приведенныя въ текстѣ имѣютъ вполнѣ

реальный смыслъ.
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Количества (5) служитъ координатами нѣкоторой точки АГ,

отличной отъ А.

Каждой субституціи группы Г соотвѣтствуетъ нѣкоторое

перемѣщеніе величинъ (3) и нѣкоторая точка, координатами

которой служатъ эти величины.

Совокупности М субституцій группы Г соотвѣтствуетъ

совокупность М точекъ:

А, А;, А?",... А?"—9. (7)

Корни уравненія (1) вполнѣ опредѣляются значеніями п-2

параметровъ (2). Поэтому данной системѣ значеній параме

тровъ (2) соотвѣтствуетъ опредѣленная совокупность М. то

чекъ (7) въ пространствѣ п-2 измѣреній, и всѣэтиМ точекъ,

вообще говоря, различны между собою.

Станемъ теперь непрерывно измѣнять значенія параме

тровъ (2).

Пусть параметры (2), непрерывно мѣняясь, прошли че

резъ всевозможныя значенія дѣйствительныя и мнимыя. Точ

ки (7) описали нѣкоторую вполнѣ опредѣленную форму въ

пространствѣ п-2 измѣреній.

Посмотримъ, что это за форма?

Прежде всего замѣтимъ, что величина одного изъ параме

тровъ (2)–для опредѣленности будемъ полагать: величина

параметра а,–не вліяетъ на положеніе точекъ (7). Въ са

момъ дѣлѣ, величины (3) суть однородныя координаты точки

А. Положеніе точки А опредѣляется только ихъ отношеніями;

величина же коэффиціента а, опредѣляетъ только множи

тель пропорціональности, сопровождающій однородныя коор

динаты. Если мы измѣнимъ этотъ множитель пропорціональ

ности, положивъ и

индалу, " (8)

и преобразуемъ уравненіе (1) линейною подстановкою (8), то

мы достигнемъ того, что извѣстный членъ уравненія станетъ

равнымъ единицѣ.

I(18
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Вслѣдствіе только что сказаннаго мы будемъ считать коэф

фиціентъ а, постояннымъ и будемъ говорить только объ из

мѣненіи параметровъ:

4, 45--. 9.-„ . (9)

Каждому измѣненію величинъ параметровъ (9) соотвѣт

ствуетъ нѣкоторое передвиженіе точекъ (7).

Г. Пусть параметры (9) независимы между собою. Когда

они, непрерывно мѣняясь, пройдутъ черезъ всевозможныя

значенія какъ дѣйствительныя такъ и мнимыя, то точки (7),

двигаясь непрерывно, опишутъ все пространство п-2 измѣ

реній. Въ самомъ дѣлѣ, каковы бы ни были отношенія коли

чествъ (3) между собою,–всегда найдется соотвѣтствующая

имъ система значеній параметровъ (9). Слѣдовательно при

независимыхъ между собою параметрахъ (9) геометрическая

форма, соотвѣтствующая уравненію (1)–есть все простран

ство п–2 измѣреній.

П. Пусть параметры (9) связаны между собою однимъ со

отношеніемъ: напр. пусть

а,—О.

Понятно, что въ такомъ случаѣ между координатами (3)

точки А будетъ существовать кромѣ (4) еще одно соотношеніе.

При всевозможныхъ измѣненіяхъ параметровъ (9), точки (7)

опишутъ:

1) при пеб поверхность въ пространствѣ 3-хъ измѣреній,

2) при пе-1 линію на плоскости,

3) при паз систему М постоянныхъ точекъ на прямой.

Таковы геометрическія формы, соотвѣтствующія уравненію

(1) въ томъ случаѣ, когда параметры (9) связаны между со

бою однимъ условіемъ.

П1. Пусть параметры (9) связаны между собоюдвумя усло

віями: напр.

а,— О, а, за О.

Въ такомъ случаѣ координаты (3) точки А связаны ме

жду собою кромѣ (4) еще двумя уравненіями.
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При всевозможныхъ измѣненіяхъ величинъ параметровъ

(9), точки (7) опишутъ:

1) при пеб кривую въ пространствѣ трехъ измѣреній,

2) при плачѣ системуМпостоянныхъ точекъ на плоскости.

(При п:3 разсматриваемый случай совсѣмъ встрѣтиться

не можетъ).

Таковы геометрическія формы, соотвѣтствующія уравненію

(1) въ томъ случаѣ, когда параметры (9) связаны между со

бою двумя условіями.

Мы будемъ называть разсмотрѣнныя нами геометрическія

формы изображеніями (Вilder–по Клейну) соотвѣтствующихъ

уравненій (1). Будемъ говорить, что уравненіе (1) изобра

жается соотвѣтствующею ему геометрическою формою.

5 49. Геометрическія изображенія для уравненій 5-ой степени.

I.

Пусть въ уравненіи 5-ой степени коэффиціентъ а, равенъ

нулю:

а, —О.

Уравненіе принимаетъ такой видъ:

у“--а, у“--а, у-а-а,–0. (10)

Корни уравненія (10) удовлетворяютъдвумъ соотношеніямъ:

Уу,— О, (4)

II

Еу"— О, (11)

IIIIIII

у,-ну,-ну,--у,-н-у,—0, (12)

у„1-4-у,”-н-у,”-н-у,”-н-у,"—0. (13)

Исключивъ изъ этихъ уравненій у, находимъ:

«-------«т»-«-же „

--у, у,--у,у,–0.
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Это уравненіе изображаетъ нѣкоторую поверхность 2-го по

рядка. Слѣдуя Клейну, мы назовемъ ее главною поверхностью

(Наuрtiache). Она служитъ изображеніемъ уравненія (10),

которое мы назвали въ главѣ Х главнымъ уравненіемъ 5-ой

степени,

При всевозможныхъ измѣненіяхъ коэффиціентовъ главнаго

уравненія (10) корни его служатъ координатами точекъ, ле

жащихъ на главной поверхности (14).

II.

Пусть въ уравненіи 5-ой степени коэффиціентъ а, равенъ

нулю:

Уравненіе принимаетъ такой видъ:

у?--а, у“--а, у-а-а,—0. (15)

Между корнями его существуетъ двѣ зависимости;

Жу, — 0, (4)

II

Ху,"— О, (16)

IIIIIIIII

«-------мнѣ по

у,”-н-у,”-н-у,”-н-у,”-н-у,"—0. (17)

Исключивъ у, изъ уравненій (12) и (17), находимъ:

у,”-н-у,”-н-у,”-н-у,"—(у,-н-у,--у,-н-у,)?-О. (18)

Эта поверхность 3-го порядка обладаетъ тѣмъ свойствомъ,

что на ней лежитъ каждая изъ діагоналей полнаго пятигран

ника, образованнаго пятью плоскостями координатъ. Вслѣд

ствіе этого Клебшъ назвалъ поверхность 3-го порядка, изо

бражаемую уравненіемъ (17) діагональною поверхностью

(Diagonalflache).

Итакъ, изображеніемъ уравненія (15) служитъ діагональ

ная поверхность (18).
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Слѣдуя Клейну, мы назовемъ уравненіе (15) діагональнымъ "

уравненіемъ.

III.

Пусть въ уравненіи 5-ой степени коэффиціенты а, и а,

равны нулю:

а,—а,–0.

Уравненіе принимаетъ такой видъ:

у?--а,у--а,—О. (19)

Это–уравненіе въ формѣ Жеррарда *).

Изображеніе его есть, понятно, та кривая 6-го порядка, ко

торая служитълиніей пересѣченія поверхностей: главной идіа

гональной.

Уравненіе Жеррарда-простѣйшее изъ уравненій 5-ой сте

пени. Корни его суть функціи одного параметра.

Остановимся на свойствахъ главной поверхности:

9-4-ли ?.-А.ли ?.-ли ?.. или 3.—

у„“--у,”-н-у,”-н-у,”-ну,"—0. (13)

Каждая точка поверхности 2-го порядка вполнѣ опредѣ

ляется двумя прямолинейными образующими, черезъ неепро

ходящими. Когда дана поверхность втораго порядка, то вся

кая прямолинейная образующая ея опредѣлена величиною

одного параметра.

Представимъ уравненіе

у„1-t-у,”-н-у,”-н-у,”-н-у,"— О, (13)

въ такомъ видѣ:

11-t-119-0, (20)

гдѣ 1, 1, 1, 1 суть цѣлые линейные многочлены съ пере

мѣнными:

*) Клейнъ называетъ его уравненіемъБринга по причинѣ, которую онъ

указываетъ на стр. 143 Vorlesungen iiber das llkosaeder.
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94, 95, У, 44, 45. (31)

Достичь такого разложенія квадратнаго многочлена можно

безконечнымъ числомъ способовъ. Какъ это сдѣлать всего

проще въ нашемъ случаѣ—мы увидимъ ниже.

Представимъ уравненіе (20) въ такомъ видѣ:

II. IIОДОСЕЛЯIIIIIII

449-4 са

гдѣ и-нѣкоторое постоянное число.

Уравненія однойизъ прямолинейныхъ образующихъ поверх

ности (20) представятся въ такомъ видѣ:

1-t- uf,— О,

"" """"" 1 уз;

1—щ,—О.

Представивъ уравненія (20) въ такомъ видѣ:

-444

IIТII.

И IIОДОСЕЛЯIIIIIII

—4-5-м «и

мы представимъ уравненія одной изъ прямолинейныхъ обра

зующихъ второй системы въ слѣдующемъ видѣ:

1-4-41-40,

ГЛ I

Если даны значенія параметровъ и и д: то изъ уравненій:

(12), (23) и (25), мы можемъ опредѣлить значенія всѣхъ пяти

корней уравненія (10):

у. 4, 11, 14, ч. С1)

(25)
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При этомъ намъ придется только рѣшить систему пяти

уравненій 1-ой степени съ пятью неизвѣстными.

Не трудно усмотрѣть, что линейныя функціи 1, 1, 1, 1,

могутъ быть выбраны слѣдующимъ образомъ:

1ау,--ву,-н-4"у,-н-?цу,-н-e”у, 1

1аку,-н- "у,--«Чу,--«Ту,-н-ну,

1-я.-rь.-л.-гв. 1-4, 1: 5

Лау,-н-Ту,--гу,--в”у,--гТу,

24

гдѣ вавіе 1 .

Дѣйствительно, подставивъ выраженія (26) въ формулу:

1, 1-t-7, 1, (27)

находимъ:

1, 1--1; 1422 у"-24, у. (28)

гдѣ индексы і и.] пріобрѣтаютъ значенія: О, 1, 2, 3, 4 и при

томъ такъ, что 4 и 1 во второй суммѣ имѣютъ непремѣнно

значенія различныя между собою.

Изъ равенства:

Ху;—О (4)

слѣдуетъ:

зу"-24,4-о. (29)

Поэтому

9.. „?...

15-41-344.—143-я, 5-я."-и.."-и.). (0

Слѣдовательно уравненіе главной поверхности можетъ быть

представлено въ видѣ:

1, 1-t-1, 1—О, (20)

гдѣ 1, 1, 1, 1) имѣютъ значенія, даваемыя формулами (26).
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Соображая только что сказанное,мы приходимъ къзаклю

ченію, что точки главной поверхности, а слѣдовательно и

корни уравненія:

у?-н-а, у“--а,у-в-а,—О (10)

вполнѣ опредѣляются значеніями двухъ параметровъ и и ту,

опредѣляемыхъ формулами:

354 г. 4-35. . . . 4

Iулагу;251455555594
и ——I—-------------------------15--за

у„--егу,--е"у,--ву,--егу,

(31)

цузу 555554, 1537у.

Ту,--гу,--гу,--в”у,--ву, "

„„, „4294949494949494.

у.-н-434,-I-еу,-н-e“у,-н-4111,

(32)

4494949499 I
у,--«Гу,-н-44,-I-41у,--ву, "

Это еще разъ подтверждаетъ сказанное выше: корни

уравненія (10) суть функціи двухъ независимыхъ между собою

параметровъ. За такіе параметры можно принять и и д: вхо

дящіе совершенно симметрично.

Посмотримъ, каковы измѣненія количествъ и и ту, соотвѣт

ствующія всевозможнымъ субституціямъ надъ корнями;

у., у, у, у., у С!)

уравненія (10).

Совершивъ надъ пятью количествами (21) всѣ 120 субсти

туцій симметрической группы, мы получимъ 120 перемѣщеній

этихъ количествъ. Каждому изъэтихъ перемѣщеній соотвѣт

ствуетъ одна опредѣленная точка на главной поверхности.

Черезъ каждую точку поверхности проходятъ двѣ образую

щія: 1-ой и 2-ой системы. Каждой субституціи надъ количе

ствами (21) соотвѣтствуетъ своя коллинеація точекъ простран

ства, перемѣщающая между собою полученныя 120 точекъ, а

вмѣстѣ съ тѣмъ и проходящія чрезъ нихъ образующія. При
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этомъ можетъ случиться одно изъ двухъ: образующая каждой

системы преобразуется въ образующую той же системы, или

же образующая каждой системы преобразуется въ образую

щую другой системы.

Пусть нѣкоторая субституція а измѣняетъ образующую,

опредѣляемую параметромъ и въ образущую той же самой

системы, опредѣляемую параметромъ 1. Параметры и и i

связанымежду собоюаналитически и притомъ такъ, чтокаждый

изъ нихъ есть однозначная функція другаго.Это значитъ, что

они связаны между собою линейно:

ій— Stu),

гдѣ 8 есть символъ нѣкоторой линейной подстановки.

Пусть нѣкоторая субституція «Т замѣняетъ образующую,

опредѣляемую параметромъ и, другою образующею, опредѣ

ляемою параметромъ ѣ. Совершенно тѣми же разсужденіями,

какія приведены выше, мы убѣдимся въ томъ, что и есть ли

нейная функція и

4--- В" (и).

Совокупность субституцій, замѣняющихъ каждую образую

щую новою образующею тойже самой системы, необходимо,

должна составить группу. Обозначимъ эту группу буквою Г

Посмотримъ, что это за группа.

Если всякая субституція симметрической группы входитъ

въ Г, то Гесть симметрическая группа субституцій изъ пяти

буквъ порядка 120.

Если Г не есть симметрическая группа,то должна суще

ствовать хотя бы одна субституція д’, замѣняющая образую

щую одной степемы новою образующею другой системы. Въ

такомъ случаѣ, обозначая буквою а, какую либо изъ субсти

туцій группы Г, мы замѣтимъ, что

57 I-1—1

есть субституція группы Г

Если такъ, то Гесть особая часть симметрической группы
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Такъ какъ симметрическая группа 120-го порядка имѣетъ

единственную особую часть: знакоперемѣнную группу 60-го

порядка, то мы приходимъ къ заключенію, что группа Гесть

IIIIIII

1) симметрическая группа порядка 120,

ИДИЕ

2) знакоперемѣнная группа порядка 60.

Мы видѣли, что каждой субституціи а группы Г соотвѣт

ствуетъ линейная неоднородная подстановка:

и 4 Ви)

ВЕРЛИЧ11IIIII 14.

Если порядокъ группы Г равенъ 120, что величина и

имѣетъ 120 значеній, связанныхъ между собою группою

120-го порядка линейныхъ неоднородныхъ подстановокъ.

Въ главѣ 1V мы видѣли, что такой группы неоднородныхъ

линейныхъ подстановокъ не существуетъ. Самый высокій по

рядокъ группы неоднородныхъ линейныхъ подстановокъ ра

венъ 60, и въ такомъ случаѣ эта группа-икосаэдрическаго

"Трипя.

Итакъ, группа Г—знакоперемѣнная порядка 60 и изоморф

на съ икосаэдрической группой.

Совокупность субституцій,замѣняющихъ каждую образую

щую другой образующей той же самой системы, есть знако

перемѣнная группа Г порядка 60.

Подъ вліяніемъ этихъ субституцій параметръ и пріобрѣ

таетъ 60 значеній, связанныхъ между собою линейными не

однородными подстановками икосаэдрической группы.

Возьмемъ функцію (31). Примѣнивъ къ ней 60 подстано

вокъ знакоперемѣнной группы, мы получимъ 60 величинъ

и, и,, и,... и,, (33)

связанныхъ между собою линейными подстановками икоса

эдрической группы.
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Произведеніе

44-599

Пи— и.I (34)

ію)

есть многочленъ цѣлый относительно и и имѣющій коэффи

ціентами знакоперемѣнныя функціи количествѣ (21).

Такъ какъ всякая знакоперемѣнная функція корней урав

ненія (10) есть раціональная функція его коэффиціентовъ и

квадратнаго корня изъ его дискриминанта А, то мы въ правѣ

представить функцію (34) въ такомъ видѣ:

4-59

Ди-и)–фи, a, a, a, удѣ (36)

4-40

Уравненіе, опредѣляющее величину и будетъ таково:

Фли, а... а... а., v. 5)–о. (36)

Это уравненіе–60-ой степени; оно не мѣняется отъ пре

образованія посредствомъ линейныхъ подстановокъ нѣкото

рой икосаэдрической группы. Если такъ, то на основаніи

извѣстнаго намъ объ икосаэдрическомъ уравненіи мы можемъ

утверждать, что уравненіе (36) приводится къ виду:

Н.Чи)

С127, 12;

— А-- Ву"У, 137)

гдѣ 14и) есть первичная функція икосаэдрическаго типа,

Н.(и) ея гессіанъ, А и В-раціональныя функціи коэффи

ціентовъ

О,; О4. О,

уравненія (10).

Остается разсмотрѣть слѣдующіе два вопроса:

1) Будетъ ли уравненіе (37) нормальнымъ икосаэдрическимъ

уравненіемъ?

2) Какъ выражаются величины А иВ черезъ коэффицi

енты уравненія (10)?



— 158 —

Уравненіе (10) есть резольвента 5-ой степени. икосаэдри

ческаго уравненія (37). Въ главѣ Х мы видѣли, что въ та

комъ случаѣ группы обоихъ уравненій изоморфнымежду собою.

Основныя субституціи а и т группы уравненія (10) соот

вѣтствуютъ основнымъ субституціямъ 8 и 8” икосаэдриче

ской группы и выражаются такъ:

--«что» же у „

т ---(у.) (у, у.) (у, у.),

Для нахожденія основныхъ подстановокъ 5 и3группы урав

ненія (37), мы возьмемъ корень и этого уравненія, выра

жаемый формулою (31), и посмотримъ, какія измѣненія вы

зываютъ въ немъ субституціи а и т.

Послѣ подстановки а онъ переходитъ въ а, при чемъ:

ii– ви. (39)

Слѣдовательно основная подстановка Sгруппыуравненія (37)

Таl1801В311

Stu)— ви. (40)

Такое же вычисленіе подстановки 5оказалось бы довольно

сложнымъ *). Его мы можемъ значительно сократить, поль

зуясь слѣдующими соображеніями.

Разсмотримъ сначала частный видъ уравненія (10).

Положимъ:

у,да О, у,——у,— 1, у,а—у,а за 1. (41)

Уравненіе (10) будетъ таково:

у?—у- О. (42)

Изъ формулы (31) слѣдуетъ:

*) Оно потребовало бы, между прочимъ, исключенія двухъ корней,

напр. у. и у.; изъ формулы (31) при посредствѣ условій:

Ууаго, Ху19-0.
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(5--4) -t- (44-4)
14с. — —I—-—5--——

(e”—e”)ый(—s?)?

(43)

откуда:

4тс . . 21т

иног-г-4-го-за-за 3. 44

Выполнивъ субституцію:

т. 49 (у.) (у, у.)(у, у.)

надъ величинами (41) и вставивъ ихъ затѣмъ въ формулу

(31), мы замѣтимъ, что величина и не измѣнилась. Слѣдо

вательно, искомая подстановка 57 не мѣняетъ величину:

«на («Что?), «о
5 "" "” 15

и это справедливо независимо отъ того, который изъ двухъ

знаковъ мы возьмемъ передъ вторымъ членомъ формулы (44).

Отсюда мы выводимъ такое заключеніе: тѣ двѣ точки

плоскости комплекснаго перемѣннаго и, которыя не мѣня

ются искомою подстановкою 5, суть слѣдующія:

4--449-459. 1

—-уже 3-«угу;

(45)

Г...„Аз. „251 I

«--449—45). I

Зная, что подстановка 5-втораго порядка, и имѣя тѣ

двѣ точки а и b, которыя ею не мѣняются, легко найти эту

подстановку.

Пусть:

Iаи-н-3

Обратная ей подстановка:

Ви— В

5—14)---------5 (47)

а— уш



— 160 —

должна быть тождественна съ нею. Отсюда слѣдуетъ, что:

34—а. (48)

Положивъ:

9 „L. А.

3-я, 5-я «о

находимъ:

ван-393; во
и—К

Двойныя точки этой подстановки служатъ корнями квадрат

наго уравненія:

и"—2Ки.— 14. О. (51)

Зная, что корни этого уравненія выражаются формулами

(45), находимъ:

на29-е. 1

5 —- --- I

« ..... і "— — и Ганя 22-49521 —

4--442-45) и 1

Искомая подстановка 5" такова:

I(1-t-41)и-н-1

«--553; «о

Основныя подстановки 8 и 5 группы уравненія (37) вы

ражаются формулами (40) и (53):

Stu)— tu, (40)

(e”-н-e?) и-н-1

и —(e”-а-а") "

51ш)–7—-----------. (53)

Эти формулы тождественны съ формулами (56) главы ГV.
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Поэтомумы въ правѣ сказать, что Sи 5суть основныя подста

новки нормальнойикосаэдрической группы. Слѣдовательно какъ

группа уравненія (37), такъ и само этоуравненіе представлены

въ нормальномъ видѣ. Для нахожденія величины параметра и

прямолинейной образующей главной поверхности, необходимо

рѣшить нормальное икосаэдрическое уравненіе (37).

Такъ какъ величина и, опредѣляемая формулою (31), подъ

вліяніемъ субституцій знакоперемѣнной группы пріобрѣтаетъ

полное число значеній (т. е. 60 значеній), то всѣ корни

уравненія (10) суть раціональныя функціи величины и.

Какъ „выражаются коэффиціенты А и В уравненія (37)

черезъ коэффиціенты а,, а, а, уравненія (10)–мы увидимъ

въ слѣдующемъ параграфѣ.

5 бо. Рѣшеніе главнаго утѣшенія этой степени,

Въ 5 49 мы пришли къ заключенію, что для рѣшенія

главнаго уравненія 5-ой степени:

у”-на, у“--а, у-н-а,–0 (10)

достаточно рѣшить икосаэдрическое уравненіе нормальнаго

ВИДа;

НЧи)

55554-4-4ма его

Займемся подробностями этихъ вычисленій.

Для простоты формулъ представимъ уравненіе (10) въ

такомъ видѣ:

у“--5ду“--53у-н- узы О, (54)

при чемъ:

О. А. О,

«435, 44-55, 1-4,

Дискриминантъ уравненія (54) таковъ:

А–108494—13549994-9049449—320439-4-25639--49 "). (55)

*) См. Еaа de Вrunо Тhéorie des formes binaires. Таблица ГV”.

т.хуп. вып. 1. 11
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Уравненіе (54) есть одна изъ резольвентъ 5-ой степени

икосавдрическаго уравненія (37), или, что то же, уравненія:

470) . . 4

255535 — 4, 19)

гдѣ:

ян- А-- Ву"д. (56)

Мы видѣли въ 5 46, что резольвента 5-ой степени урав

ненія(37) въ самомъ общемъ видѣ содержитъ въ себѣкромѣ

перемѣннаго я еще два произвольныхъ параметра. Эта ре

зольвента можетъ быть представлена въ слѣдующемъ видѣ:

а ". 15

что-чт-даль-99)»

61911-4-4149 319
- 151 —411-4—Д—-С.

-ча-а-I99499-535);- а

555. 554

—н------— 1: О.—4- 3 148h?—4----н-44—–

(то-392-495

Уравненіе (54) есть одна изъ главныхъ резольвентъ 5-ой

степени икосаэдрическаго уравненія (55). Она заключается

въ общей формулѣ (57) и сдѣлается тождественною съ урав

неніемъ (57), если мы дадимъ параметрамъ Л, Е, а значенія,

удовлетворяющія тремъ слѣдующимъ уравненіямъ:

I 819-t-1211 1 619--41

«-—-—-54. «я

19 1919199-4-12159 УIIII9

4--45-94545-555, о

Л? ..... 1911. 45149---12159
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Опредѣлимъ изъ этихъ уравненій величины Е, Е, 2 ").

Изъ уравненій (59) и (60) находимъ:

(1214-12).819-1249". 643--41
—4- —

5-----------------55. «и

Раздѣливъ уравненіе (61) на уравненіе (58), имѣемъ:

1243--у. К"

15---55, 64

Изъ тѣхъ же уравненій (59) и (60) находимъ:

15-49-644-4 т.

Такимъ же образомъ изъ уравненій (58) и (59) получимъ:

К” „, „V”. . I4 (1—2)

Изъ уравненій (63) и (64) слѣдуетъ, что:

1 (1—4)„. . ..... 3

55—4—449 (за--з5-54, 6

1IIIIIII

К? У". 19.У. В? (342-t-23)".

Вставляя въ это уравненіе вмѣсто

1—2

*) Приведенное въ текстѣ весьма искусное рѣшеніе этихъ уравненій

заимствовано у Клейна (Vorles. lib. das Пкоs. стр. 192). По словамъ

Клейна онъ самъ заимствовалъ его изъ лекцій Гордана. Подобное же

исключеніе есть у Киперта въ сочиненіи „Аuflбsung der Gleichungen

funften Grades“. Журналъ Крелля. т. 87.

14
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„ные, стоящее въ лѣвой части уравненія (99); 449499

ще-зе-зем-Iшей-за-та

(67)

-1ччу: — вы — то

т5, 5ратное уравненіе, опредѣляющее ччч9991 999:

метра 1. Рѣшивъ его, будемъ имѣть:

. 1145-5599499

«-чччаѣач. 49

5 л ь, искриминантъ уравненія (64), опредѣленія 99Р:

мулою (55).

такъ какъ величины козфиціентовъ 4, 5, 7 и 999999» 19

шистна и величина А. Вставивъ значенія 9, 4, 7; 9 19

формулу (68), находимъ величину 4

Подставимъ выраженіе (62) величины?

159

гда "

въ формулу: (63) и опредѣлимъ изъ нея 4

(49449—139-111. (во)

***": казакаЕ1645)?

вней величину и, вычисленную по формулѣ (99); 19 1999

женіе (69), мы вычислимъ величину 4

выраженіе величины я дѣйствительно приметъ 9999

544 л. 1-ву?... [49

представимъ равенство (58) въ слѣдующемъ 1479

544.-1249; 61-t-К К?

с .——- -1-— . .ду с .——I—— . ,— и

5 Т. 2 1—2

(то)
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Подставивъ въ него вмѣсто

151

1—2

выраженіе (62) и рѣшивъ затѣмъ полученноеуравненіе отно

сительно К, находимъ:

9649--723i”-н-691—12292

99—Разд

(71)

Вставивъ въ эту формулу вмѣсто Б и я найденныя раньше

значенія этихъ параметровъ, находимъ величину Б.

Итакъ, формулы (68), (69), (71) даютъ возможность по

даннымъ коэффиціентамъ 2, 3, 9 уравненія (54) найти вели

чины 1, В, г. Въ выраженія этихъ величинѣ входитъ един

стенная ирраціональность: квадратный корень изъ дискрими

нанта уравненія (54). Знакъ передъ этимърадикаломъ вполнѣ

произволенъ.

Въ дальнѣйшихъ разсужденіяхъ мы будемъ полагать, что

h, К, а имѣютъ числовыя значенія, найденныя по формуламъ

(68), (69), (71). Въ такомъ случаѣ уравненіе (54) тожде

ственно съ (57) и служитъ главною резольвентою 5-ой сте

пени для нормальнаго икосаэдрическаго уравненія:

4700 ш. „

авать его

Изъ формулы (131) главы Х видно, что корни уравненія

(57) выражаются черезъ корни уравненія (37") слѣдующимъ

образомъ:

11и)1V и) Н."и)...„ьь. 49944709 . „,

Вставляя въ эту формулу вмѣсто и корни икосаэдрическаго

уравненія (37"), мы найдемъ всего 5 различныхъ величинъ,

служащихъ корнями уравненія (57), или, что то же, даннаго

намъ уравненія (54).
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Такъ какъ мы знаемъ изъ сказаннаго въ главѣ Х, что

подстановкѣ

Stu)—ви

икосаэдрической группы соотвѣтствуетъ субституція:

9411, Л., 1, 1, 1) (73)

группы уравненія (57), то для нахожденія всѣхъ пяти кор

ней уравненія (54) достаточно найти одинъ изъ корней и

икосаэдрическаго уравненія (37") и подставить въ формулу

(72) послѣдовательно 5 величинъ:

и, ви, в*ш, а "и, а "ш. (74)

Полученныя 5 значеній величины Г будутъ служить пятью

корнями уравненія (54).

Изъ сказаннаго въ настоящемъ параграфѣ вытекаетъ слѣ

дующій способъ рѣшенія всякаго главнаго уравненія 5-ой

степени,

Подставивъ коэффиціенты а, В, у даннаго уравненія въ

формулы (68), (69), (71), находимъ величины Е, Е, 2, кото

рыя мы вносимъ въ формулы (37") и (72).

Найдя одинъ изъ корней и икосаэдрическаго уравненія (37),

мы подставляемъ величины (74) вмѣсто и въ формулу (72).

Выполнивъ вычисленія, находимъ всѣ 5 корнейуравненія (54).

Этотъ способъ рѣшенія принадлежитъ Клейну.

5 51. Рѣшеніе уравненія 5-ой степени общаго вида.

Еще Абелемъ было показано, что въ случаѣразрѣшимости

алгебраическаго уравненія въ радикалахъ формула его рѣ

, шенія можетъ быть построена такъ, чтобы всякій входящій

въ нее радикалъ былъ раціональною функціею корней дан

наго уравненія.

Такіе радикалы, которые могутъ быть выражены въ видѣ

раціональныхъ функцій корней,Кронекеръ назвалъ естествен

ными ирраціональностями въ противоположность тѣмъради

каламъ, которые даже и черезъ корни уравненія выражаются
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ярраціонально. Радикалы послѣдняго рода онъ назвалъ вла

могательными (ассеssorische) ").

рѣшая плавное уравненіе 5-ой степени, мы пользовались

двумя ирраціональными величинами;

1) корнемъ икосавдрическаго уравненія и, который выра

жается раціонально черезъ корни разрѣшаемаго уравненія

5-ой степени при посредствѣ формулы (31)

а) квадратнымъ радикаломъ изъ лисшаманить у. «про

жающимися тоже раціонально черезъ корни разрѣшаемаго

уравненія:

уб-м-м...-про-кля-чах

X (у,–у,)(у,—у.)Оу,-у.)Х

X(у,–у,)(у,—у.)Х

х (у,—у,). О

Слѣдовательно мы въ правѣ сказать, что главное уравненіе

5-ой степени можетъ быть разрѣшено въ естест99999

ирраціональностяхъ.

Посмотримъ, не можетъ ли уравненіе 5-ой степени общаго

ВИД42

у?--аду“--аду--аду--а,-«О СО

быть разрѣшено въ естественныхъ ирраціональностяхъ 19г

добно тому,какъ разрѣшается главное уравненіе 5-ой степени;

Если уравненіе (76) разрѣшимо въ естественныхъ ирра

ціональностяхъ при посредствѣ корней икосаздрическаго

уравненія, то должна существовать раціональная функція кор

ней уравненія (76), которая при субституціяхъ группы эт999

уравненія испытываетъ линейныя преобразованія икосаря

ческой группы. Назовемъ эту функцію снова буквою 1,

*) Объ этомъ различіи см. Кronecker. Сeber die Gleichungen fintien

Grades. Сrelles Journal Вd. 59. А также: Кlein. Vorlesungen iiber das

Шкosaeder. Стр. 157.
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Пусть корни уравненія (76) обозначены буквами:

у., У, 44, 45, 4, (77)

между ними существуетъ линейное соотношеніе:

у,–и–у,-н-у,--у,-ну,—0, (78)

позволяющее во всѣхъ нашихъ формулахъ исключить одинъ

изъ корней, напр. у. Остальные четыре корня вполнѣ между

собою независимы.

Функція и представится въ видѣ:

„994949494, по

40у, у, у., у.)”

гдѣ ф и ф суть цѣлыя раціональныя функціи аргументовъ,

не имѣющія общихъ множителей.

Совершимъ такую четную субституцію величинъ (77), ко

торая измѣняетъ величину функціи (79).

Въ результатѣ находимъ:

5944444. 45
41 —А

40у, у... у... у.)

Согласно сдѣланному нами условію 11 есть линейная функ

ція и:

аи--3

ти--8"

11 —
(81)

Отсюда вытекаетъ тождество:

4444454) L494545454) 5994445454]

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII. (9)

фу, у, у, у.) Т7904, ч. 14, 421-444. 44, 1, 1)

Такъ какъ многочлены ф и ф не имѣютъ общихъ множи

телей, то обѣ дроби, входящія въ равенство (82), несократимы.

Такъ какъ, кромѣ того, величины:

II, 11. 11,, 3),



— 169 —

между собою вполнѣ независимы, то должны имѣть мѣсто

тождества *):

«т»«т»«т»«т» «т» т. .„

Чу... и... и... и! — Сдали... и... и... и!)--44, и, п, ч. 1

Слѣдовательно, каждой изъ 60 субституцій знакоперемѣнной

группы соотвѣтствуетъ линейная бинарная подстановка надъ

величинами 3 и 4.

Совершимъ надъ ф и ф всѣ 60 субституцій и найдемъ

соотвѣтствующія имъ 60 бинарныхълинейныхъ подстановокъ.

Эти 60 бинарныхъ подстановокъ образуютъ группу, потому

что соотвѣтствующія имъ субституціи образуютъ группу.

Между этими шестьюдесятью подстановками равныхъ ока

заться не можетъ–иначе величина и имѣла бы меньше 60

значеній.

Итакъ, найденныя нами бинарныя линейныя подстановки

образуютъ группу бинарныхъ линейныхъ подстановокъ 60-го

порядка изоморфную съ икосаэдрической группой неоднород

ныхъ линейныхъ подстановокъ. Это заключеніе противорѣ

читъ теоремѣ 4 главы ГV. Отсюда слѣдуетъ, что нѣтъ такой

раціональной функціи корней уравненія 5-ой степени общаго

вида, которая удовлетворяла бы икосаэдрическомууравненію.

Для разрѣшенія уравненія 5-ой степени (76) намъ надо пре

образовать его раціональною подстановкою въ главное урав

неніе.

Въкоэффиціенты этого раціональнаго преобразованія непре

мѣнно войдутъ радикалы, и при томъ эти радикалы будутъ

43стало 11010746247,741511444.

*) Въ случаѣ главнаго уравненія величины:

Лр. У1, 4; У.

связаны между собою уравненіемъ главной поверхности:

у?-у!“-ну!“-ну,“-ну,-уду-ну-ну-ну-ну, —0. (14)

Поэтому къ главномууравненію сказанное выше непримѣнимо. Въ этомъ

заключается существенное различіе главнаго уравненія отъ общаго.
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Геометрическій смыслъ такого преобразованіязаключается

въ слѣдующемъ: мы устанавливаемъ соотвѣтствіе междуточ

ками пространства и точками главной поверхности такъ,

чтобы каждой точкѣ пространства соотвѣтствовала един

ственнаяточка главной поверхности.Мы можемъэтого достичь

различно: напр. проведя черезъ данную точку пространства

лучъ въ опредѣленномъ произвольно выбранномъ направленіи,

мы можемъ принимать за соотвѣтственную одну изъ двухъ

точекъ пересѣченія этого луча съ главною поверхностью.

Для раздѣленія двухъ точекъ пересѣченія луча съ главною

поверхностью придется ввести въ формулы одинъ вспомога

тельный квадратный радикалъ.

На практикѣ всего удобнѣе выполнить преобразованіе

уравненія (76) въ главное уравненіе, положивъ:

17-у“-4-Ау-н- В. (84)

Обозначивъ буквами:

8; 8, 84, 85

извѣстныя симметрическія функціи корней уравненія (76) и

припомнивъ, что для уравненія (76)

НахОДИМЪ:

ЖЕаs,–-5В,

519—s,--2Аs,--(А”-н-2В09,--5В". 1

(85)

Для того, чтобы преобразованное уравненіебыло главнымъ,

величины А и В должны удовлетворять условіямъ:

s,--5В.-0,

! «
s.-н-2Аs,--(А1-t-2В)s,–н-5В9-10.

Величина В раціональна, а А зависитъ отъ одного вспомо

гательнаго квадратнаго радикала.
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5 52. Рѣшеніе уравненія 5-ой степени въ формѣ Жеррарда.

Уравненіе Жеррарда:

у?--53у--у–0 (87)

принадлежитъ къ числу главныхъ. Его рѣшеніе получится

изъ формулъ главнаго уравненія, если мы положимъ въэтихъ

формулахъ да О.

Положивъ:

ас.О

въ формулѣ (55), получимъ:

А н 25639--45. (88)

Изъ формулы (68) находимъ:

——-4- !

«---5, во

Подставивъ выраженіе (68) величины К въ формулу:

1231-4-у,

и разложивъ полученную функцію по возрастающимъ степе

нямъ а, будемъ имѣть:

2

па-----4949--- «

гдѣ А имѣетъ значеніе, опредѣляемое формулою (88).

Подставивъ выраженіе (90) величины:

1251-4-у

въ формулу (69), произведя сокращеніе полученной дроби

на а? и положивъ затѣмъ:

а за О,

НахОДИМѣ:

44.332215544, за

256392434--14;улу
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или, подставляя вмѣсто А выраженіе (89):

5 . 5-I ?

[35-ма!
—121..................!.. О!?)

256–59ль уЖ)39 "

27 с

Подставивъ выраженіе (90) въ формулу (71), сокративъ по

лученную дробь на а и положивъ затѣмъ ха! О, находимъ:

„1999599945),К —-----------44—4-Е К. (93

аказаду;“ ?

или, подставляя вмѣсто Л выраженіе (89);

7 . —

14-л4).
„Когда мы

24-1-44)3 "

Найдя числовыя значенія Н, Б, а по формуламъ (89), (92), (94),

мы будемъ дальше рѣшать уравненіе (87) совершенно такъ

же какъ выше рѣшали уравненіе (54).

Извѣстно, что всякое уравненіе 5-ой степени раціональ

нымъ преобразованіемъ приводится къ Жеррардовой формѣ.

Посмотримъ, каковъ геометрическій смыслъ преобразованія

главнаго уравненія въ Жеррардово.

Геометрическимъ изображеніемъ Жеррардова уравненія

служитъ кривая 6-го порядка въ пространствѣ, служащая

линіей пересѣченія поверхностей: главной и діагональной.

Желая преобразовать главное уравненіе въ Жеррардово, мы

устанавливаемъ такое соотвѣтствіе между точками главной

поверхности и этой кривой 6-го порядка,чтобы каждойточкѣ

главной поверхности соотвѣтствовала единственная точка

кривой 6-го порядка.

Всего проще сдѣлать это такъ: провести черезъ данную

точку главной поверхности одну изъ прямолинейныхъ обра

зующихъ, найти три точки пересѣченія этой образующей съ

діагональною поверхностьюи одну изъэтихътрехъточекъ при
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нять за соотвѣтственную съ данной точкой. Для раздѣленія

трехъ точекъ пересѣченія образующей съ діагональною по

верхностью придется рѣшить кубичное уравненіе, при чемъ

въ формулы войдутъ два радикала: квадратный и кубичный.

Въ справедливости этого заключенія можно убѣдиться и

аналитически. Въ самомъ дѣлѣ, мы видѣли, что всякое глав

ное уравненіе 5-ой степени есть резольвента икосаэдриче

скаго уравненія:

Н. Чи)

355-4, 195

гдѣ а есть нѣкоторая извѣстная намъ функція коэффиціен

товъ даннаго уравненія 5-ой степени.

Преобразуя раціонально данное намъ уравненіе 5-ой сте

пени, мы будемъ получать всевозможныя резольвенты 5-ой

степени того же уравненія (37"). Всѣэти главныя резольвенты

заключены въ формулѣ (57) и разнятся только значеніями

параметровъ Б и В. Если мыхотимъ,чтобы преобразованное

уравненіе былоЖеррардово,то должны выбрать Л и К; такъ,

чтобы они удовлетворяли условію:

ви-лич-1359--о, «о

т. е. чтобы отношеніе

1

К

было корнемъ кубичнаго уравненія:

ЛЛ? ...ДУ1 6 (ЛУ 1

При рѣшеніи этого уравненія дѣйствительно входятъ два

радикала: квадратный и кубичный.

5 53. Рѣшеніе уравненія 4-ой степени.

Уравненіе 4-ой степени общаго вида можетъ быть изобра

25621О Т24ЕТЬТ

у“--а, у“--а,у-н-а, —0. (97)
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Главное уравненіе 4-ой степени таково:

у“--а,у-н-а,–0. (98)

Сравнимъ это уравненіе съ уравненіемъ (87) главы Х:

4. „. 1

55171-575
Е“-4-55, 17-н-15—О. (99)

Уравненіе (99) есть резольвента 4-ой степени октаэдриче

скаго уравненія во второй нормальной формѣ:

14------4—а г. (100)

Корни уравненій (99) и (100) связаны между собою соот

ношеніемъ:

1 .74217-542
9—4— га ——-—–5–

«-— 54-945595, число

откуда;

«—4-мѣ

9------9---------. (па

плат-ча (ка-3)

Для тождественности уравненій (98) и (99) необходимо вы

брать величины 1 и 2 такъ, чтобы они удовлетворяли урав

неніямъ:

4 I

4-375, 4-35. (194)

Изъ этихъ уравненій находимъ:

—4- «

4—5, 4-55- для

Подставивъ въ формулы (102) и (100) вмѣсто Б и г ихъ

величины, опредѣляемыя формулами (104), и внеся затѣмъ

въ формулу (102) вмѣсто и величину одного изъ корней окта



эдрическаго уравненія (100), мы находимъ величину одного изъ

корней уравненія (98).

Для полученія всѣхъ четырехъ корней уравненія (98), мы

должны послѣдовательно подставить въ формулу(102)четыре

слѣдующихъ корня октаэдрическаго уравненія (100):

и, 5шr, 51ш), 59 (и), (105)

гдѣ:

«-545. I

"— У99 1 5

2uri

Е 4сса 42
3

I

Для рѣшеніяуравненія 4-ой степени общаго вида (97) въ ги

пергеометрическихъ функціяхъ, мы должны предварительно

преобразовать его въ главное уравненіе. Дляэтого преобра

зованія мы можемъ воспользоваться приведенными выше

формулами (84) и (86). Коэффиціентъ Абудетъ выражаться

при помощи одного вспомогательнаго квадратнаго радикала.

Геометрическій смыслъ этого преобразованія слѣдующій.

Мы устанавливаемъ такое соотвѣтствіе между точками пло

скости и точками главнаго коническаго сѣченія:

Е”-н-Т,9--19-t-119-0, (107)

чтобы каждой точкѣ плоскости, соотвѣтствовала единственная

точка на коническомъ сѣченіи (107).

Координаты:

У, Е, 1, У3

этой точки мы принимаемъ, за корни преобразованнаго урав

ненія.

Мы можемъ установить такое соотвѣтствіе, проводя черезъ

точку плоскости лучъ въ произвольномъ направленіи и при

нимая одну изъ точекъ пересѣченія его съ главною кривою

(107) за соотвѣтственную точку.
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Для раздѣленія двухъ точекъ пересѣченія луча съ кривою

(107) необходимо ввести въ формулы одинъ вспомогательный

квадратный радикалъ.

Мы убѣждаемся въ томъ, что этотъ радикалъ—вспомога

тельный, повторяя разсужденія, приведенныя выше по поводу

уравненія 5-ой степени.

Если бы радикалъ пе былъ вспомогательнымъ, то корни

уравненія четвертой степени общаго вида были бы раціо

нальными функціями корней октаздрическаго уравненія.

Отсюда мы пришли бы къ заключенію, что существуетъ

группа однородныхъ линейныхъ подстановокъ изоморфная съ

октаэдрической; а это противорѣчило бытеоремѣ4 главы ГV.

5 54. Рѣшеніе уравненія 3-ей eтепени,

Кубичное уравненіе общаго вида:

у?--аду--а,---0 (103)

есть главное уравненіе.

Такъ какъ изъ сказаннаго въ 5 20 слѣдуетъ, чтодвупира

мидная группа 6-го порядка можетъ быть изоморфна съ со

отвѣтствующею ей группою бинарныхъ линейныхъ подстано

вокъ, то мы въ правѣ ожидать, что корни кубичнаго урав

ненія общаго вида суть раціональныя функціи корней дву

пирамиднаго уравненія 6-ой степени.

И дѣйствительно, не трудно убѣдиться въ томъ, что Ла.

гранжева функція:

2uriі

ину,--гу,--гу, гдѣ не". (109)

подъ вліяніемъ симметрической группы субституцій изъ трехъ

буквъ испытываетъ линейныя преобразованія.

Примѣнимъ къ функціи (109) основныя субституціи:

IIIII. II. I и
т. 4 (у.) (у, у.),

симметрической группы.
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Подъ вліяніемъ этихъ субституцій функція (109) преобра

зуется въ а и ѣ, при чемъ

ii–у,-н-4"у,--гуанви,

4-я--44.--чт- 1 II

„4545454сѣласмѣадѣ„сѣ

до 26

Слѣдовательно подъ вліяніемъ субституцій а и т. функція и

испытываетъ линейныя подстановки:

5. (112)
жаніи, 465-—3

Функція величины и, инваріантная относительно этихъ

подстановокъ, такова:

и”— 14- . (113)

Функція эта не мѣняется подъ вліяніемъ основныхъ субсти

туцій о и 1 группыуравненія(108); она неизмѣнится и отъ все

возможныхъ субституцій тойже группы.Это—симметрическая

функція корней уравненія (108).

Дѣйствительно, произведя вычисленія, находимъ, что:

9- СЯ- —

и”—15-4—27а,. (114)

Таково то двупирамидное уравненіе 6-го порядка, которому

удовлетворяетъ величина и. Основныя подстановки 8 и 5,

группы уравненія (114) опредѣляются формулами (112).

Всѣ три корня кубичнаго уравненія (108) суть раціональ

ныя функціи корня и уравненія (114).Они могутъ быть най

дены изъ уравненій:

ТХVІП. Вып. 1. 195
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-------- I

---------- I чт

1Оазу,-н-у,-н-у,.

Изъ этихъ уравненій имѣемъ:

— Ч. — 54 —Ч-54 —Чт.-4

«--4--2) г.-34--54) кн. 1--2) что

Уравненіе (114) есть двупирамидное уравненіе, неприве

денное къ нормальной формѣ.

Мы можемъ рѣшить кубичноеуравненіе (108), слѣдуя тому

пути какимъ мы шли въ предшествующихъ случаяхъ.

Сравнивъ уравненіе (108) съ резольвентой (50) главы Х,

мы можемъ выбрать параметры Л и г такъ чтобы эти урав

ненія были тождественны между собою. Тогда корни уравне

нія (108) выразятся, какъ раціональныя функціи корней нор

мальнаго двупирамиднаго уравненія. Однако необходимо за

мѣтить, что при этомъ выраженія 1 и 2: будутъ содержать

въ себѣ вспомогательный квадратный радикалъ:

уй,

который для рѣшенія уравненія (108) является излишнимъ.

5 55. Уравненіе Лкоби 6-ой степени.

Слѣдуя Бріоски, мы будемъ называть уравненіемъ Якоби

6-ой степени всякое уравненіе6-ой степени, обладающее слѣ

дующимъ свойствомъ: его корни

1.., 44, 45, 44, 45, 4: О!?)

выражаются формулами:

уй.”ну 54,

(118)2х1

5

уныл.---"А,--«ЧА, Ваню, 1, 2, 3, 4, 4-е

Въ этихъ формулахъ величины
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А., А., А, (119)

суть нѣкоторыя количества, опредѣляющія собою коэффицi

енты уравненія.

Равенства (118) устанавливаютъ нѣкоторую линейную связь

междуквадратными корнями изъ величинъ(117): исключивъ три

величины (119) изъ шести уравненій (118), мы находимъ три

различныхъ между собою линейныхъ соотношенія между

шестью квадратными радикалами изъ корней (117) уравне

нія Якоби. "

Рѣшивъ уравненія (118) относительно величинъ

А., А., А., (119)

НахОДИМъ:

1 — 1 . — I— — — —. .

л-Iма-I«емлемо-«что»

1, 1— , — „ — „ — —

А-I«К-губ.--«К-лѣ2--46, 1 (140

144-ма-ха-ха-ха!

«--345-ма-ха-ха-ха!»

Слѣдовательно величины

А„, А,, А, (119)

суть три такія функціи корней уравненія Якоби, черезъ ко

торыя всѣ корни этого уравненія выражаются раціонально.

Отсюда, между прочимъ, видно, что корни уравненія Яко

би суть функціи трехъ, вообще говоря, независимыхъ между

собою параметровъ (119).

Пусть уравненіе, имѣющее корнями величины (117), таково:

у“--а, у“--а, у“--а, у“--а, у“--а, у-в-а, —0. (121)

Выразимъ симметрическія функціи

555. 55 85, 85; 84, 8,
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корней уравненія (121) черезъ величины (119) при помощи

формулъ (118) и вычислимъ затѣмъ коэфиціенты уравненія

(121), примѣняя формулы Ньютона.

Въ результатѣ этихъ довольно сложныхъ вычисленій, *)

нахОДИМЪ:

а,-104, а,—35А”, а,—–60А?-н-10В,

а,—5549—30АВ, а,–26А9-н-30А"В—4О, 1 (122)

а,—5(А?–В)?, - I

гдѣ:"м.

А-А„“---А„А, В-ВА„"А„А,–2А„"А,"А,”-н-А,"А,?—

—А„(А,”-н-А,"),

С.-З20А."А,"А,"—160А„"А,"А,”-н-20А„"А,"А,”-н- 1 (123)

-бл. л.-44444."-зол. Ал.

—4-5А,14,")(А,”-н-А, 1)-t-А,""-н-А,"".

Вставивъ выраженія (122) въ уравненіе (121), мы при

ведемъ его къ такому виду

(у—А)"—4А(у—А)?--10Ву-А)"—4Су–А)-

(124)

-t-5В9—44СаО.

Если Якобіево уравненіе (121) дано, то величины коэф

фиціентовъ

А, В, С

намъ извѣстны: они выражаются раціонально черезъ:

О,, О;, О;, О;, О;, О;,

при посредствѣ формулъ (122).

1

*) Эти вычисленія принадлежатъ Бріоски. См. Аnnali di Мatematiса.

Т. Г. Sulla risoluzionе dellе ещuazioni del quintо grado; или Мathem,

Аnnalen,"Піе Аutlosung der Gleichungen vom funften Grade.
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Формулы (122) показываютъ, что между шестью коэффи

ціентами уравненія Якоби существуетъ три соотношенія.

Коэффиціенты этого уравненія, точно такъ же, какъ и его

корни, суть функціи трехъ, вообще говоря, независимыхъ

между собою параметровъ. За такіе параметры всего есте

ственнѣе принять величины

А, В, С.

Эти величины раціонально извѣстны.

Посмотримъ, нельзя ли уравненіе Якоби (124) преобразо

вать раціонально въ другое уравненіе того же типа *).

Такъ какъ уравненіе Якоби содержитъ въ себѣ три пара

метра, то введя въ формулу искомаго раціональнаго преобра

зованія три произвольныхъ коэффиціента, мы будемъ имѣть

самую общую формулу раціональнаго преобразованія урав

ненія Якоби въ другое уравненіе того же типа. Каково бы

ни было первоначальное уравненіе Якоби,—преобразованное

уравненіе будетъ уравненіемъ Якоби самаго общаго вида.

Изъ формулъ (123) находимъ:

дА . . дл , д4!
* 24- д- 2А . 23-- А 22-

55--44, 45-л. 53—4- «за

Кромѣ того, введемъ такія обозначенія:

д1Е „, , дІЕ , , д1Е , ,

55—443, 55 — 57. 353—4),

(126)

1 ФО „, „,

55-94.

Величины:

д0 I „, „, 1 д0

55-45, 44

1 дО. . „, ,, 1 д'О . „,

555-45 455-45

А.", А.”, А.", А.”, А.", А."

легко найдутся по формуламъ (123).

*) Приведенное ниже весьма искусное преобразованіе уравненія Яко

би принадлежитъ Бріоски.
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Изъ формулъ (118), (125), (126), находимъ:

284-1-41945 .54. „...2845 . . .

55--41994-394-599 г.; I

44-4-256л. 94.... 265.

55---56-443-444 („

994........44. . 44. . . 445 . .

55---554---544-444 л.

КаС, 1, 2, 3, 4.

Умножимъ соотвѣтственно равенства (127) на слѣдующія

Величины:

1) на А, А;, А.,

2) на А„”, А.”, А.",

3) на А,", А,”, А„”,

и послѣ каждаго умноженія сложимъ между собою три полу

ченныхъ равенства.

Принявъ во вниманіе формулы (118) и введя новыя обо

значенія:

7-л г....а я.... челя и "

уу., ал”-н-4"А,”-н-?"А,”, 1

1

555;--« 1 4К—О, 1, 2, 3, 4,

нахОдимъ:

54к-449-444-495.

145-492-499-444. I „

547—494-144-444.

К—О, 1, 2, 3, 4
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Въ этихъ формулахъ буквами

А, А”, А", b, с, у

обозначены слѣдующія величины:

А– А„”-н-А, А;,

АТ-А.""-н-А,"А,”,

А”-А.""-н-А,"А„”,

b се

3 (2А. А."-А. А." «А„А."). 1 (изо

«— Вамъ-млг-мъ

1 . . . . . . . . » . . . 4

«--5 сая.; Аг.-л. А?» А А?»

Величины А, А;, А?", b, с, у раціонально извѣстны, ибо

онѣ суть раціональныя функціи отъ А, В, С. Въ самомъ

дѣлѣ, подставивъ въ формулахъ (130) вмѣсто величинъ:

А”, А,”, А.”, А„”, А.”, А.”

ихъ выраженія (126) и принявъ во вниманіе формулы (123)

найдемъ:

А– А, I Б —3В,

АЕ8А11В-С. I е. С1 (131)

А”—4АВС—3В9, 1 уз- 4410—АВ".

Присоединивъ къ величинамъ (128) величины:

у?.. ну 541, 447.-454,", (132)

мы можемъ составить два Якобіевыхъ уравненія, имѣющихъ

корнями слѣдующія величины:
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1) У., у.,”, у", у", у" у1, (133)

2) у"„, у.,”, у", у", у", у". (134)

Эти уравненія могутъ быть получены раціональнымъ пре

образованіемъ уравненія (124).

Въ самомъ дѣлѣ, обозначимъ черезъ у, одинъ изъ корней

уравненія (124), причемъ индексъ 1 имѣетъ одно изъ шести

значеній:

схо, О, 1, 2, 3, 4.

Изъ уравненія (124) слѣдуетъ, что величины:

4у, фун. фу,

dА ? 1113 " «ДО

могутъ быть изображены: формулами вида:

10п. А. В. Фуй, 105, 4, В, Суй.

10п., А. В. Оли,

гдѣ 1, 1, 1, суть раціональныя функціи.

Подставивъ эти выраженія въ формулы (129), мы най

! «

демъ; что величины уГ, у;" могутъ быть изображены

формулами вида:

С”!уп.”— ФДу., А, В, Суй.

гдѣ Ф, и Ф, суть раціональныя функціи, а индексъ 1 при

нимаетъ послѣдовательнозначенія: О, 1, 2, 3, 4.

(136)

Возведя равенства (136) въ квадратъ, находимъ:

****** ***

(137)

у."—Ф„Чу, А, В, Су.

Формулы эти сохраняютъ силу и для значенія 1 — сло
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Эти равенства показываютъ, что дѣйствительно Якобіевы

уравненія, которымъ удовлетворяютъ величины (133) и (134),

могутъ быть получены раціональнымъ преобразованіемъ ура

вненія (124). . ”

Положимъ:

л. Т.— ру-I-г-4 у.,”-- ту". {138}

гдѣ р, у, т суть произвольно взятыя постоянныя числа, а

индексъ 1 снова шослѣдовательно принимаетъ значенія:

схо, О, 1, 2, 3, 4.

Изъ формулъ (118), (128), (132) слѣдуетъ, что величины:

К., Т,, К., 11, 17, 17, (139)

опредѣляемыя формулою (138), суть корни нѣкотораго новаго

уравненія Якоби.

Изъ формулъ (136) и (138) находимъ:

уТ—11-44 ст., А. В. Совѣта (п., А. В. Олуй.

откуда: - -

Е1iр-t-ф. (у., А, В, С) 4-гФ„(у., А,В С)}"у. (140)

Эта формула показываетъ, что уравненіе Якоби,имѣющее

корнями величины (139), тоже получается изъуравненія (124)

раціональнымъ преобразованіемъ.

Такъ какъ раціональная подстановка (140) содержитъ въ

себѣ три совершенно произвольныхъ параметра: р, у, т, то

подстановка (140) есть самая общая раціональная подста

новка, преобразующая уравненіе Якоби (124) въ уравненіе

того же типа; а преобразованное уравненіе–есть самое общее

уравненіе Якоби, какое можетъ быть получено изъ уравне

нія (124) раціональнымъ преобразованіемъ.

Обозначимъ параметры, аналогичные А, В, С, для пре

образованнаго уравненія Якоби буквами:
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21, 25, 6.

Это суть раціональныя функціи отъ:

А, В, С, р, у, т.

Остановимся на вычисленіи 1 ").

Изъ уравненія Якоби (124) слѣдуетъ, что:

- Худь 10А. (141)

На томъ же основаніи будемъ имѣть:

5у,"—10А”,

5у,"—10А”, 1 (142)

*)

Подставивъ въ выраженіе УТ, вмѣсто Ж. ея выраженіе изъ

равенства (138), находимъ:

У"Т? .....»»?Уль .. .249ль I”... А-2V"ль. 19

3Кузр"24-1-41241-t-т"Еу"-н

(143)

--2разуміи:--2рrву: Кн.“--2утемій;II”

и» «т» «л» «л» «л» «т»

«------------ I

2444."—10А„А„”---54. А,”-н-5А„А,”, 1 (144)

Ка-а-а-а!

или, на основаніи формулъ (130):

Ему,у,"— 10b, 247,4”а 10с, Худу.“— 104. (145)

Изъ формулъ (141), (142), (143), (145) находимъ:

Лавр. 1--д'А”-н-r"А”-н-2рдѣ-н-2рre-t-2дту. (146)

*) Результаты этихъ вычисленій приведены у Бріоски. Онъ ведетъ

вычисленія нѣсколько иначе и, по видимому, сложнѣе.
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Подставивъ въ эту формулу вмѣсто АТ, А”, b, е, у выраже

нія этихъ велячинъ (131), получаемъ:

24-гр9А-н-418А! В-в-С)-t-1944ВС–3В*)–н

(147)

--6ру Вн-2рrОн-2gr(4А"С—АВ1).

Отсюда видно, что если въ данномъ уравненіи Якоби (124)

коэффиціентъ А былъ отличенъ отъ нуля, то раціональнымъ

преобразованіемъ можно достичь того,чтобы преобразованное

уравненіе было того же Якобіева типа и имѣло параметръ

71 равный нулю. Въ самомъ дѣлѣ, для этой цѣли достаточно

выбрать параметры р, д и т такъ, чтобы выраженіе (147)

обратилось въ нуль.

Приравнявъ выраженіе (147) нулю, мы находимъ одно "

квадратное уравненіе между двумя независимыми между со

бою величинами:

2 5 Т. -

р р

Слѣдовательно, существуетъ безчисленное множество раціо

нальныхъ подстановокъ, преобразующихъ уравненіе Якоби

въ новое уравненіе того же типа, имѣющее при томъ коэф

фиціентъ А равный нулю.

Положивъ:

re О,

и приравнявъ выраженіе (147) нулю, мы находимъ слѣдующее

тчтт. 11

*

4-явь-«ма-одно, по

Корни этого уравненія выражаются черезъ одинъ квадратный

радикалъ.

Если въ уравненіи (124) коэффиціентъ В равенъ нулю,

то можно обратить выраженіе (147) въ нуль, полагая:
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р— усО, та 1.

Въ этомъ случаѣ преобразованное уравненіе будетъ имѣть

корнями величины:

у„", у", у", у", у", у". (134)

И дѣйствительно, мы видимъ, что коэффиціентъ этого пре

образованнаго уравненія:

А” за 14541С— 3181

обращается въ нуль при В-го,

Итакъ, если въ уравненіи (124) коэффиціентъ В равенъ О,

то уравненіе (124) раціональнымъ преобразованіемъ съ раціо

нальными козффиціентами приводится къ новому уравненію

Якоби, имѣющему коэффиціентъ 1 равный нулю.

Возвращаясь къ общему случаю, когда въ уравненіи Якоби

(124) ни одинъ изъ коэффиціентовъ А, В, С не равенъ О,

мы можемъ сказать, что всякое уравненіе Лкоби 6-ой степени

раціональной подстановкой можетъ быть преобразовано въ

новое уравненіе Лкоби, имѣющее коэффиціентъТравный нулю:

1794-10879—49724-5239-40. (149)

Коздфиціенты этой раціональной подстановки содержатъ въ

себѣ одинъ квадратный радикалъ.

Уравненіе (149) есть простѣйшій видъ уравненія Якоби

6-ой степени. Оно содержитъ въ себѣ только два незави

симыхъ параметра 95 и 9. Его мы будемъ называть глав

нымъ уравненіемъ Якоби.

Резольвента 6-ой степени типаЯкоби, разсмотрѣнная нами

въ главѣ Х, принадлежитъ къчислу главныхъ уравненій Якоби.

Къ числу уравненій Якоби 6-ой степени принадлежитъ

извѣстное изъ теоріи эллиптическихъ функційуравненіе мно

жителя, соотвѣтствующее преобразованію 5-ой степени ").

*) Объ уравненіяхъ модулярномъ иуравненіимножителя мы говорили

уже выше во введеніи. "
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Уравненіе множителя для преобразованія 5-ой степени

Т9450В02

(М— 1)9 (М—5)--2569 191144; о "). (150)

Это уравненіе сдѣлается тождественнымъ съ уравненіемъ

(124), если мы положимъ:

у на М, А—1, В; 0, Сы. — 6449К?. (151)

Отсюда видно, что уравненіе (150)не есть главное уравненіе

Якоби. Такъ какъ въ этомъ уравненіи коэффиціентъ В ра

венъ нулю, то оно раціональною подстановкою съ раціональ

ными коэффиціентами преобразуется въ главное.

5 56. Рѣшеніе уравненія якоби вной степени.

Сравнимъ уравненіе:

1794-10519—4674-559--о (149)

съ резольвентой 6-ой степени икосаэдрическаго уравненія:

ужащ1995.193 р.92

14 т " Да т " 19
- О **). (152)

Эти уравненія сдѣлаются тождественными между собою,

если мы выберемъ г и 11 такъ, чтобы они удовлетворяли

условіямъ:

*

5---5, 35--4 ша

Изъ уравненій (153) находимъ:

(59 . (9

4-55, 4--55- 9999

Итакъ, давая г и Л значенія (154), мы достигнемъ того,

чтобы уравненія (149) и (152) были между собою тожде

ственны. Пусть величины я и В имѣютъ именно эти значенія.

*) См. Лoubert. Sur les éguations qui se rencontrent dans la théorie

de la transformation des fonсtions éelliрtiques. Стр. 76.

*) Глава Х, уравненіе (173).
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Припомнимъ формулы (172), (169), (133), (101) главы Х

Ва- 1241— 2)гѣ Г, (155)

Е —5(т., т. 1, (156)

192„, „лI. Ч9994, 1вѣ

т.-У1115 т—V1575

Нли: 1.1и:—1725. «и) н я я— 1 : 1. (158)

Эти формулы показываютъ, что корень 17 уравненія (149)

есть раціональная функція корня и икосаэдрическаго урав

ненія:

Н.1и): Т.Чи):—17281.1и)— 2 2 2 —1:1. (158)

Корень 17 выражается такъ:

иТЛи)г. 1?
5

"—такія?

1159)

гдѣ и–одинъ изъ корней уравненія (158).

Для того, чтобы получить всѣ 6 корней уравненія (149),

мы должны подставить въ формулу (159) вмѣсто и послѣдо

вательно слѣдующія шесть величинъ:

и, 5 и), 58(и), 589 (и), 589 и), 589 и), (160)

гдѣ и–одинъ изъ корней уравненія (158), а 5 и 5" суть

извѣстныя намъ основныя подстановки нормальной икоса

эдрической группы.

Изъ тождественности уравненій (149) и (152) слѣдуетъ,

что группы субституцій этихъ уравненій одинаковы.

Въ главѣ Х мы видѣли, что основныя субституціи группы

уравненія (152) таковы:

5—(К.)(К., Т, 17,, К., 11),

(161)

Т—(Г. Л.)(Е, Г.) (1.) (1.).
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Таковы основныя субституціи группы главнаго уравненія

Якоби.

Порядокъ группы главнаго уравненія Якоби равенъ 60.

Обѣ субституціи (161)–четныя. Слѣдовательно, всѣ под

становки группы главнаго уравненія Якоби тоже четныя.

Группа главнаго уравненія Якоби есть одна изъ подгруппъ

знакоперемѣнной группы изъ шести буквъ порядка;

1.2.3.4.5.6

5-------за

Отсюда слѣдуетъ, что знакоперемѣнная функція корней

главнаго уравненія Якоби есть величина раціонально извѣст

ная. Дискриминантъ главнаго уравненія Якоби есть точный

квадратъ.

Такъ какъ мы видѣли, что всякое уравненіе Якоби 6-ой

степени раціональнымъ преобразованіемъ приводится къ глав

ному, то его группа такова же, какъ и группа главнаго

уравненія. Дискриминантъ его тоже точный квадратъ.

Для рѣшенія общаго уравненія Якоби,мы его преобразуемъ

въ главное и затѣмъ рѣшимъ это главное уравненіе указан

нымъ выше способомъ.

5 57. Дискриминантъ уравненія Якоби 6-ой степени.

Займемся вычисленіями дискриминанта уравненія (124).

Обозначивъ для краткости лѣвую часть уравненія (124)

черезъ Еlу), имѣемъ:

. 414) . 4114.)

994..................44. 4445.Д.39

«А Т 245, 4614)" 45 Т 245,44) "

1 ЧУЧА

(162)

. 49194)

44...........1199

д0 Т 245, 44)."
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гдѣ у, есть одинъ изъ корней уравненія (124); индексъ В

имѣетъ одно изъ значеній:

сх., О, 1, 2, 3, 4.

Подставивъ выраженія (162) въ равенства (129), находимъ:

...„д; 594) „54994.... 2940.. 549

555 —1554-55--444.

5444)„, 9414) „59994), 4,9494]

-----, фВуд.фРу). 444) . „, „, дГу!

гдѣ Ка О, 1, 2, 3, 4.

Дадимъ параметрамъ А, В, С такія конечныя значенія,

чтобы уравненіе (124) имѣло кратные корни, а величинѣ уз

дадимъ значеніе одного изъ этихъ кратныхъ корней.

Изъ уравненія (124) видно, что при А, В, С конечныхъ

величины у, у, у, у, у, конечны. Въ такомъ случаѣ изъ

уравненій (120) заключаемъ, что А., А,, А, имѣютъ тоже

конечныя величины. Изъ формулъ (126) видимъ, что при

А, В, С, А., А., А., конечныхъ и величины А.”, А,”, А.",

А„”, А„”, А„” тоже конечны. Если такъ, то на основаніи

формулъ (228) можемъ утверждать, что корни:

47, 17, 147, 447. 511

у", у", у", у", у"

также имѣютъ конечныя величины.

Итакъ, въ формулахъ (163) величины:

А, 4, 4”, 1, с. д., уд., уд., 45"

Конечны,

Такъ какъ у. есть кратный корень уравненія (124), то

ведИЧИНа:
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499у)

ду.

равна нулю.

Если такъ, то лѣвыя части равенствъ (163) равны пулю.

Отсюда слѣдуетъ, что имѣетъ мѣсто одинъ изъ двухъ случаевъ,

Или:

99994.... д. 499414, 415).„

959—4, 539--4, 459— о, два

IIДIII

» и « —»

5, 4", у I (165)

с, у, А"

Подставивъ въ равенства (164) вмѣсто Ку.) выраженіе вы

Функціи, находимъ, что они совмѣстны только при условныхъ-

удачей, ВЕЛ!. (1вву

При подстановкѣ значеній (166) въ уравненіе (124) 5 5.

лучаемъ тождество.

Для того,чтобы величина

уда. О

была кратнымъ корнемъ уравненія (124) при

В4. А”,

необходимо и достаточно, чтобы величины (16) обращали

въ тождество слѣдующее уравненіе:

9944)„

ду,

Для выполненія этого условія необходимо, чтобы вели

чина С равнялась А?.

Подставивъ величины:

Ва-А9, Са-А

въ опредѣлитель (165), и принявъ во вниманіе формулы (1з1),

находимъ, что онъ обращается въ нуль.

Т. ХУП. Выu.1. 13

0. (167)



— 194 —

Отсюда слѣдуетъ, что во всякомъ случаѣ для существова

нія кратныхъ корней уравненія (124) необходимо, чтобы

опредѣлитель:

А, b, с

5, 4, 5 I (168)

с, у, 4"

обращался въ нуль.

Раскрывъ опредѣлитель (168), подставивъ вмѣсто величинъ:

- А”, А”, Б, с., ф

ихъ выраженія (131) и расположивъ затѣмъ полученное вы

раженіе по степенямъ С., мы представимъ условіе (165) въ

слѣдующемъ видѣ:

С9—4204118—1649)С.-(404"В9—454В9)Сч

(169)

--25.49139—27139сіи,

Таково условіе, необходимоедля того, чтобыуравненіе (124)

имѣло кратные корни.

Отсюда слѣдуетъ, что выраженіе:

С9-4204118—1649)С1—(404"В9—454В9)Оч

(170)

--25.49139—27139

есть или дѣлитель дискриминанта А уравненія (124) или, по

крайнеймѣрѣ,имѣетъ съдискриминантомъ А общаго дѣлителя.

Въ послѣднемъ случаѣ, зная дискриминантъ А, мы можемъ

найти этотъ общій дѣлитель. Это будетъ нѣкоторое выра

женіе, раціональное относительно коэффиціентовъ А, В, С.

Докажемъ, что выраженіе (170) не имѣетъ раціональныхъ

дѣлителей.

Допустимъ, что существуетъ раціональный дѣлительвыра

женія (170). Такъ какъ коэффиціентъ при С въ выраженіи
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(170) равенъ 1, то дѣлитель выраженія (170) можетъ быть

только линейный или квадратный относительно С. Изъ двухъ

взаимно дополнительныхъ дѣлителей выраженія (170) одинъ

будетъ линейный, а другой–квадратный.

Линейный дѣлитель выраженія (170) долженъ быть такого

ВИДа:

С— М,

гдѣ М есть дѣлитель свободнаго члена:

9519139.27139

выраженія (170).

Слѣдовательно, М есть выраженіе вида:

М-В912549—27Ву", (171)

гдѣ h равно одному изъ чиселъ: О, 1, 2, 3, 4, а К-одному

изъ чиселъ: О, 1.

Если выраженіе (170) дѣлится нацѣло на

С— М,

то при подстановкѣ въ выраженіе (170) вмѣсто С. величины

М, выраженіе (170) должно обратиться въ нуль.

Подставивъ въ формулу (170) вмѣсто С. выраженіе (171),

мы замѣтимъ, что результатъ подстановки не обращается въ

нуль ни при какихъ указанныхъ выше значеніяхъ показате

лей Л и К.

Слѣдовательно, выраженіе (170) не имѣетъ раціональныхъ

дѣлителей.

Если выраженіе (170) не имѣетъ раціональныхъ дѣлителей,

то на основаніи сказаннаго выше мы можемъ утверждать,

что оно само есть дѣлитель дискриминанта А.

Такъ какъ обращеніе въ нуль выраженія (170) есть усло

віе необходимое для того, чтобы уравненіе (124) имѣло крат

ные корни, то дискриминантъ А долженъ равняться нѣкото

рой степени выраженія (170) или разниться отъ нея только

IIОСТОЯIIIIЬIXIIIЪ МНОЖИТелемъ,

159
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Такъ какъ мы знаемъ, что дискриминантъ А есть полный

квадратъ, то степень эта должна быть четною.

Посмотримъ, какова эта степень.

Положимъ въ уравненіи (124):

у—Анна?.. (172)

Уравненіе (124) приметъ такой видъ:

29-4429-н-10В21—4024-5В9—44С.-0. (173)

Обозначивъ для краткости лѣвую часть этого уравненія че

резъ Е12), имѣемъ:

Н2).-10. - (174)

Дискриминантомъ этого уравненія будетъ служить та же

самая величина А, ибо всѣ корни его разнятся отъ корнейурав

ненія (124) на одно и то же количество А.

Посмотримъ, каковъ вѣсъ *) коэффиціентовъ А, В, Сурав

ненія (173).

Изъ уравненія (173) видно, что вѣса эти таковы:

вѣсъ коэффиціентовъ А равенъ 1,

» » В х 3,

» я О х 5.

Отсюда слѣдуетъ, что всѣ члены выраженія (170) одинако

ваго вѣса, равнаго 15.

Обозначивъ производную по 27 многочлена К?) черезъ

Е"(2), мы можемъ представить дискриминантъ А въ слѣдую

щемъ видѣ:

*) Если мы выразимъ коэффиціентъ уравненія черезъ корня, то

степень этой функціи относительно корней уравненія называется вѣ

сомъ даннаго коэффиціента. Всякій инваріантъ формы есть раціональная

однородная функція ея корней. Степень этой функціи относительно

корней называется вѣсомъ инваріанта.
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«-—19 года, отъ

К— схо, О, 1, 2, 3, 4.

гдѣ:

2., 21, 23, 24, 25, 265 1 9-91

суть корни уравненія (173).

Изъ формулы (175) видно, что вѣсъ выраженія А равенъ

30, т. е. въ два раза больше вѣса выраженія (170).

Отсюда слѣдуетъ, что дискриминантъ А, независимо отъ

постояннаго множителя, равенъ квадрату выраженія (170):

А-КС—(20А!В-1649)С.-(40А"В9—45АВ?)Сн

(176)

--2549139—2718911,

гдѣ К–нѣкоторое постоянное число, не зависящее отъ

А, В, С.

Для опредѣленія К положимъ:

А– О, Ва. О,

а С оставимъ произвольнымъ.

Уравненіе (124) приметъ видъ:

у“—4Су- О. (177)

Дискриминантъ этого уравненія равенъ:

4959 ст. (178)

Положивъ:

Ач О, ВeО

въ формулѣ (176), находимъ, что тотъ же дискриминантъ

равенъ:

КС1. (170)

Слѣдовательно:

КС1-4959 ст. (1во,
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Откуда:

Кн. 4959. (181)

Итакъ, дискриминантъ А уравненія (124) равенъ:

ла 41.591С1—(20А1В—1649)С“—(40АЕВ9—454В*)С.-н

(182)

--2549139—2718911.

5 58. Связь между уравненіемъ 5-ой степени и уравненіемъ

Якоби 6-ой степени.

Мы видѣли, что корни главнаго уравненія 5-ой степени

и корни главнаго уравненія! Якоби суть раціональныя функ

ціи корней икосаэдрическаго уравненія. Уже отсюда видна

связь, существующая между уравненіемъ 5-ой степени и

уравненіемъ Якоби 6-ой степени.

Эта связь была обнаружена Эрмитомъ*) и положена имъ

въ основу способа рѣшенія уравненія 5-ой степени въ мо

дулярныхъ эллиптическихъ функціяхъ.

Остановимся на уясненіи этой связи.

Обозначимъ снова буквами:

95, 9, 11, 14, у., у. (117)

корни уравненія! Якоби (124).

Субституціи группы этого уравненія могутъ быть соста

влены изъ двухъ основныхъ субституцій:

IIIIIII”

(183)

544 (у..., у.) tу, у.) (1) (1.).

Возьмемъ функцію:

Сафу.–у.)(у,—у.)(у,—у,). (184)

Эта функція подъ вліяніемъ субституцій:

*) Нermite. Sur la résolution de l'éguation du cinquіéme degre. Сomptes

Веndus. Т. 46.

*) См. главу Х, формулы (174).
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вчный, ая, ое, а?, 489 (185)

принимаетъ слѣдующія значенія:

Гаlivу.—4.) (у,— у.) (у,—у.),

О,—(у„–у,)(у,—у.) (у,—у,),

О,—(у„—у,) (у,—у,) (у,—у.), 1 (186)

О,441.—чу.)(у,–у)(у,—у.),

- О,з11.— у.) (у,—у.) (у,-у). Я

Примѣняя къ функціямъ (186) субституцію т, найдемъ тѣ

256. ТIXIIIЪ ЕВеличинъ:

ТIIII. III, 1),— О;, О, да! О,

О,4О, С1: О.

(187)

Отсюда мы заключаемъ,что подъ вліяніемъ субституцій группы

уравненія Якоби функція 17 пріобрѣтаетъ всего пять раз

личныхъ значеній. Функція П есть корень нѣкотораго урав

ненія 5-ой степени.

Займемся вычисленіемъ коэффиціентовъ этого уравненія.

Изъ формулъ (118) слѣдуетъ:

му...--у-–249--4)А,--А,--А, *),

ут.–у.— 24--4)А,–А,–А,

ут.-уч.–2А.--(4-г-4)А,--(4-г-4)А,

7 гг. " г г г г г г у (iss)

уу,—му,— (a–a!")А,–(е–41)А,

уй.» ут-2А.--(?--4)А,--(?--194,

уй, — уй.— (?–94,—(?–1)А,

*) На основаніи тождества:

у 5-1-t-26-1-9).
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Изъ формулъ (188) находимъ:

у„—1444,"—(А,--А,)“–2А„(А,--А„),

(уч.-уч.)(уч.-уч.н

—44,"—(А,-н-А,)"—2А„(А,--А„),

(уч.–у.)(уч.-уч.)–(А,—А.)"уб.

Перемноживъ между собою равенства (189) и принявъ во

вниманіе формулу (184), находимъ:

(189)

иной-ла-ла-ла-ла, -лагал-му, что

Положивъ:

{—4А„1-t- (А,-н-А,)“-н-2А„(А,--А,)}(А,—А,)—Т. (191)

НахОДИМъ:

ты.Б ит. (192)

Величина Тесть раціональная функція величинъ А., А., А.

Поэтому она, такъ же какъ и Г, есть раціональная функція

корней уравненія Якоби (124); но число значеній ея, необ

ходимо, вдвое больше числа значеній функціи Г. Эти зна

ченія попарно разнятся знаками:

И, И., 11, 17, 19,

I ша
—И, —И, —И, —И, —И..

Отсюда слѣдуетъ, что уравненіе, которому удовлетворяютъ

7449416 В62.1ИЧИНЪ:

И, 11, 13, 15, 17, (194)

имѣетъ коэффиціенты, ирраціональные, содержащіе въ себѣ

только квадратные радикалы.

Извѣстный членъ этого уравненія равенъ:

—т и в. и. в-15титула; отъ
5 д.
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Выраженіе:

О;, О;, О;, О;, О;,

какъ видно изъ формулъ (186) равно произведенію всевоз

можныхъ разностей корной уравненія (124) взятыхъ попарно.

Слѣдовательно оно равно квадратному корню изъ дискрими

нанта А уравненія Якоби (124).

Итакъ, свободный членъ того уравненія, которомуудовле

творяютъ величины (194), равенъ:

—555 что

гдѣ А есть дискриминантъ уравненія Якоби (124) и опредѣ

ляется формулою (182).

Такъ какъ А есть полный квадратъ, то коэффиціенты

А, В, С уравненія (124) входятъ въ формулѣ (196) только

подъ знакомъ квадратнаго корня.

Введемъ вспомогательныя величины:

—-мал–для сель-ма ,

С.-–А„(4А„“–А. А.), Саr- —24.А,”-н-А,”.

(197)

Въ такомъ случаѣ, какъ видно изъ формулы (191), величина

Т выразится такъ:

И–С.--С., ч. С1-С1. (198).

Изъ формулъ (120) видно, что подъ вліяніемъ субституціи

а величины А., А,, А, переходятъ въ:

А,, 44, 4"А.

Отсюда слѣдуетъ, что подъ вліяніемъ субституціи а величины:

С, С,, С, С.

переходятъ въ

в С., 410, 410, 4“С.

Функція:

- И.--С.--С.--С.-н-С. (198)

подъ вліяніемъ субституціи а переходитъ въ
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И,—40;-1-410--490.-t-e"С. (199)

Совершивъ надъ функціею Т, субституцію 17, мы найдемъ,

что подъ вліяніемъ этой субституціи она перейдетъ въ

75-102-490-490,4-490. (200)

Отсюда находимъ:

2740,

ЕТ, 1—10(С. С.-н-С. С.),

219—15(С110;--С. 10;--С110;--С. 10.), 3 (201)

21734-10(30; С.-С.С.)?-

—-2(С1О.--С."С.--С1О;–н-С. 10)-н-6С. С. С. С.).

Подставивъ вмѣсто С, С, С, С., выраженія (197), и поль

зуясь формулами (123), находимъ:

5Т50,

554 I „

27,4

555544, 1

Отсюда слѣдуетъ, что уравненіе, которому удовлетворяетъ

функція Т, таково:

ич-1овичков-мои!-А-о, соз

гдѣ А есть дискриминантъ уравненія (124), опредѣляемый

формулою (182).

Это–уравненіе діагональнаго типа.

Если въ уравненіи Якоби (124) коэффиціентъ В равенъ

нулю, то уравненіе (203) приметъ видъ:

УдТ

г-мст-43-о та

5475

Это–уравненіе5-ой степени въ формѣЖеррарда.

Имѣя уравненіе (203), легко найти то уравненіе, которому

удовлетворяетъ функція Г.
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Перенеся членъ:

Ул.

575

во вторую часть уравненія (203) и возведя обѣ части полу

ченнаго уравненія въ квадратъ, находимъ:

1791794-10ВИЧ-549В"—АС19--53-55, (205)

или, на основаніи равенства (192):

IIIIII94-104 5 В1-4-25(9139—АС)"ну А. (206)

Въ этомъ уравненіи всѣ коэффиціенты раціональны, потому

что А есть полный квадратъ.

Если коэффиціентъ В равенъ нулю, то уравненіе (206)

приметъ такой видъ:

179-50АСТ94594909О–4 л.-0. (207)

Это–уравненіе діагональнаго типа.

3 А. Е. „III) Ч. Е II I Е.

Заканчивая свою работу, позволю себѣ еще разъ указать

на ея главную задачу.

Литература той области математики, которой касается моя

работа, весьма обширна, какъ сама по себѣ, такъ въ осо

бенности по количеству тѣхъ побочныхъ вопросовъ, которые,

необходимо, приходится въ ней разсматривать.

Собрать эту литературу, разбросаннуюглавнымъ образомъ

по журналамъ, обработать ее и представить возможно болѣе

стройное и полное рѣшеніепоставленнойзадачи–было моею

цѣлью.

При этомъ, понятно, приходилось весьма многое разраба

тывать вновь или пополнять своими изслѣдованіями.

Размѣры работы оказались значительно больше, чѣмъ я

предполагалъ въ началѣ. Вотъ почему, чтобы неувеличивать

ихъ еще болѣе, мнѣ пришлось обойти нѣсколько вопросовъ,

могущихъ легко возникнуть при чтеніи работы.
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Такъ, задача Куммера о раціональномъ или, даже, вообще

алгебраическомъ интегрированіи уравненія:

1-4; 1—4

1 1tilite). 1) Т 7,1 . Т. 1,

14---5199) 15---9------------------

4вчь. 44— 1)
с“ "" У, 52

1 ., 1 . 1 , 1 , 1 , 1

. 233 У. 11. 21.12".

5","I”.”"". . 1 го?“""""ба.Ле
Д. Ли в. 1 Л. 1215 „L 1 1 I

5415 т— 1)

I I 1

за 454—44 — 1

-—44—

находится въ тѣсной связи съ изслѣдованіями главы VІП.

Я ограничился указаніемъ на очевидное рѣшеніе задачи;

к-е. кн. 2.-В. 11ль

Подробное изученіе рѣшенія задачи Куммера можно найти

у Гурза, Папперицъ, Клейна, Бріоски, Фишера.

Точно также я не имѣлъ возможности остановиться по

дробнѣе на уравненіяхъ 5-ой степени и уравненіяхъ Якоби.

Эти изслѣдованія можно найти у Эрмита, Бріоски, Кроне

кера, Клейна. Не говорю уже о трансцендентномъ рѣшеніи

алгебраическихъ уравненій, о которомъ неоднократно было

мною упомянуто. Во всякомъ случаѣ, когда основныевопросы

задачи ясно поставлены и разсмотрѣны достаточно полно,то

рѣшенія ихъ дѣлаются точками отправленія длядальнѣйшихъ

изслѣдованій, отношеніе которыхъ къ основнойзадачѣ вполнѣ

III0IIIО,

Если мнѣудалось освѣтить рѣшеніе этой основной задачи,

то моя цѣль достигнута.

Приведу, наконецъ, литературу, послужившую отчасти не

посредственнымъ источникомъ моей работы, отчасти касаю

щуюся вопросовъ, имѣющихъ къ ней близкое отношеніе.
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719 5 св. а, 7,

та « «н-4- «----!

- ?");5 499955

13. „1 19

е”", О! - (e”", О

та ть. 41? 1 4.II" ".521 1 II

(о, а"") (о, а "")

1 1 1 У, 171 1 I

та и ч. 1, 3, 4) «(5, 4, 5, 6)

781 7 св. (и“--213 и 14-1)" (и“--21473и?--1)?

788 5 5 5 29 3 26

790 6 х m, m,

г.хуп. вни. 1. 14
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Должно быть.

(С—3)?

Во второмъ членѣ правой части равенства (82)

Во второмъ членѣ правой части равенства (94)

4

Ла-1

II

Лено

„гіе

(100) пропущенъ мно

(9)

Г.

Ка)

Е, (2)

уже

п—1

Томъ ХVІП,

Стр. Строка. Напечатано.

15 15сн. (С—3)”

99

пропущенъ множитель я?.

25

пропущенъ множитель я?.

Л—4

49 6 сн. Р

Лавы!

вѣ 1 ст. 129

57 Во второй части равенства

житель г?"

65 2сн. (11)

66 2 св. 1,

83 12 сн. Ки)

85 9 св. Е. (и)

108 1 сн. 1584)II

115 13 х 132

147 9 св. п.—2

156. 93 г. Л у?



II () II Р А В Е. А.

На стр. 652 тома ХVП вып. 4 при формулировкѣ теоремы

21 есть неточность.Эту теорему слѣдуетъ формулировать такъ:

«При Мет уравненіе (93) неприводимо и тождественно

2

«т» «т» и мнѣ чте селота

. 1)

на два неприводимыхъ уравненія степени 15; одно изъ этихъ

уравненій тождественно съ уравненіемъ (83)».

Сообразно съ этимъ разсужденія начиная съ строки 13

слѣдуетъ измѣнить такъ:

«Отсюда слѣдуетъ, что функціи:

Нгу

154и)

суть полные квадраты. Поэтому:

и 512)

ца?27, уда-121,, 312):— Е1is), (94)

гдѣ Л. и Ж., суть цѣлыя числа,а Ка)–раціональная функція я.

. . . 1

одно изъ двухъ папеніи степени 15

? Ее на-IIIа

55--444

- 144
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—его мы будемъ представлять въ видѣ:

55---514- Кау, (95)

имѣетъ съ неприводимымъуравненіемъ (83) той же степени

12 „ .

5 общій корень, слѣдовательно, оно тожественно съ та

неніемъ (83)».
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о глспекдѣлкни ковный одного класса

Цѣлыхъ ТРАНОДЕЕДЕНТНЫХЪ функцій.

В. Я. Вукрѣева.

Общій видъ цѣлой трансцендентной функціи т-го рода

genrе потерминологіи Цацuerre'a), какъ извѣстно, слѣдующій:

«тупу, ал «О

кла-к" 1144 — 57?),

гдѣ п цѣлое положительное число; аДухаП, 2,... о корни

функціи, отличные отъ нуля и при томъ такіе, что

lim. I а, I— со (у за со

Оiх) имѣетъ тотъ же характеръ, что и Е.(х); наконецъ:

944444-15----------

Для случая п- О, Оiх)— const. Вerlotу (С. К. Т. ХСГХ,

n. 18) между прочимъ доказалъ, что если корни функціи

располагаются въ части плоскости, ограниченной двумя парал

лельными прямыми, то въ той же части плоскости будутъ

лежать и корни первой производной и въ частности, если

корни лежатъ на прямой, то и корни первой производной

будутъ лежать на той же прямой.
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Въ послѣдующемъ я имѣю въ виду изучить распредѣленіе

корней первой производной при тѣхъжеусловіяхъ для случая

т ч. 1, Оiх)—соnst, п—О.

Итакъ, положимъ, что мы имѣемъдѣло съ функціей перваго

рода:

20

жа-II(1-5)?), а

гдѣ мы опустили постояннаго множителя въ виду того, что

это не можетъ оказать никакого вліянія на наши нижеслѣ

дующія разсужденія. Пусть корни а, располагаются въ части

А плоскости между двумя параллельными прямыми:

(1) Зсоsр.-н- 151пр—р — О,

(2)

(М) Вcosg-t-твіп;—у Е О.

Къ А будемъ причислять также и точки этихъ прямыхъ,

такъ что корни а, могутъ лежать не только между (L.) и

(М), но также и на самыхъ этихъ прямыхъ. Количества р

и g предположимъ отличными отъ нуля и притомъ одного и

того же знака, а для большей опредѣленности дошустимъ,

что прямая (L.) ближе къ началу координатъ, чѣмъ (М).

Наконецъ З-н- 15 — х.

зявъ логариѳмическую производную отъ (1), получимъ:

49-51145-41

2. у «— —4- — 5 .

Егi Т4.12-й,"а."у

Такъ какъ кратные корни уравненія Е(х)–0 суть въ то же

время и корни уравненія Е"(х)— О, то достаточно будетъ

разсмотрѣть лишь тѣ корни этого послѣдняго уравненія, ко

торые отличны отъ кратныхъ корней уравненія Е(а)— О.

Полагая теперь въ уравненіи:

412—а
у --у д

"у

345-31— « а
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а,— а,-н- 18, и отдѣляя дѣйствительную часть отъ мнимой,

получимъ: "

1 гл. « . а ко- - ------ - - - - а . . —

XII 16.-49-64-165-443-444 — о,

(4)

1 «. . . . . . а ко- --- «. м. « . . .

551«ча»-за-го-за-го-4

гдѣ существенно положительная величина:

Анна,“--3.) (?–4.)“--(45—3.)”)–(а”-н-3..”)?”.

Умножая первое изъ уравненій (4) на соsg, второе на sing

и складывая, послѣ небольшаго преобразованія, получимъ:

2 ” Р" , „, 2 „ Гу 2

«-- 5? Т 4- 4." 4-3,

глу у

5------ - ------ - - - ------ - О «За--« «-- - - ------ - - - 2

оs;--твіп;-(а сosg-t-3 вѣтру ула, созда-н-3 впр. I

verzeitigкeiten, versagte., 15,

Каждую изъ входящихъ сюда суммъ мы раздѣлимъ на двѣ

части; первая изъ нихъ пусть распространяется на тѣ зна

ченія у, которыя соотвѣтствуютъ корнямъ, лежащимъ на

прямой (М.); вторая–на всѣ остальныя значенія». Эти части
А I иА

будемъ различать черточками " и "”, поставленными у знака

суммы. Такимъ образомъ (5) можетъ быть написано въ та

комъ видѣ:

гу" 1

I угъ—

чтó б.

"А

(ста-та-т

X44-ть-чуть-ли--II 549о4-кта-«ста-Али»)-

” 1 vу”а, соst-1-З.зіпо

„У".-„1..УТ2255”?-о, дв.

4-й д.?-н-3..” Алы а,”-н-3..”

у "у
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Прежде всего нетрудно убѣдиться, что уравненіе (3) не

можетъ удовлетворяться такими значеніями (2, т.), которыя

соотвѣтствуютъ точкамъ,лежащимъ съ той стороны отъ(М),

гдѣ нѣтъ начала координатъ, т. е. со стороны, которая про

тивоположна части А.Для этого обратимся къуравненію (5),

при чемъ видоизмѣнимъ его такъ:

52

"у

verzeitigкeiten),
лиш

"А

гласоs;-н-3 віng-р . . vу 1

-399919999-4355-го

Тѣ изъ количествъ адсоsg-t-3 віng—p, которыя отличны отъ

нуля, будутъ того же знака, что и р. Очевидно, что для

вышеупомянутыхъ значеній (2, 1) всѣ количества:

Есos;--твіng-у-(а соsg-t-3 віng—g)

также будутъ того же знака, что и д.Но въ такомъ случаѣ

всѣ члены предыдущей суммы будутъ одного и тогожезнака,

ибо, согласно условію, р и д одинаковаго знака.

Покажемъ далѣе, что уравненіе (3) не удовлетворяется

также и тѣми значеніями (2, т.), которыя соотвѣтствуютъ

точкамъ, хотя и лежащимъ на прямой(М), однако отличнымъ

отъ находящихся на этой же прямой корней а. Это видно

изъ формы (6) уравненія (5), гдѣ слѣдовательно нужно по

ложить Вcosg-t-твіngeg, такъ что (6) можетъ быть представлено

въ слѣдующемъ видѣ:

У"Честь-за-а-а?-1

—5. 54-94-4-4155а,”-н-6,

у у

"а, соsр-1-381пр-р vп." 1

--II”99525553--52554-го
мы 2,7-н-3..” Тит. 2,!"—13,
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Если р и у одного знака, то каждая изъ входящихъ сюда

суммъ будетъ тогожезнака, ибо количества я, соsg-t-351пр-у,

входящія подъ знакъ первой суммы, всѣ знака обратнаго

знаку ф, а количества адсоsр-t-3 вѣтр-р имѣютъ тотъ же

знакъ, что и р. Такимъ образомъ мы приходимъ къ слѣдую

щей теоремѣ относительно функцій вида (1).

Теорема. Если корни функціи (1) перваго рода расто

лагаются въ части А плоскости между двумя параллельными

прямыми (2), если начало координатъ лежитъ внѣ А, то

корни первой производной, вообще говоря, могутъ лежать во

всѣхъ частяхъ плоскости, кромѣ той, которая прилетаетъ къ

А вдоль прямой (М), наиболѣе удаленной отъ начала коор

динатъ, т. е. въ которой не лежитъ начала координатъ.

Сверхъ того, на прямой (М.) могутъ лежать лишь тѣ корни

первой производной, которые являются въ то жевремя крат

ными корнями начальной функціи.

Разсмотримъ теперь частный случай, когда обѣ прямыя

(2) совпадаютъ въ одну прямую (L), не проходящую чрезъ

начало координатъ. Предыдущая теорема получитъ тогда

слѣдующую формулировку.

Теорема. Если корни функціи (1) перваго родалежатъ

на прямой, не проходящей чрезъ начало координатъ, то корни

первой производной могутъ располагатьсялишь по тусторону

отъ прямой, съ какой лежитъ начало координатъ. На самой

же прямой могутъ лежать лишь такіе корни первой произ

водной, которыесуть кратные корни первоначальной функціи.

Въ самомъ дѣлѣ уравненіе (5) принимаетъ въэтомъ случаѣ

видѣ:

.. . . . . чт. 1 ч. 1 1

вать--те-то?--воз-I-4

у "у

а это уравненіе можетъ удовлетворяться лишь такими значе

ніями (2, 7), для которыхъ Вcosg-t-таіng—р имѣетъ знакъ,

обратный знаку р. Наконецъ, такъ какъ поусловіюр отлично

отъ нуля, то уравненію нельзя удовлетворить такими значе
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ніями (2, 13), которыя соотвѣтствуютъ точкамъ, хотя и лежа

щимъ на прямой (1), однако отличнымъ отъ точекъ (а,

Замѣчаніе. Въ предыдущемъ само собою подразумѣвалось,

что рядъ:

VII

4-- 1 а, I ”

"у

сходящійся ( I а, I — пода.); при этомъ предположеніи, а

также при условіи, что прямыя (Б) и (М) находятся въ

конечномъ разстояніи другъ отъ друга, и будутъ правильны тѣ

видоизмѣненія въ суммированіи, которыя были нами сдѣланы.

Кіевъ.

10 сентября 1892.



КЪ ТЕОРІИ АНАДИТИЧЕСКИХЪ фУНКІИ.

И. В. Слешинскаго.

1. Опредѣленіе. Особымъ числомъ функціи Г(х) называется

число с., обладающее тѣмъ свойствомъ, что не существуетъ

разложенія этой функціи въ рядъ по цѣлымъ положительнымъ

степенямъ 307—42,

2. Лемма. Пусть А будетъ центръ круга сходимости 24ВЕ

ряда 202) и В—одна изъточекъ его окружности.Если вблизи

В. существуетъ разложеніе 30, (х-с) той же аналитической

функціи и кругъ сходимо

сти его— АОН. то ра

діусъ круга сходимости

для разложенія вблизи точ

ки Г, лежащей на пря

мой АВ, будетъ больше

III.

Доказательство.По из

вѣстному свойству окруж

ности будетъ Гл с Г2,

гдѣ 2–какая-либо точка

дуги АЯН. На томъ же

основаніи будетъ ГУ «о Гю, гдѣ ее какая-либо точка дуги

А911. Отсюда слѣдуетъ, что кругъ, описанный изъ точки

Градіусомъ ГУ, не выходитъ за предѣлы первыхъ двухъ кру

товъ. Слѣдовательно внутри него нѣтъ особыхъ точекъ. По
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этому, по теоремѣ Саuchу *), радіусъ круга сходимости,

описаннаго изъ центра Г, будетъ не меньше ГУ и, слѣдова

тельно, необходимо больше ГЕ.

3. Лемма. Пусть радіусъ круга сходимости ряда 504) бу

детъ равенъ I сI .Пусть6–правильная положительная дробь.

Если радіусъ круга сходимости ряда 50, 12—Вс), выведеннаго

изъ 5002), равенъ (1—6)I сI, то с–особое число функціи,

опредѣляемой рядомъ 302).

Доказательство. Допустивъ противное, мы должны, по 1,

допустить существованіе разложенія 10, (a–с) для разсматри

ваемой функціи. Пусть радіусъ сходимости этого разложенія

будетъ ВА. Тогда, по предыдущей леммѣ, радіусъ круга

сходимости 10, (х–Вc) будетъ большеГЕт. е. большеI с–ВсI ,

т. е. больше (1—9) I сI, что противорѣчитъ условію.

4. Лемма. Если для чиселъ:

5, 44--- 4. (1)

имѣемъ:

1т.1- О, (2)

то, при всякомъ п., въ ряду:

14. 1, 15,, 1, 14, 15, 14. О

существуетъ наибольшее число А„ и liт150.
142 см.

Доказательство. Сравнивая 14. 1 съ каждымъ изъ слѣ

дующихъ за нимъ чиселъ ряда (3), дойдемъ до числа, послѣ

котораго всѣ числа ряда будутъ меньше 1 5. I. Это слѣ

дуетъ изъ условія (2). Пусть это число будетъ 15, 1. Тогда

наибольшее изъ чиселъ

14, 13, 14. 15, 14--- 14, l

будетъ, вмѣстѣ съ тѣмъ, и наибольшимъ изъ чиселъ (3).

Итакъ наибольшее число ряда (3) существуетъ. Обозначимъ

его чрезъ А. Тогда будетъ 4, 5 14, 1, гдѣ 4-одно изъ

*) Stoiz. Vorlesungen uber Аrithmetik. 2veiter Тheil. стр. 186.
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чиселъ п, п-t-1,..., т. е. ф а п. Поэтому съ возрастаніемъ

п до со возрастаетъ и у до сх. Слѣдовательно Ит А, а! О.
Тщс;со

5. Теорема. Если въ ряду:

12)-ва,--а, 2--а, х"-н-. . . (1)

коэффиціенты суть вещественныя числа, и существуетъ

-—«, а

ла-н-1

гдѣ с–конечное, неравное нулючисло,то хвас представляетъ

особое число аналитической функціи Г(2).

Доказательство. Для доказательства этого предложенія до

статочно, по 3, показать, что радіусъ круга сходимости разло

женія (12) по степенямъ х—Вс равенъ (1—9) I сI. Обозна

чивъ х–Вс чрезъ 11, имѣемъ:

личные маль-Iтань... по

Радіусъ круга сходимости опредѣляется, какъ извѣстно"),

предѣломъ абсолютной величины отношенія п-го коэффицi

ента къ (п-t-1)-му при плачь со (если этотъ предѣлъ суще

ствуетъ). Это отношеніе въ данномъ случаѣ равно:

(n-н-1)?"Ос) „,

5455, 64

Изслѣдуемъ это выраженіе. Изъ (1) имѣемъ:

1"а)–а,--2а,х--2а,х1-t-...--(п-t-1)а, „а“---... (5)

Поэтому

112)–(с–х) Г(2)–а,--а, х-t-а, х"--...--а, х"-t-...

—a,c-2а,сх–3а, сх"—...—-падсх"т"—..

-t-а, х-t-2а. 29-н-3ах"-н-. ..-–пада“---...

—а,–а,с-t-20а,—а, с)х-н-. . .

---(т.-н-1)(а,–а, „сух"-н-. . .

*) Stoiz. 1. c. стр. 154,
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IIIII. I

12)–(с–ху"(а)–ва 4--2а,52--За, да?--..., (6)

гдѣ

«. О

6.—-Р9-— с. (7

5—6 о

Взявъ производныя порядка п отъ обѣихъ частей (6) и

замѣтивъ, что производная лѣвой части будетъ:

1912)—(1—2) 1999942) и туча,

IIIIIII

(n-н-119942)—(1—2) 19"""ду,

получимъ:

(п-t-1) 1912)–(1—2) [?"? Чанцп-t-1)! а, „, 6.-н

(т.-н-2)! I „

---1-4.... я... за---

Взявъ производныя порядка п отъ обѣихъчастей (5), найдемъ:

. (1439

г”"со-о-1ма..-55,
9, 14.53-1-6.

Раздѣлимъ почленно предпослѣднее равенство на послѣднее

и во второй части полученнаго равенства раздѣлимъ числи

теля и знаменателя на (п-t-1)! а,„. Тогда получимъ:

„119)

9499-----

552 5515 „45494999 4537;

-----55 г.:—та----------

"Г,, „. 543, 554, 559999919949. „..

1 ” а, „, Т 1-2 Т 4. „,

Поэтому:

(п-t-1)?"Ос) ,, „..

94459-а-а

п-t-2 а. „Ис. 1 (т.-t-3)(п-t-2) а, „Гс“
24.4242. Л . . „и- У”-С.-1-Г3 . 243–—

4-599494.-1999499994...

4325.55. 145. 1454, 4555

1 ” а, „, Т 1-? I 4. да

I -- 14-З. 29.299-----"—-5—-.—9-79— —Ч-. . .
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Отсюда:

1у1914

999499-а-а

--- «. м. "—4

—–.

4.„Вс

С
14.14--п. 4- 116.I-г

фл.-1- 1

1 ., 222,94ы

1 Т а

«ст4ѣ

95

п -н- 1 ---

Такъ какъ

то, по (2),

Кромѣ того, отношеніе 52.147, по предположенію,–число

74

вещественное. Поэтому для достаточно большихъ значеній п,

оно будетъ постоянно числомъ положительнымъ. Такимъ

образомъ числа

994449 195.449. Ф. 149

4 Iѣ— 5 г з- - -

944 ч 44: „а " Ч.

будутъ положительны. Поэтому числа:

2 л. л. 3

щее
у —I— I — « «

и 4-я " Ря- 1

9449 194559

а. . . ” (Д

(Д

т. 4- 1

изъ коихъ первое равно первому числу предыдущаго ряда,

второе равно произведенію первыхъ двухъ чиселъ предыду

щаго ряда, третье–произведенію первыхъ трехъ и т. д.,

будутъ также числами положительными. Поэтому будетъ:

п-t-2а. „Вс . I, 1. п.-н-2 а..„Вс
1 ——"—–Г342-Т-t-...1:1-t-7—- . I-444-1-t-...

1 "а,” " "Г"" " 1 1 а., """""

5 „, , т.-н-2 Iа,„Ист. 5

41-45-155I. I

п-н-2 а...„Вс, д. .

— 18, 1-4-5---5.754412..., 1-t-..

1 I 4. .
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На этомъ основаніи изъ (8) получимъ:

I(и-1196с:

455-4-45

* * *74—4-72 0.„ПС, л ,

344-14. „, l-t-.. .I-t------ .

"" " 1 ” а,,,

п-t-2 а...„Вс

1--44. 5
уд -1- 1

Но, по (2) и (7),— Ilim В.-0. Поэтому, по предыдущейлеммѣ,
Лиха бо

для чиселъ I В, I, I 6., I „... существуетъ наибольшее число

А„. Такъ что имѣемъ: "

14, 144. 14, 1; 144.--„ 1 54,

Отсюда

5 „ . п.-н-2 а, „Вс. 5

4, 1--9. 549914. 1--..за
п-1- 1

«(1-194549-..)».А Т 4. „,

Поэтому, на основаніи (9), .

I(п-t-1199196)

999499-а-мка.

Но, по той же леммѣ, lim А.-0. Поэтому:

„ 1911IТ99]„,.

499444994-1-444

то есть радіусъ круга сходимости дѣйствительно равенъ

(1—6). с).

Одесса,

20 ноября 1892 года.



 

3757597

54757597





 

Автолит. ф кввмва, звѣринская 46, С





черт. п.

"""” су" -
84458.





541]

su
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3НАЧЕНІИ. ОДЕЕДѣЛЕННАГО ИНТЕТРАЛА.

В. А. Циммермана.

Въ извѣстномъ сочиненіи Мoignо «Сalсul des variations»

доказывается слѣдующее положеніе: интегралъ

Д3

ян-IIчь305

въ которомъ Ив. Ла, у, у", у",... у!"), не имѣетъ ни mахi

mum'а, ни шinimum'а, если предѣлы 2, 2, и предѣльныя

значенія неизвѣстной функціи у и ея производныхъ не под

чинены никакимъ условіямъ.

Разсужденія, которыми Моignо доказываетъ это положеніе,

страдаютъ существенными недостатками, и самое положеніе

оказывается невѣрнымъ.

На ошибку Мoignо обратилъ вниманіе Е. Ѳ. Сабининъ и

вполнѣ доказалъ неправильность вышеуказаннаго общаго по

ложенія: въ статьѣ г. Сабинина, озаглавленной: «О мемуарѣ

Саррюса» и напечатанной въ 14 томѣ Математическаго

Сборника, приведены два интеграла, имѣющіе minimum, не

смотря на отсутствіе ограниченій для предѣльныхъ значеній

перемѣнной независимой, искомойфункціи и ея производныхъ.

Не ограничиваясь доказательствами ошибочности самаго

положенія Мoignо, Е. Ѳ. Сабининъ обнаруживаетъ и бездо

казательность мотивовъ, приведшихъ Мoignо къ невѣрному

г.хуп. вып. п. 15
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заключенію. Однако неправильность въразсужденіяхъМoignо

раскрыта Е. Ѳ. Сабининымъ не вполнѣ, и въ той части

статьи Е. Ѳ. Сабинина, гдѣ критикуется указанное доказа

тельство Мoignо *), замѣчается неясность, устранить кото

рую желательно тѣмъ болѣе, что положеніе вопроса объ

абсолютномъ maхimum'ѣ и minimum'ѣ опредѣленнаго инте

грала въ томъ освѣщеніи, которое далъ этомувопросуЕ. Ѳ.

Сабининъ, вошло уже въ университетскіе курсы варіаціов

наго исчисленія.

Вопросъ объ абсолютномъ maхimum'ѣ и minimum'ѣ инте

грала съ перемѣнными предѣлами

30.

«-IIтѣ„Л 305

гдѣТ есть функція перемѣнной независимой х, неизвѣстной

функціи у и ея п производныхъ уу., у",... у", приводится къ

дифференціальному уравненію порядка 2ѣ, которомудолжна

удовлетворять функція у, и къ 2п-t-2 предѣльнымъуравненіямъ.

Уравненія эти, вводя извѣстныя обозначенія, можно пред

ставить въ видѣ *):

dР. I d'Р., 11; I d"Р„I
Р—”-Е-4-1-7-4 —.... за

42"" да, "т аветг

0; (1)

Ганю ("ольно... Га

(2)

225

"ла-«. Гал-а... Га

("ты, гл. «

*) Математическій Сборникъ, т. 14, стр.463—464.

*) Мoigno. Сaleul des variations. Р. 112.
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Написаннымъ уравненіямъ, въ случаѣ шахimum'а или mini

mum'а, должны удовлетворять функція у и предѣлы х, и 2,;

иными словами, уравненія (1), (2) и (3) представляютъ собою

необходимое, (хотя и не достаточное) условіе mахimum'а и

minimum'а.

Если, такимъ образомъ, для какого нибудь интеграла В

оказывается невозможнымъ подыскать функцію у и предѣлы

х, и х, которые удовлетворяли бы уравненіямъ (1), (2) и (3),

или же если функція у и предѣлы а, и 2,удовлетворяющіе

этихъ уравненіямъ, въ дѣйствительности не обращаютъ инте

грала ни въ maхimum, ни въ шinimum, то задача не имѣетъ

рѣшенія: интегралъ не имѣетъ ни шахimum'а, ни minimum'а

Разсужденія, которыми Моignо желаетъ оправдать свой

выводъ, и направлены къ тому, чтобы показать, что значенія

функціи у и предѣловъ х, и х, которыя опредѣляются урав

неніями (1) (2) и (3), не соотвѣтствуютъ ни maхimum'у, ни

minimum'у.

Сущность разсужденій Мoignо состоитъ въ слѣдующемъ:

дифференціальное уравненіе (1) порядка 2п даетъ для функ

ціи у выраженіе, содержащее 2а произвольныхъ постоянныхъ.

Вставивъ это выраженіе въ уравненія (2) и (3), можемъ опре

дѣлить изъ 2n уравненій (2) произвольныя постоянныя функ

ціи у въ функціяхъ х, и 2; полученныя выраженія для

произвольныхъ постоянныхъ будутъ функціями симметриче

скими относительно х, и х, что слѣдуетъ изъ того, что х,

и х, входятъ въ уравненія (2) совершенно одинаковымъ обра

зомъ. Если затѣмъ внесемъ въ уравненія (3) найденныя вы

раженія для произвольныхъ постоянныхъ и выполнимъ под

становки, то получимъ, очевидно, два уравненія вида:

12, 2.)—О, 12, 2.)— О,

изъ которыхъ каждое получается изъ другаго путемъ подста

новки 2, и х,. Разрѣшаяэти уравненія послѣдовательно отно

сительно х, и х, получимъ для обоихъ предѣловъ одно итоже

значеніе, или 2, ст.,.Но при равныхъ предѣлахъ интегралъ,

получая нулевое значеніе, не обращается ни въ maхimum,

154
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ни въ шinimum; слѣдовательно разсматриваемый интегралъ

вообще не имѣетъ ни шахimum'а, ни minimum'а.

Въ изложенномъ доказательствѣ Моignо есть два слабыхъ

пункта, на одинъ ихъ которыхъ обратилъ вниманіе въ упо

мянутой статьѣ Е. Ѳ. Сабининъ.

Именно,для существованія mахimum'а или minimum'а инте

грала В необходимо, чтобы 2л. произвольными постоянными

функціи у и двумя предѣлами 2, и 2, удовлетворялась си

стема 2m-t-2 уравненій (2) и (3). Очевидно, эта система

2n,-н-2 уравненійможетъ удовлетворяться извѣстной системой

значеній указанныхъ 2n -н-2 неизвѣстныхъ, и въ то же

время система, состоящая изъ 2ъ уравненій (2), можетъ не

удовлетворяться никакими значеніями 2n произвольныхъ по

стоянныхъ функціи у, если при этомъ 2, и 2, остаются не

опредѣленными. Между тѣмъ Моignо именно предполагаетъ,

что уравненія (2) совмѣстны въ указанномъ смыслѣ, что,

какъ мы замѣтили, совершенно не вытекаетъ изъ предполо

женія (необходимаго при существованіи шахimum'а или шi

nimum'a) о совмѣстности 2n-н-2 уравненій системы (2) и (3) *).

*) критикуя разобранное выше бпибочное положеніе Мoignо, Е. Ѳ

Сабининъ говоритъ (на стр. 464 т. 14 Мат. Сб.): „Такое положеніе

дѣйствительно невозможно само по себѣ: изъ вышеозначенныхъ урав

неній (2) для каждаго изъ 2n произвольныхъ постоянныхъ никакъ

нельзя найти выраженіе въ х, и ха, такъ какъ эти уравненія (2) обра

зуютъ два ряда п уравненій, составленные такъ, что въ каждой изъ

няхъ 2n произвольныхъ постоянныхъ входятъ совершенно одинаковымъ

образомъ“. Эти слова, конечно, нужно понимать въ томъ смыслѣ, что

нельзя вообще утверждать, что уравненія (2) даютъ для каждаго изъ 2ѣ

произвольныхъ постоянныхъ выраженіе въ х, ихъ. Ибо утвержденіе, что

изъ уравненій (2) никогда нельзя получить2n произвольныхъпостоянныхъ

въ функціяхъ х, и х, было бы неправильнымъ. Такъ, напримѣръ,

въ уравненія

2

("------

25

29-н-рх-н-фаО,

неопредѣленные коэффиціенты р и у входятъ совершенноодинаковымъ

образомъ, однакожеизъ уравненій этихъ, оставляя за ихъ произвольными,

можно опредѣлить р и у въ функціяхъ 25 и 25.
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Несмотря на важность указаннаго упущенія Мoigno, мы

должны тѣмъ неменѣе признать, чтоупущеніеэто не имѣетъ

существеннаго значенія въ занимающемъ насъ вопросѣ.

Въ самомъ дѣлѣ, разсужденіе Мoignо можно замѣнить

слѣдующимъ, свободнымъ отъ указаннаго выше недостатка и

приводящимъ къ тому же результату: изъ системы 2n -н-2

уравненій (которыя должны быть совмѣстны, если существуетъ

шахimum или minimum) исключаемъ всѣ неизвѣстныя,кромѣ

2, затѣмъ всѣ, кромѣ х,; въ результатѣ исключеній получимъ

уравненія вида:

которыя представляютъ собою частный случай уравненій

Мoignо 12,25).-0 и 12, 2.) — О. Второй слабый пунктъ

въ разсужденіи Мoigno, который и является дѣйствительной

причиной неправильнаго вывода, заключается въ томъ, что

изъ уравненій Да, х,)а О, Га, х,) на О, которымъ удовле

творяютъ предѣлы, Мoignо выводитъ слишкомъ поспѣшное

заключеніе, что х,— з,. Между тѣмъ изъ этихъ уравненій

слѣдуетъ только, что х, и х, должны удовлетворять одному

и тому же уравненію;

5(2) н о. (4)

Безспорно, между системами значеній неизвѣстныхъ, удовле

творяющими уравненіямъ (2) и (3), существуютъ такія, въ

которыхъ ха-х; эти системы должныбыть отброшены, какъ

не соотвѣтствующія ни maхimum'у, ни minimum'у.Номогутъ

существовать, вообще говоря, и такія системы значеній, не

извѣстныхъ, въ которыхъ х, и х, представляютъ собою два

различныхъ корня уравненія (4); подобныя системы могутъ

соотвѣтствовать maхimum'у или minimum'у, и вопросъ окон

чательно рѣшается только разсмотрѣніемъ второй варіаціи.

Все вышесказанное наглядно обнаруживается натѣхъдвухъ

примѣрахъ, которые приведены въ статьѣ Е. Ѳ. Сабинина.
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1-й примѣръ. Найти абсолютный minimum интеграла

"до

ин-IIчь.1 Л,

въ которомъ

Т—х"—х--ур-р-н- р”,

гдѣ

. dу

и- д -

Полагая ")

117

м-;

11

в-29,

ор

получимъ для опредѣленія у дифференціальное уравненіе:

dР.I . . „, dр „dр
— —-за то— то—2 75——244-за О.

м-35-1-5-1-25--з5–4, 1)

Интегрированіе уравненія (1) даетъ:

у–ах-t-b,

гдѣ а и b—произвольныя постоянныя.

Предѣльныя уравненія въ разсматриваемомъ случаѣ будутъ:

31. „. . 149

го-« 19---------- I

94„ . 149

гать» г---------«)

94 „ . 191 „ .

г---15------------
(3)

20, 130

гать» г-------------«!

*) Мы сохраняемъ обозначенія Е. Ѳ. Сабинина.



— 235 —

Е. Ѳ. Сабининъ опредѣляетъ произвольныя постоянныя а

и ѣ и предѣлы х, и х, слѣдуя рекомендуемому имъ пути:

находитъ сначала х, и х, какъ корни уравненія Та О, и

вставляетъ найденныя выраженія для х, и х, въ уравненія

(2), откуда и опредѣляются а и b, а затѣмъ, помощью этихъ

величинъ, 2, и х,. Но въ данномъ случаѣ къ той же цѣли

приводитъ и путь, указанный Мoignо. Дѣйствительно, мы

можемъ опредѣлить изъ уравненій (2) а и ѣ (оставляя х, и

х, неопредѣленными); для этого вычтемъ сначала второе

уравненіе (2) изъ перваго уравненія (2), послѣ чего получимъ:

ада,— х.)—О,

откуда (исключая случай х;— а, не приводящій ни къ maхi

шum’у, ни къ шinimum'у)

а — О;

затѣмъ изъ уравненія (2) находимъ:

Б— 1.

Уравненія (3) принимаютъ такимъ образомъ видъ:

2, 1—2,4: О, х,1—24- О,

т. е. 2, и х, удовлетворяютъ уравненію;

х"- хаО.

Выбирая

и примѣняя критерій Якоби, убѣждаемся, что интегралъ П

имѣетъ абсолютный minimum при уча- 1, будучи взятъ между

предѣлами О и 1. "

Мы видимъ, что въ разсмотрѣнномъ примѣрѣпроизвольныя

постоянныя могутъ быть опредѣлены такъ, какъ указываетъ

Мoignо, и несмотря на это, интегралъ, вопреки утвержденію

Мoignо, имѣетъ абсолютный minimum.
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2-й примѣръ. Найти абсолютный minimum интеграла

24

17- I Тах,

24

въ которомъ

— Т-------

кн—5-ти-т-4.

гдѣ "

dу

я —3;

получимъ для опредѣленія у дифференціальное уравненіе:

4?„L. 1, 4. „. . . 49.

интегрируя которое, находимъ:

59

и 4-5;—ха-а,

Предѣльныя уравненія будутъ:

(2)



—237 —

за„ . 14, 3

I”т-в т. ("-24-а-а-а-а!

” 1 (3)

("ты, т. Г-54---------«)

Уравненіямъ (2) нельзя удовлетворить насчетъ с; и с,–оста

вляя при этомъ х, и х, неопредѣленными: имѣемъ слѣдова

тельно случай, упущенный изъ виду Мoignо.Однако для всей

системы уравненій (2) и (3) можно найти значенія с., с.,

х, х, удовлетворяющія этой системѣ.

Изъ уравненій (2) находимъ прежде всего:

Исключивъ затѣмъ изъ уравненій (3) с, получимъ:

4

---------- (4)

9 . . . . . 4?

— 541-4--15---64-6,

Вычтя второе уравненіе изъ перваго и замѣтивъ, что х,"—z,”,

найдемъ:

с„(х,— х,)— О,

откуда

с„а О.

Уравненія (4), послѣ упрощеній, принимаютъ видъ:

х,”—16—О,

2,1—16 ав- О,

откуда заключаемъ, что х, и х, должны быть корнями уравненія

459— 16 х: О.



Выбирая

и слѣдовательно

убѣждаемся, прилагая критерій Якоби, что интегралъ С

. . 59

имѣетъ «болотный паша при та-I— я, будучи взятъ

между предѣлами —2 и —-2.

Въ заключеніе считаемъ не лишнимъ сдѣлать одно замѣ

чаніе.

На стр. 113 своего сочиненія Мoignо слѣдующимъ раз

сужденіемъ подтверждаетъ справедливость своего вывода:

«...si la fonction у et les limites z, х, рeuvent se déformer

en méme temps, sans étre assujeties à aucune restrіction, il

est clair que l'intégrale рroроsée рourra elle-mémе сroitre ou

decroitre indéfiniment, et qu'il n'у aura plus lieu à chercher

sa valeur mахimа оu minima».

Е. Ѳ. Сабининъ называетъ это разсужденіеголословнымъ.

Какъ намъ кажется, разсужденія и выводъ можно признать

вообще правильными; но Мoignо даетъ этому выводу непра

вильное толкованіе.

Въ самомъ дѣлѣ, изъ того, что функція у произвольна,

слѣдуетъ, что можно вообще положить

И все Его,

гдѣ Ех) какая нибудь функція. Выбирая приличнымъ обра

зомъ эту функцію Ех) и предѣлы х, и х, можемъ дать

интегралу какое угодно большое значеніе и какое угодно

малое. Такъ что дѣйствительно интегралъ О7 не имѣетъ ни

тото, нитотчи-тоне въ счетъ

аналитическаго maхimum'а и minimum'а: въ анализѣ подъ

maхimum'омъ и minimum'омъ разумѣютъ не наибольшее и
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наименьшее значеніе перемѣнной величины, а тѣ значенія,

которыя больше или меньше смежныхъ значеній *).

Если мы обратимся къ приведеннымъ выше примѣрамъ, то

на нихъ легко подтвердится сказанное.

Давая въ первомъ примѣрѣ функціи у постоянное значеніе

с, получимъ интегралъ:

225

дн-IIIа-та50,

который, очевидно, насчетъ предѣловъ можетъ быть сдѣланъ

неопредѣленно большимъ и неопредѣленно малымъ: ни наи

большаго, ни наименьшаго значенія въ обыкновенномъ (не

аналитическомъ) смыслѣ интегралъ Гслѣдовательно не имѣ

етъ; между тѣмъ, какъ мы видѣли, онъ имѣетъ аналитическій

minimum.

Къ такому же заключенію придемъ и относительно инте

грала, взятаго въ качествѣ втораго примѣра, если положимъ

уз; С.

Одесса,

26 ноября 1892 года.

*) Мoignо указываетъ на стр. 214 своего сочиненія на точный смыслъ

аналитическаго maхimum'а и minimum'а, и упускаетъ его совершенно

изъ виду на стр. 113.



О ЧИСЛАХЪ. ДѣЛЯШИХС11 НА ЧИСЛОСВ0ИХЪ

ДѣЛИТЕЛЕЙ.

А. П. Мививка.

(Читано въ засѣданіи Математическаго Общества 16 февраля 1893 года).

5 1. Вопросъ объ опредѣленіи чиселъ, дѣлящихся на число

своихъ дѣлителей, приводится къ рѣшенію уравненія

Ма- т.р. М),

въ которомъ т. число цѣлое и положительное, а р. М1 чи

словая функція, выражающая число дѣлителей М.

Въ настоящей статьѣ мы ограничимся разборомъ только

одного частнаго случая этого уравненія, именно уравненія

Ма- д. р. М), (1)

гдѣ д число простое.

Числа, удовлетворяющіяуравненію (1), имѣютъто свойство,

что, при дѣленіи на число своихъ дѣлителей, даютъ въчаст

номъ простыя числа.

Приступая къ рѣшенію уравненія (1), раздѣлимъ всѣ числа

М” на слѣдующія группы:

Мава, Ма?, Мына. Б. с. d..., Мнѣ.a“, Машѣ.c. а",

—5.eл4.а?, мнѣ. е.а...». 5.1.а“, Мнна"69, Лена”19ст...,

М-р.г.s.1... а?c?...,
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гдѣ а, b, е, d... р, л, s, i... простыя числа,

и остановимся на разборѣ каждой группы отдѣльно.

5 2. Числа вида: М—а.

Основное уравненіе задачи принимаетъ видъ:

g11—4-1)а, а

и даетъ да 1, а—2.

Такимъ образомъ въ этомъ случаѣ получается только одно

11III. СЛО

Л:2.

Это число равно числу своихъ дѣлителей.

9 3. Числа вида: Ма-а”.

Основное уравненіе задачи принимаетъ видъ:

g(а-t-1)— а“.

Замѣтивъ, что при д н 1 это уравненіенедаетъ рѣшеній,

соотвѣтствующихъ разсматриваемому вопросу, положимъ въ

IIIIIIIIIIIIIЬ

а--1; 57, (2)

гдѣ t Съ О.

Мы будемъ имѣть

откуда

а за д; а за t-1- 1.

Если найденную для а величину внесемъ въ уравненіе (2)

то получимъ уравненіе

1--24",

которому можно удовлетворить, сдѣлавъ относительно 4 два

предположенія: 1) 1— 1; 2) 1 — 2. Первое предположеніе

даетъ да- 3, второе дѣ- 2. Такимъ образомъ получается два

числа вида а”:
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Л.4-а”— у"т"—39 —9,

Лана”— у“ 14-295-8.

Первое изъ этихъ чиселъ равно тройному числу своихъ дѣ

лителей, второе–двойному числу своихъ дѣлителей.

5 4. Числа впда; М— а. Б. с. d. "

Основное уравненіе задачи принимаетъ видъ:

2“. д. —а.Б. с. d. . .

и показываетъ, что между числами разсматриваемаго вида

нѣтъ такихъ, которыя удовлетворяютъ уравненію (1).

5 5. Числа вида: М.– Б. а”.

Замѣтивъ, что основное уравненіе задачи принимаетъ видъ:

2g(а -н- 1)—Б. а",

IIОДОЖИЛЫ ВЪ II63IXIIIЪ

а -н- 1 — 2". р”, (3)

гдѣ р простое число большее 2, а К и я могутъ получать

всѣ цѣлыя и положительныя значенія, начиная съ нуля.

Мы будемъ имѣть уравненіе

2”"". ...р — Б. а”, (4)

въ которомъ относительно я сдѣлаемъ три предположенія:

1) s—О; 2) s—1; 3) s с1. 1.

Перв о е предп ол оженi e: s— О.

Уравненіе (4) обращается въ

2”*". ф вы ѣ. «У

и даетъ два равенства

g—Б

29т94- 49,

Изъ послѣдняго имѣемъ



—243 —

а:2

а за К-н- 1

Внося полученную для а величину въ уравненіе (3) и при

нимая во вниманіе, что s—О, найдемъ уравненіе

4--2–2”,

которое даетъ единственное рѣшеніе, соотвѣтствующее раз

сматриваемому вопросу, именно К—2.

Такимъ образомъ имѣемъ

а за К-н-1 — 2-t- 1—3; а: 2; Б— g,

и слѣдовательно

М—2?. д.,

гдѣ ф простое число большее двухъ.

Всякое число вида 2”. ф, при дѣленіи на число своихъ

дѣлителей, даетъ въ частномъ простое число д.

Такъ, напримѣръ: "

40—29.54-5.440)—5.(3--1).2.

Вт ор о е предп ол ожені е: s— 1.

Уравненіе (4) обращается въ

2”*"ура- Б.a“ (5)

Будемъ разлагать слѣдующіе случаи:

1) ф а 1; 2) ф—2, 3) ф а р.

1-й случай: gа. 1.

Уравненіе (5) принимаетъ видъ:

2”*". ра-1.а?

и приводитъ къ равенствамъ:

Бар

а:2
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а на К-н- 1.

полагая въ уравненіи (3) s— 1 и внося въ это уравненіе

найденное для а значеніе, будемъ имѣть

В--2 на 2”. р.

это уравненіе не даетъ рѣшеній, соотвѣтствующихъ раз

сматриваемой задачѣ.

2-й случай: g 442.

Уравненіе (5) обращается въ

29т9. р. н. 6. а?

и даетъ

-р. 2”*"? - а?, и —чу .

изъ послѣдняго равенства слѣдуетъ, что аква и 48-1-2,

Внося полученную для а величину въ уравненіе (3) и при

нимая во вниманіе, что s— 1, будемъ имѣть

В--3–2“. р.

Такъ какъ это уравненіе, при условіяхъ разсматриваемой

задачи, можетъ быть удовлетворено только при Вафъ реб

то имѣемъ

2-4-4-2—0-1-23–2; а.–2; Бера3; да2,

и слѣдовательно

Ле29,3:12.

Это число, при дѣленіи на число своихъ дѣлителей, даетъ

въ частномъ 2.

3-й случай: уар.

Уравненіе (5) принимаетъ видъ

291.445, 6.4”.

Такъ какъ я съ 1 и 52-2, то Б—О, и мы имѣемъ:

Б— 2; уч; а”; g: а; а за 2.
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Уравненіе (3) даетъ для этихъ значеній

аза 3,

и потому

Ма: b,а?-с. 2.39: 18.

Это число, при дѣленіи на число своихъ дѣлителей, даетъ,

въ частномъ 3.

Тр ет ь е предп ол ожені е: s2-1.

Если в С-1, то въ уравненіи (4), въ силу того, что рус-2

Кава О; уз- р,

и потому

2.р”"": Б.a“,

откуда

Ба2; а—р; а—s-t-1.

При этихъ значеніяхъ уравненіе (3) приметъ видъ

s-t-2—р”.

Это уравненіе не даетъ рѣшеній, соотвѣтствующихъ раз

сматриваемой задачѣ.

5 6. Числа вида: Ма- b с. а”.

Замѣтивъ, что основное уравненіе задачи принимаетъ видъ

29. (2-t-1). д. — Б. с. а”, (6)

сдѣлаемъ относительно ф три предположенія: 1) да 1; 2)да2;

3) g С-2.

Пер в ое предп ол ожені е: g as 1.

Уравненіе (6) обращается въ

214 -t-1) - Б. с. 4".

Если положимъ здѣсь

а -н- 1 —29. р.,. р, (7)

т.хуп. вы. п. 16
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гдѣ р, р, простыя числа Св.2, а и можетъ принимать всѣ

цѣлыя и положительныя значенія, начиная съ нуля,тобудемъ

. имѣть:

2""!“. р,.р,—Б.с.а”,

откуда

Базар, сар., а за 2, а за 2-t- u.

Внося полученнуюдля а величинувъ уравненіе (7), найдемъ

и -н-3–2“. р,. р.

Это уравненіе не даетъ рѣшеній, соотвѣтствующихъ раз

сматриваемому вопросу.

Вт ор о е п редп ол ожен і е: ga 2.

Уравненіе (6) обращается въ

29.(т.-t-1)— Б. с. а”.

Полагая здѣсь "

2-t-1—29. р,.р, (8)

будемъ имѣть

21""!“. р,. р,–Б.с.a“,

откуда

р,а Б, р, час, а за 2, а за 3-4-ца.

Внеся послѣднюю величину въ уравненіе (8), найдемъ

и-н-4—2". р,. р.

При тѣхъ условіяхъ, которыя разсматриваемый вопросъ

налагаетъ на величины р, р, уц, первая часть этого соот

ношенія не можетъ быть равна второй. Отсюда слѣдуетъ,

что между числами разсматриваемаго вида нѣтъ чиселъ, рав

ныхъ двойному числу своихъ дѣлителей.

Тр еть е пр едп о л ожені е: g С-2.

Если въ уравненіи (6) положимъ

а -н-1—29. р, (9)
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то будемъ имѣть

2”*". р.4-6. с.a“,

откуда

Б—р; сна ф., а 442; а — и.-н-2.

Подставляя найденную для а величину въ уравньніе (9), по

лучимъ уравненіе

щ--34н-29.3р,

которое даетъ

1) u. а. О, раза 3,

2) и 41, р–2.

Такъ какъ рада БIа 2, то должно быть взято только пер

вое рѣшеніе. Этому рѣшенію соотвѣтствуетъ число

Ма- 3.29. д.,

гдѣ ф простое число С.-3.

Каждое число такого вида, при дѣленіи на число своихъ

дѣлителей, даетъ въ частномъ простое число д.

5, 7. Числа вида: Ма- Б. с. d.а“.

Замѣтивъ, что основное уравненіе задачи принимаетъ видъ

29. (2-t-1).g— Б. с. d.а“, (10)

сдѣлаемъ относительно утри предположенія: 1) да-1, 2) qа 2,

3) ф Ос-2. "

П ер в о е предп ол ожен і е: gа. 1.

Уравненіе (10) обращается въ

2”. (а -н-1): Б. с. d.а“.

Если положимъ здѣсь:

«--1 — 294, р, in, (11)

гдѣ р, р, р, простыя числа С-2, а Е можетъ получать всѣ

159
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цѣлыя и положительныя значенія, начиная съ О, то будемъ

имѣть

2”"": т,. р., и,–6. е. 4.а?

откуда

Баер.; сахар,; dза р,; а за 2; а за К-н-3.

Вставляя а за К-н-3 въ уравненіе (11), найдемъ

4--4—2“. р., р.»,. (12)

Такъ какъ при тѣхъ условіяхъ, которыя разсматриваемый

вопросъ налагаетъ на величины р, р, р„, Л, первая часть

этого соотношенія не можетъ быть равна второй, то отсюда

слѣдуетъ, что между числами разсматриваемаго вида нѣтъ

такихъ, которыя равнялись бы числу своихъ дѣлителей.

Втор о е предп о л ож ен і е: уа 2.

Уравненіе (10) обращается въ

2“. (а -н-1) за Б. с. d.а”.

Полагая здѣсь

4--142". р. п., р.,

найдемъ

2"""": т, р., р, — Б. с. d.а“,

откуда

Базар, савр., д. —р., а за 2, а за К-н-4,

и слѣдовательно

4--54—294, р., р. (13)

Относительно этого уравненія можно тдѣлать то же за

ключеніе, какое было сдѣлано относительно уравненія (12);

отсюда слѣдуетъ, что между числами разсматриваемаго вида

нѣтъ такихъ, которыя равнялись бы двойному числу своихъ

дѣлителей.

Трет ь е пр едп ол ож ен і е: g С-2.

Такъ какъ при этомъ предположеніи въ уравненіи
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29. (2-t-1).g e b. с. d.а?

g должно быть равно одному изъ простыхъ множителей вто

рой части, напримѣръ Б, то имѣемъ

29. (2 —1—1): с. d. а?.

Полагая здѣсь

4-- 1 — 2”. р.р.,

найдемъ

2?" "у, р, на с. d.а“,

откуда

сар,, 44–5р., а ч- 2, а — 3-4-й

и потому

. . л — о!

К-н-4—2“. р, . р,

» .

Относительно этого уравненія можно сдѣлать то же за

ключеніе, какое было сдѣлано относительно уравненій (12)

и (13). Такимъ образомъ оказывается, что между числами

разсматриваемаго вида нѣтъ ни одного, которое удовлотво

ряло бы уравненію Мад.р. М).

5. 8. Числа вида: Ма- Б. с. d... т. s. t. а?.

Мы предполагаемъ, что и число простыхъ множителей

b, с, di..., tr, s, t, входящихъ въ М, больше трехъ. Случаи

— 1, р. за 2, и за 3 разобраны въ 5 5, 6 и 7.

Пріемомъ, которымъ мы пользовались въ 5, 7, можно обна

ружить, что числа этого вида не могутъ удовлетворять урав

нечію Мага ф. 21 М).

3 э. числа вида: Уна“.19.

Основное уравненіе задачи принимаетъ видъ:

4. («--1).(3--1)ч а?89. (14)

Будемъ различать два случая: 1) ф — 1, 2) ф Съ 1.

1-й случай: gа. 1.

Замѣтивъ, что уравненіе (14) обращается въ
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(4--1)03-1)—а"1?,

И IIОДАРАЯ ВЪ IIIЕIIIIIЬ

а-а-1— р,“. р,”, (15)

3-1-1 на р.“. р.",

будемъ имѣть

р,""". р. """ н а”ѣ?,

откуда

1 р., — а, а на К-н-4,

р, за В, 3— т-1-г.,

2) р, — b, 3 —К--К,

р. 4-а, зн. т--т.

Подставляя найденныя для а и 3 величины въ уравненія (15),

найдемъ: "

4--4,—1 —р,“. р.”,

(16)

r-r,--1 — р.". р.“,

r-r-r,--1— р." р.",

(161)

4--4,-I-1—р.". р.".

Сдѣлаемъ относительно К., слѣдующія предположенія:

1) К, —О, 2) Л, с т., 3) К, 2- г., 4) Л, — т.

Легко замѣтить, что ни при одномъ изъ этихъ предположеній,

” при соблюденіи тѣхъ условій, которыя разсматриваемый во

просъ налагаетъ на величины р, р., Е, В, т, т., уравненія

(16) совмѣстно существовать не могутъ; точно также немо

гутъ совмѣстно существовать и уравненія (16"). Отсюда

слѣдуетъ, что между числами вида а"1? нѣтъ такихъ, кото

рыя равнялись бы числу своихъ дѣлителей.
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2-й случай: g Со-1.

Если ф С-1, то въ уравненіи

4. («--1). (3--1) — а"1?

g должно быть равно или а или Б; принимая д на! а, будемъ

имѣть

(4-1-143-1-1)на?—1.69.

Полагая затѣмъ

«--1 — р.“. р.",

I (17)

3-1-1 на р.". р.",

найдемъ

р. 111. р. т"": 1-29—959.

Послѣднему уравненію можноудовлетворить въдвухъ пред

положеніяхъ: или полагая

р, — а, К-н-1, вве а—1

р,— b, т-1- г., а 3

IIДИ IIОЛЯТАЯ

р, — b, Б-н-1, на З,

р,— а, г-н- п., за а—1.

Внося въ уравненія (17) величины а и В, полученныя въ

первомъ предположеніи, будемъ имѣть

В--В, -t-2 на р,". р."

(18)

r-r-r,-н-1—р,". р,".

Внося въ уравненія (17) величины а и В, полученныя во

второмъ предположеніи, найдемъ

r-r-r,--2–р,"р.",

(19)

В--4,—1 —р," р,".
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Легко убѣдиться въ томъ, что, при условіяхъ разсматри

ваемаго вопроса, равенства (18) совмѣстно существовать не

могутъ; точно также не могутъ совмѣстно существовать и

равенства (19). Отсюда слѣдуетъ, что между числами вида

а?19 нѣтъ чиселъ, удовлетворяющихъ уравненію М-r. IV).

5 10. числа вида: 1) Уна“ѣ?ci..., 2) Учрля... а?19а...

Пріемами, подобными тѣмъ, которыми мы пользовались въ

предыдущихъ параграфахъ, можно обнаружить, что какъ

между числами перваго вида, такъ и междучислами второго

вида нѣтъ чиселъ, удовлетворяющихъ уравненію Мад.; М).

5 11. Заключеніе. Мы нашли, что уравненію

Ма- д.;(М)

удовлетворяютъ только слѣдующія числа:

2; 8; 9; 12; 18; 8g, гдѣ ф 252; 12g, гдѣ ф 2-3,

и слѣдовательно только эти числа имѣютъ то свойство, что,

при дѣленіи на число своихъ дѣлителей, даютъ въ частномъ

простыя числа.



И3СЛѣд0ВАНІЕ ОДНОГО И3Ъ ОСОБЕННЫХЪ СЛУ.

чАЕВЪ ЗАДАчи ОВъ устойчивости движкнія.

А. М. Ляпунова.

1. Задача, о которой идетъ здѣсь рѣчь, приводится къ

слѣдующему:

Дана система дифференціальныхъ уравненій вида

dа, — да. - de

55---5, 54-х...., 44-х. (1)

гдѣ Х, Х,..., Х, суть нѣкоторыя данныя вещественныя

функціи вещественныхъ перемѣнныхъ х, х,..., х, 1, уничто

жающіяся при

а, — а, да.... 542. — О,24

и гдѣ величины х, разсматриваются, какъ неизвѣстныя функ

ціи перемѣннаго t. Требуется узнать, можно ли для всякаго

даннаго положительнагочисла 1 выбирать другое положитель

ное, число в такъ, чтобы всякій разъ, когда начальныя зна

ченія функцій х, соотвѣтствующія, допустимъ, tal), выбира

ются согласно условіямъ

12, 144, 1з9, 144, - . ., 12, 144,

для всѣхъ положительныхъзначеній 1 выполнялись неравенства

Iх, 1-го 1, 12, 13-го. 1, . . ., 1х, 1-го 1. (9)

Предполагая, что Е означаетъ время, а 2, 2,. . ., 2, дан
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ныя функціи координатъ и скоростей нѣкоторой матеріальной

системы, находящейся подъ дѣйствіемъ данныхъ силъ (функ

ціи эти могутъ зависѣть явнымъ образомъ и отъ времени),

допустимъ, что всякому вещественному рѣшенію системы

уравненій (1) соотвѣтствуетъ нѣкоторое движеніе нашей

матеріальной системы. Тогда поставленная такимъ образомъ

задача представитъ то, что мы здѣсь называемъ задачей объ

устойчивости движенія

х, — 2,44. . . 442. —О

по отношенію къ величинамъ 2, 2,. . ., 2, ").

Движеніе это мы называемъ устойчивымъ или неустойчи

вымъ, смотря по тому, утвердительно или отрицательно раз

рѣшается поставленный вопросъ.

Если при рѣшеніи этого вопроса разсматриваются не вся

кія возмущенія (такъ будемъ называть начальныя значенія

функцій х;), какъ это предполагалось здѣсь, а лишь такія,

которыя удовлетворяютъ нѣкоторымъ условіямъ вида

14- О или Ге. О,

гдѣ 1 функція величинъ х, х,..., 2, уничтожающаяся при

2, а 2, а... а... а... — О,

и если при этихъ условіяхъ онъ разрѣшается въ утверди

тельномъ смыслѣ, то мы говоримъ, что невозмущенное дви

женіе (такъ называемъ движеніе, устойчивость котораго из

слѣдуется) обладаетъ условною устойчивостью. Безусловно

оно можетъ быть при этомъ и неустойчивымъ.

Говоря объ устойчивости и не упоминая о какихъ либо

условіяхъ для возмущеній, будемъ, конечно, подразумѣвать,

*) Можно разсматривать болѣе общую задачу: объ устойчивости того

же движенія, но по отношенію не ко всѣмъ,а только къ нѣкоторымъ

изъ величинъ х, х, ..., х., напр.— по отношенію къ величинамъ

х, х...., 2, ст. г. п.). Постановка этой задачи получается изъ преды

дущей замѣною неравенствъ (2) слѣдующими:

1 г., 1 4. 1, 14, 1- 1, .., 144, 1 4 4:
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что рѣчь идетъ объ устойчивости безусловной, какъ она

опредѣлена выше.

Мы будемъ предполагать, что вторыя части уравненій (1)

не зависятъ явнымъ образомъ отъ 1 и чтоэто суть голоморф

ныя функціи перемѣнныхъ х, х,..., 2. При достаточно

малыхъ 1х, 1 онѣ представятся поэтому рядами, располо

женными по цѣлымъ положительнымъ степенямъ величинъ

2, съ постоянными коэффиціентами.

Въ большинствѣ случаевъ для рѣшенія вопроса объ устой

чивости достаточно разсматривать въ этихъ рядахъ только

члены перваго измѣренія относительно величинъ х. Но су

ществуютъ случаи, когда дляэтой цѣли должны быть принима

емы въ разсчетъ и члены высшихъ измѣреній. Такіе случаи

задачи объ устойчивости мы называемъ особенными.

Если

Раз Ряз; --- Вы,

суть значенія частныхъ производныхъ

45, 44, 45,

да, ? да,"""""" ок.”

соотвѣтствующія

2, 442, а.... .. за 2.— О,

то особенными будутъ всѣ тѣ случаи, когда уравненіе

ваго въ 1- м. I

!

-- - - - -
- --- I

в. я., --- г.—- I

не имѣя корней съ положительными вещественными частями,

имѣетъ корни, вещественныя части которыхъ суть нули *).

*) См. мою замѣтку: Къ вопросу объ устойчивости движенія (Сообще

нія Харьк. Мат. Общ., 2 серія, томъ П1).
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Два простѣйшихъ изъ этихъ особенныхъ случаевъ были

разсмотрѣны мною въ сочиненіи Общая задача объ устойчи

вости движенія (Харьковъ, 1892; изданіе Харьк. Мат. Обще

ства). Одинъ изъ нихъ есть тотъ, когда уравненіе (3) имѣетъ

одинъ равный нулю корень при остальныхъ корняхъ съ отри

цательными вещественными частями; другой–тотъ, когда

уравненіе это при такихъ же остальныхъ корняхъ имѣетъ

два чисто мнимыхъ корня.

Здѣсь я намѣренъ разобрать случай нѣсколько болѣе слож

ный, когда уравненіе (3) имѣетъ два равныхъ нулю корня,

въ предположеніи, что всѣ остальные его корни (когда оно

выше второй степени) обладаютъ отрицательными веществен

IIIIЬIXII Частями,

Я однако не буду здѣсь разсматривать этого случая во

всѣхъ его подробностяхъ, а ограничусь лишь предположе

ніемъ, что изъ первыхъ миноровъ опредѣлителя, фигурирую

щаго въ уравненіи (3), по крайней мѣрѣ одинъ не дѣлается

нулемъ, при хаО.

При этомъ условіи всегда найдется такая линейная под

становка съ постоянными вещественными коэффиціентами,

посредствомъ которой уравненія (1) преобразуются къ виду

44 щ. . 4- 49I.

53—4-х. 54-5

5--44-44--44.-а. 1 ""

II — ча--44.---------444.--45

(ва 1, 2, 4, 5)

гдѣ Х, 1, 2, суть голоморфныя функціи новыхъ перемѣн

ныхъ х, у, г, 2,..., 25 (Вап.—2), несодержащія въ своихъ

разложеніяхъ членовъ ниже второго измѣренія, а д.,—веще

ственныя постоянныя такого свойства, что уравненіе

II, —3 . . . 1, 5

. . . . . . 1 54. ОЭ

1 ч. 3-яй
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обладаетъ только корнями съ отрицательными вещественны

МИ ЧАСТЯАЛЫ.

Уравненія (4)и послужатъ точкою отправленія для нашихъ

изысканій.

При рѣшеніи нашего вопроса мы будемъ? основываться

на принципахъ, установленныхъ въ цитированномъ выше

сочиненіи, руководясь при этомъ такими же соображеніями,

какими пользовались тамъ при разсмотрѣніи подобныхъ же,

хотя и менѣе сложныхъ, вопросовъ.

Прежде однако, чѣмъ перейти къ общему случаю,мы раз

смотримъ тотъ, когда Ка. О, т. е. когда изслѣдуемая систе

ма уравненій есть второго порядка.

Въ этомъ случаѣ задача допускаетъ, конечно, многія упро

щенія, вообще невозможныя для системъ высшихъ порядковъ.

Мы увидимъ, что въэтомъ частномъ случаѣ задача не пред

ставляетъ никакихъ существенныхъ особенностей сравнитель

но съ тѣми задачами, которыя разсматривались въ упомяну

томъ сочиненіи. Напротивъ,для системъ высшихъ порядковъ

мы встрѣтимся съ нѣкоторыми новыми обстоятельствами,

благодаря которымъ въ извѣстныхъ случаяхъ могутъ возник

нуть совершенно особыя затрудненія.



Г. Л А В А 1.

Системы второго порядка.

2. Допустимъ, что разсматриваемая задача объ устойчи

вости приводится къ изслѣдованію уравненій

dа . . „- ду

5—4-х, 54-5 (но

въ которыхъ Х и ХУ суть независящія отъ t голоморфныя

функціи, перемѣнныхъ х и у, несодержащія въ своихъ разло

женіяхъ членовъ ниже второго измѣренія.

Нетрудно видѣть, что, вводя вмѣсто у нѣкоторое новое

перемѣнное у, задачу эту, если угодно, можно привести къ

изслѣдованію уравненій того же вида

dz. . „ dу— л ь Т "?4 —

34-м. --5, 944 г.,

въ которыхъ Х, будетъ произвольно заданною голоморфною

функціей х; и у;, несодержащею членовъ ниже второго из

мѣренія.

Дѣйствительно, для этого между х, у и у, должно устано

вить 384висимость

у--Хану,--Х,

въ силу которой, при 12], [у], [у, I достаточно малыхъ,

у, будетъ голоморфною функціей х и у, уничтожающею

ся при хауа О, и у—голоморфною функціей х и у,

уничтожающеюся при хану,— О; а при такой зависимости;

между перемѣнными задача объ устойчивости движенія

хау;О по отношенію къ величинамъ х иубудетъ вполнѣ

равносильною задачѣ объустойчивости движенія х ау, —О

по отношенію къ величинамъ х и у,.
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Допустимъ, что преобразованіе наше выбирается такъ, что

бы функція Х, уничтожалась при у, — О.

Составляя въ этомъ предположеніи функцію Е, распола

гаемъ ее по восходящимъ степенямъ у:

Е,—712)--312)у, —...

Здѣсь 105), 542) и т. д. будутъ нѣкоторыми голоморфными

функціями перемѣннаго г.

Если функція Г(2) не равна тожественно нулю, то распо

лагая ее по восходящимъ степенямъ 2 и разумѣя подъ а от

личное отъ нуля постоянное, будемъ писать

[2); ах"-н-а, х"""-t-.... .

Число а будетъ при этомъ не менѣе 2.

Точно также, если функція ф(х) не равна тожественно

нулю, то располагая ее по восходящимъ степенямъ х и пред

полагая постоянное Б отличнымъ отъ нуля, будемъ писать

42)–42-42?"""--... .

Число 3 будетъ здѣсь не менѣе 1.

Числа а, а, Б и В будутъ играть въ нашемъ изслѣдованіи

весьма значительную роль.

Изъ безчисленнаго множества преобразованій, подчинен

ныхъ условію,чтобы при у, —О функція Х, дѣлалась нулемъ,

укажемъ здѣсь одно, изъ котораго выводится простѣйшій спо

собъ составленія функцій 112) и ф(х).

Преобразованіе это соотвѣтствуетъ подстановкѣ

у на В12)-н-у,

гдѣЕа) есть уничтожающаяся при хаО голоморфная функ

ція 2, получаемая рѣшеніемъ относительно у уравненія

у-н-Х— О.

Притакомъ преобразованіи функція Г(2), очевидно, найдется,

какъ результатъзамѣны у функціей Ех) въ выраженіи Е, а

функція ф(а)–какъ результатъ той же замѣны въ выраженіи
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д)У 1)?

Если бы мы воспользовались какимъ либо другимъ пре

образованіемъ, то для функцій 112) и 412) могли бы, конечно,

получить иныя выраженія. Но нетрудно убѣдиться, что, ка

ково бы ни было наше преобразованіе, выраженія эти всегда

выпли бы вида

[2)а 1(х)[1-t-112)],

512) на р, (х)-н- 1 (х) [2).

Здѣсь 1 (х) и ф, (х) суть функціи Г(х) и 712), соотвѣтствую

щія нѣкоторому опредѣленному преобразованію, а 612) и 1 (х)

голоморфныя функціи х, зависящія отъ выбора нашего пре

образованія. Изъ нихъ 12) можетъ быть какою угодно, а

91х) всегда такова, что при х —О дѣлается нулемъ.

Изъ этихъ выраженій видно, что, если для какого либо пре

образованія функція Г(2) выходитъ тожественно равною нулю,

то же будетъ и для всякаго другого преобразованія. Функція

ф(х) тогда отъ выбора преобразованія зависѣть не будетъ.

Если же (х) не равна нулю, то хотя при переходѣ отъ одного

преобразованія къ другому она и можетъ мѣняться, числа

а и 2: будутъ оставаться всегда одни итѣ же. Если при этомъ

3-еса, то и числа 4 и З отъ перемѣны преобразованія мѣнять

ся не будутъ. Напротивъ, при за ихъ можно сдѣлать ка

кими угодно съ соблюденіемъ, разумѣется, этого условія.

Отсюда видно, что числа Б и В только въ тѣхъ случаяхъ

могутъ имѣть для насъ интересъ, когда Веса, или когда

12) ан- О.

Мы начнемъ наше изслѣдованіе съэтого послѣдняго случая.

З. Здѣсь и въ послѣдующемъ, гдѣ не будетъ сказано про

тивнаго, мы будемъ предполагать, что функція Хпри уча-О

дѣлается нулемъ. Предположеніе это, какъ мы видѣли, при

водится къ нѣкоторому всегда возможному преобразованію

системы (1).

Мы будемъ поэтому полагать
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Ка 12)--512)у--. . .,

разумѣя подъ [2) и ф(х) функціи, разсматривавшіяся въ пре

дыдущемъ параграфѣ.

Начнемъ съ случая, когда fiх)—О тожественно.

Въ этомъ случаѣ въ уравненіи

dу 17

24--4-5, (а)

da Ту-н-Х

выводящемся изъ системы (1), вторая часть будетъ голоморф

ною функціей х и у.

Поэтому, разсматривая у, какъ функцію х и называя зна

ченіе ея, соотвѣтствующее ха! О, черезъ с., на основаніи

извѣстной теоремы найдемъ

” «не-я», въ

гдѣ 142, с. означаетъ нѣкоторую голоморфную функцію я и с,

уничтожающуюся при ха О.

Пользуясь этимъ выраженіемъ у, приведемъ первое изъ

уравненій (1) къ виду

415

11

Функція Е(х, с) будетъ здѣсь также голоморфною, притомъ,

подобно 112, с), несодержащеючленовъниже второго измѣренія

ОТНОСИТЕЛЬIIО 2: И С.

Если не только 12), но и ф(х) тожественно равна нулю,

вторая часть уравненія (2) будетъ уничтожаться при уса О;

а потому функція ф(х, с) будетъ уничтожаться при са О.

Но тогда тѣмъ же свойствомъ будетъ обладать и функція

612, с), и слѣдовательно въ уравненіи

ЛС

1495-4-5сТiliа, г. Г"" "" "?

(!)

которое выведемъ изъ (4), разумѣя подъ с постоянное про

извольное, первая часть будетъ голоморфною функціей 2 и с.

т. хуп. вы. п. 17

29----444. кто
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Изъ этого уравненія будетъ поэтому слѣдовать, что въ слу

чаѣ ф(х)—О невозмущенное движеніе неустойчиво.

Допустимъ теперь, что функція ф(х) не равна нулю тоже

СТВ6IIIIО,

Вторая часть уравненія (2) будетъ обращаться тогда при

ун о въ голоморфную функцію съ младшимъ членомъ изъ

Поэтому младшимъ членомъ функціи Ф(a, О) будетъ

1

554:

Таковъ же будетъ и младшій членъ функціи Г(2, 0).

Вслѣдствіе этого, если разсмотримъ частное рѣшеніе си

стемы (1), соотвѣтствующее предположенію са- О, то урав

неніе (4) приметъ видъ:

34--4- «

dt. Т В.-н-1

гдѣ далѣе слѣдуютъ члены съ высшими степенями х.

Изъ этого уравненія достаточно ясно видно, что, когда 3

есть число нечетное, или когда при четномъ В постоянное

Б положительно, невозмущенное движеніе неустойчиво.

Намъ остается поэтому разсмотрѣть только случай, когда

при 3 четномъ Б есть число отрицательное.

Для этого прежде всего замѣчаемъ, что, каково бы ни было

вещественное постоянное с., при 3 четномъ всегда можно

IIОДО3ЕРИТЪ

-Н. . .,

1

«— —I

5454,

разумѣя подъ у также вещественное постоянное.

Вводя это постоянное вмѣсто с во вторую часть уравне

нія (3), представимъ ее подъ видомъ голоморфной функціи

х и у, въ которой совокупность членовъ наинизшаго измѣ

ренія относительно х и у будетъ равна

. 1)

—н- 1
(241-545 г.).
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Поэтому, если сдѣлаемъ

с.-н-402, с) — О,

то для х получимъ 3-н- 1 опредѣленій подъ видомъ голо

морфныхъ функцій ф, изъ которыхъ только одна будетъ веще

ственною. Означимъ ее черезъ дур

Младшимъ членомъ функція ф(а) будетъ у

Поэтому, если вмѣсто а ведемъ перемѣнное в. полагая

ха ду) -1- 2,

то вторая часть уравненія (3) представится подъ видомъ

голоморфной функціи 5 и т., уничтожающейся при вы- о, д.

которой совокупность членовъ наинизшаго измѣренія отца.

сительно 5 и у будетъ равна

1)

55 та-та-та-т

Въ такомъ же видѣ представится при этомъ и вторая часть

въ уравненія (9), которое преобразуется такимъ образомъ

въ слѣдующее:

413

51—448, 445

если подъ 4 будемъ разумѣть голоморфную функцію за 1

въ которой совокупность членовъ наинизшаго измѣна

выражается формой

(2--у)?""—449 I

(3--113Т”

Но при 4 чeтномъ Форма эта есть опредѣленная и вы.

жительная. Поэтому для численныхъ значеній у и в 455

назначить такой отличный отъ нуля предѣлъ и, чтобы 51

всякихъ вещественныхъ у и Е, удовлетворяющихъ условіямъ

1у151, 18151

выполнялось слѣдующее:

174
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II де О.

Допустимъ, что у и значеніе 4, функціи 5, соотвѣтствую

щее t:О, выбраны численно меньшими 1.

Тогда, представляя уравненіе (5) подъ видомъ

1

чина

Еще Е, е" ,

заключимъ, что при Б отрицательномъ для всѣхъ положи

тельныхъ значеній 1 будетъ выполняться условіе

IЕI 5 15,I.

Отсюда, принимая въразсчетъ существующую между вели

чинами х, у, Е и у зависимость, нетрудно вывести, что не

возмущенное движеніе будетъ устойчивымъ.

4. Мы видѣли, что при 3 нечетномъ невозмущенное дви

женіе неустойчиво. Но можно показать, что оно обладаетъ

въ этомъ случаѣ извѣстною условною устойчивостью. Можно

именно показать, что оно устойчиво для возмущеній, подчи

ненныхъ условію "

муз. о. (6)

Для этого обращаемся къ уравненію

у-н-Ч12, у)— с. (9)

выводимому изъ (3) разрѣшеніемъ относительно с.

Въ этомъ уравненіи "Гаду) есть голоморфная функція х

и у, способная быть представленною подъ видомъ:

1

3-1-1

Ч (х,у)—у—5---5 х4"" 1--и),

гдѣ и и п означаютъ голоморфныя функціи, уничтожающіяся

при х ау;О.

Поэтому при В нечетномъ первая часть уравненія (7) бу

детъ такою функціей х и у, которая при условіи (6) и при

величинахъ х и у, численно достаточно малыхъ, будетъ со
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хранять знакъ, противуположный знаку Б., обращаясь въ нуль

только при хану—О. Другими словами, по терминологіи,

которою я пользовался въ своемъ сочиненіи (и которою буду

пользоваться такжеи здѣсь), это будетъ функціей знакоопре

дѣленною при условіи (6).

Но вслѣдствіе того, что функція Гуничтожается при у- О,

условіе это, будучи выполнено въ начальный моментъ време

ни, необходимо будетъ выполняться, если не постоянно, то

по крайней мѣрѣ все время, пока величины х и у остаются

численно достаточно малыми для того, чтобы функціи Хи К

можно было представлять рядами, расположенными по степе

нямъ х и у.

Поэтому, пользуясь обычными въ такихъ случаяхъ разсуж

деніями, изъ разсмотрѣнія уравненія (7) выведемъ, что, какъ

бы мало ни было данное положительное число 1, всегда най

дется такое положительное число з, чтобы при условіяхъ

bу а О, 1215 г., 1 у1 54,

выполненныхъ въ начальный моментъ времени, функціи х и у

оставались всегда численно меньшими 1.

Можно замѣтить, что въ разсматриваемомъ случаѣ (т.-е.

при 3 нечетномъ) невозмущенное движеніе устойчиво также

для возмущеній, подчиненныхъ условіямъ

у– 4(х, О), bх с О. (8)

Но устойчивость при условіи (6) существеннымъ образомъ

отличается отъ устойчивости при этихъ"послѣднихъ услові

яхъ: въ случаѣ условія (6) функціи х и у, когда ихъ началь

ныя значенія численно достаточно малы, измѣняются между

предѣлами, сколь угодно численно малыми нетолько при без

предѣльномъ возрастаніи, но и при безпредѣльномъ убываніи

t, тогда какъ въ случаѣ условій (8) дѣло происходитъ такъ

только при безпредѣльномъ возрастаніи 1.

Мы встрѣчаемъ здѣсь, слѣдовательно, примѣры двухъ ро

довъ устойчивости: одна такова, что послѣ замѣны 1 на—8
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переходитъ также въустойчивость; другая переходитъ послѣ

этого въ неустойчивость.

Устойчивость перваго рода мы будемъ называть консер

61О74149914010),

Въ предыдущемъ параграфѣ было показано, что въ случаѣ

3 четнаго и Б отрицательнаго имѣетъ мѣсто устойчивость.

Устойчивость эта, очевидно, не есть консервативная.

Случаи безусловной консервативной устойчивости, съ ко

торыми можно встрѣтиться въ занимающемъ насъ вопросѣ,

будутъ указаны въ своемъ мѣстѣ.

5. Нетрудно видѣть, что во всѣхъ разсмотрѣнныхъ до сихъ

поръ случаяхъ безусловной или условной устойчивости функ

ціи х и у, когда ихъ начальныя значенія численно достаточно

малы, съ безпредѣльнымъ возрастаніемъ ? приближаются къ

нѣкоторымъ предѣламъ, изъ которыхъ соотвѣтствующій функ

ціи у всегда есть нуль.

Мы будемъ выражать это обстоятельство, говоря, что воз

мущенное движеніе асимптотически приближается къ одному

изъ движеній, соотвѣтствующихъ уравненіямъ

ха С, у- О

при произвольномъ постоянномъ С.

Въ случаѣ, когда 12)—О тожественно, такія движенія

всегда существуютъ.

Предполагая IСI достаточно малымъ, разсмотримъ во

просъ объ устойчивости этихъ движеній по отношенію къ

величинамъ х—С и у. "

Мы будемъ предполать Снастолько численно малымъ, что

бы послѣ подстановки

х— С.-н- Е

вторыя части уравненій (1) выходили голоморфными относи

тельно 3 и у.

Въ этомъ предположеніи, выписывая только члены перваго

измѣренія относительно 3 и у, преобразуемъ эти уравненія

къ виду:



р: у

1-------
99

„, . 1 9

3-го»-- . I

Здѣсь С означаетъ постоянное, представляющее нѣкото

рую голоморфную функцію С, уничтожающуюся при СаО.

Мы замѣчаемъ теперь, что опредѣляющее уравненіе?) си

стемы (9) обладаетъ слѣдующими корнями:

ф(С) и 0.

Поэтому всякій разъ, когда ф(С) С. О, имѣетъ мѣсто не

устойчивость.

То же будетъ и въ случаѣ, когда ф(С)— О, если только

число 1-- С" не нуль, ибо случай этотъ приводится къ тому

изъ разсмотрѣнныхъ въ параграфѣ 3-емъ, когда функція ф(х)

тожественно равна нулю. "

Если наконецъ 5) С) сО, тотакъ какъ вторыя части урав

неній (9) уничтожаются при уг- О, по доказанному въ мо

емъ сочиненіи должно заключить, что имѣетъ мѣсто устой

ЧИВОСТЬ.

Такимъ образомъ, предполагая IО достаточно малымъ

для того, чтобы функція ф(С), если она не равна нулю то

жественно, обладала знакомъ своего младшаго члена 109, и

чтобы число 1—-С“ не было нулемъ, можемъ утверждать, что,

если здо- о тожественно, всѣ разсматриваемыя движенія

неустойчивы, и что въ противномъ случаѣ, если 3число не

четное, тѣ изъ этихъ движеній, для которыхъ БОс-О, не

устойчивы, а тѣ, для которыхъ БОсО, устойчивы; если же

3 число четное, всѣ они при Бо-0 неустойчивы,а при Б-гоО

устойчивы.

6. Переходимъ теперь къ случаямъ, когда функція Г(2)

не равна нулю тожественно.

Въ большинствѣ случаевъ этой категоріи вопросъ разрѣ

*)Такъ называемъ уравненіе (3), соотвѣтствующее системѣ (1) (пар. 1).
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шается тотчасъ же на основаніи одного легко доказываема

го общаго предложенія, игравшаго весьма значительную роль

въ моемъ сочиненіи, не разъ упоминавшемся выше.

Предложеніе это состоитъ въ слѣдующемъ:

Пусть удалось найти вещественную голоморфную функцію

Т перемѣнныхъ х и у, производная которой по 1

, „, „, дГ „ дТ

т-ча-ход;-х;

составленная при посредствѣ уравненій (1), представляла бы

знакоопредѣленную функцію тѣхъ же перемѣнныхъ. Тогда,

если функція Т, которую предполагаемъ уничтожающеюся

при хау;О, такова, что надлежащимъ выборомъ веще

ственныхъ х и у, сколь угодно численно малыхъ, ее можно

дѣлать одинаковаго знака съ 1”, невозмущенное движеніе

неустойчиво; если же Т сама есть функція знакоопредѣлен

ная и противоположна познаку съ Т", движеніеэто устойчиво

Можно прибавить, что въ послѣднемъ случаѣ всякое воз

мущенное движеніе, для котораго возмущенія численно до

статочно малы, будетъ асимптотически приближаться къ не

возмущенному. .

Чтобы воспользоваться этимъ предложеніемъ въ занимаю

щемъ насъ случаѣ, обращаемся къ уравненію

«-хо”-г-43 на то

, - - - - - - ------ 5

въ которомъ Ф означаетъ какую либо данную голоморфную

функцію перемѣнныхъ х и у, а Е" неизвѣстную функцію по

слѣднихъ.

» 4)К

замѣть, что птеніе это мель для 3 читаете что

117 I 117

5--4;--«.

въ которомъ Р и 6) суть голоморфныя функціи т и у, на

основаніи извѣстной теоремы можемъ утверждать, что ему
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всегда можно удовлетворить, предполагая функцію Е также

голоморфною, и что при томъ функцію эту можно подчинить

условію (которое опредѣлитъ ее вполнѣ), чтобы при ха О

она обращалась въ произвольно заданную голоморфную функ

цію одного у.

Наша задача будетъ состоять теперь въ выборѣ подходя

щихъ гипотезъ относительно функціи Фи этой голоморфной

функціи перемѣннаго у.

Положимъ

Ф— ау,

разумѣя подъ а коэффиціентъ младшаго члена ах" функціи

[2), и подчинимъ функцію Е условію обращаться въ у при

Е: О,

Означая найденную въ этихъ предположеніяхъ голоморф

ную функцію Е"черезъ И, на основаніи уравненія (10) бу

демъ имѣть

т-ча-по 25 «о

. . . . 67

на «т»«т» т.т.5-ть

ся въ 1 при ха О.

Поэтому, если а число четное, полученное выраженіе Т

представляетъ знакоопредѣленную функцію х и у.

Отсюда, замѣчая, что функціи Тможно приписывать зна

ченія любого знака, заключаемъ, что при а четномъ невоз

мущенное движеніе всегда неустойчиво.

Останавливаясь на прежнемъ выборѣ функціи Ф, подчи

нимъ теперь функцію Е"условію уничтожаться при ха О.

Если Т есть соотвѣтствующая этимъ предположеніямъ

функція Е, то по прежнему будемъ имѣть равенство (11).

Но теперь функція Т не будетъ содержать членовъ ниже

второго измѣренія относительно х и у; единственнымъ же

членомъ второго измѣренія въ нейбудетъ аху, такъ что функція

517

--- (уничтожающаяся при хаО) будетъ вида

ду
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15-ти-«

ду

гдѣ и уничтожается при х а у на- О.

Поэтому при а нечетномъ и а положительномъ разсматри

ваемая теперь функція Г будетъ знакоопредѣленною. Функція

же Т”, какъ и въ предыдущемъ случаѣ, будетъ способною

принимать значенія любого знака.

Мы должны поэтому заключить, что и при нечетномъ а,

если только при этомъ а есть число положительное, невоз

мущенное движеніе неустойчиво.

Допустимъ наконецъ, что а есть число нечетное и а число

отрицательное.

Допустимъ кромѣ того, что З-го а.

Пусть

у-ч-Ч"(х,у)

есть голоморфная функціях и у, удовлетворяющая уравненію

(10) въ предположеніи Ф—0и обращающаяся въ упри ха О.

Функція Ч?(х,у) не будетъ содержать членовъ ниже вто

рого измѣренія относительно х и у. При томъ она будетъ

такова, что младшій членъ функціи "Г(х, О) выйдетъравнымъ

9 „а
53т 1,

3-1-1

Поэтому, если положимъ

и -ти и 1-5541-4-ма-и,

разумѣя подъ Н голоморфную функцію х и у, уничтожаю

щуюся при ха уча- О, то таковъжебудетъ и младшій членъ

функціи Ф(х).

Дѣлаемъ теперь въ уравненіи (10)

Ф—Бу"?—2 (1 --Н) [12)

и голоморфную функцію Е"подчиняемъ условію уничтожаться

при х —О.
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Найденная въ этихъ предположеніяхъ функція Е, которую

означимъ черезъ О, очевидно, будетъ вида

2а

17——-Е5 27"" -- и,
а-н-1

гдѣ и не содержитъ членовъ ниже (а -н-2)-го измѣренія от

носительно х и у.

Поэтому, если сдѣлаемъ

Т- [у--Ч(х,у)I” -1- О,

то эта функція Т при разсматриваемыхъ предположеніяхъ

будетъ знакоопредѣленною и положительною.

Составимъ ея производную по 1 на основаніи уравненій (1).

Такъ какъ функція Т необходимо удовлетворяетъ уравненію

(10) при сдѣланномъ сейчасъ выборѣ функціи Ф, то дляэтой

производной найдемъ слѣдующее выраженіе:

д"Г(х,у)”

т-ча-четы- "IIIа

417

55 та

--Бу"!"?“"— 2у (1 --Н) [42)–

— «т»-«гет-«В

. . . ди

не то такъ«ть по 5 « «т

житъ членовъ ниже (22 —н- 1)-го измѣренія относительно х и у.

Поэтому совокупность членовъ наинизшаго измѣренія въ

найденномъ выраженіи Т" приводится къ

«ст.-394 г.,

При З четномъ функція Г будетъ, слѣдовательно, знако

опредѣленною того же знака, что и Б.

Отсюда, принимая въ разсчетъ указанное выше свойство

функціи Т, заключаемъ, что, если при нашихъ допущеніяхъ

3 есть число четное, то въ случаѣ положительнаго Б невоз
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мущенное движеніе неустойчиво, а въ случаѣ отрицательнаго

устойчиво и при томъ—такъ, что всякое возмущенное дви

женіе, для котораго возмущенія численно достаточно малы,

будетъ асимптотически приближаться къ невозмущенному.

Изъ всѣхъ возможныхъ случаевъ намъ остается теперь

разсмотрѣть лишь тѣ, когда при за нечетномъ и а отрица

тельномъ или 3, будучи менѣе а, есть число нечетное, или

Ва; а [сюда же включаемъ мы и случай, когда 412) за О).

Для изслѣдованія этихъ случаевъ мы должны будемъ при

бѣгнуть къ соображеніямъ, отличнымъ отъ предыдущихъ.

7. Обращаемся къ уравненію

41

«--хо 2-х, «а

выводимому изъ системы (1) исключеніемъ дѣ.

Посмотримъ, возможно ли при неравной нулю 12) удовле

творить емувъ предположеніи, что у есть голоморфная функ

ція перемѣннаго х, уничтожающаяся при ха О.

Пусть Бог есть младшій членъ разложенія этой функція по

восходящимъ степенямъ х, такъ что К есть нѣкоторое цѣлое

положительное число и i отличное отъ нуля постоянное.

Такъ какъ, согласно допущенному, функція Х не содер

житъ членовъ, независящихъ отъ у, то младшимъ членомъ

первой части равенства (12) необходимо будетъ

II9449—1

Таковъ же долженъ быть и младшій членъ второй части

этого равенства, который, будучитакимъ образомъ(21—1)-ой

степени, необходимо будетъ совпадать съ младшимъ членомъ

функціи

[2) —ч-ф(х)у. (13)

Мы должны теперь разобрать три случая: 1) а С- В-В,

2) а с В--К [или ф(х)—О1 и 3) а — 3-t-К.

Въ первомъ младшимъ членомъ функціи (13) будетъ

ѣыгій:"?,
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вслѣдствіе чего мы должны имѣть:

« . . » — "

44-5-1- 4 — 55

Случай этотъ характеризуется условіемъ

а—1

Во второмъ случаѣ младшимъ членомъ функціи (13) бу

детъ ах", вслѣдствіе чего найдемъ:

«—454, 4--4492 " "" V. IIIIII”

Случай этотъ возможенъ поэтому только при а нечетномъ

и [если ф(х) не нуль] при условіи

а—1

за 454. «я

Если же желаемъ, чтобы искомое рѣшеніе уравненія (12)

было вещественнымъ (т.-е. при вещественныхъ хдавало веще

ственныя значенія для у, то должны будемъ поставить еще

условіе а lа О.

Обращаясь наконецъ кътретьему случаю, мы можемъ сдѣ

лать два предположенія: 1) 2К—1 2- а и 2) 2К—1— 2.

. въ тт (« «т» «т» «ъ 1-4-5

«-— 5 и т. «т» «т» за 159

номъ только при извѣстныхъ соотношеніяхъ между коэффи

ціентами функцій 112) и 2(х), останавливаться не будемъ.

Что же касается второго, то изъ него слѣдуетъ

).»

944-4-- 1
4- -----3--1,

причемъ для опредѣленія И получается уравненіе

(3--1)h”—Бѣ—ан- О. (16)
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Это предположеніе возможно, слѣдовательно, только при

условіи

а—1

знь на-I чт

и можетъ привести къ вещественному рѣшенію только при

Б?—4(3-1-1)а да О. (18)

Условіями (14), (17) и (15) или 342).—О исчерпываются

всѣ возможные случаи. Но мы видѣли, что при выполненіи

одного изъ двухъ послѣднихъ условій случай четнаго х дол

женъ быть исключенъ.

Если сдѣлаемъ это, то легко докажемъ, что для всѣхъ

остальныхъ случаевъ задача наша всегда возможна.

Допустимъ напр.,что имѣемъдѣло съ однимъ изъ случаевъ,

когда выполняется условіе (14) или (17).

Преобразовываемъ уравненіе (12) посредствомъ подстановки

у–х?“").-н-2),

тить45; «т» ты что-то

изъ корней уравненія (16) въ случаѣ условія (17).

Замѣчая,что въ обоихъ случаяхъ

[2)--12?" "ga)— (3--1)112"?""-ч-. ..,

гдѣдалѣе слѣдуютъ члены съ высшими степенями х, найдемъ,

что въ преобразованномъ уравненіи

dа „. . . . . Т

вторая часть будетъ голоморфною функціей х и 2, уничто

жающеюся при ха: 2 а.; О.

Уравненіе это будетъ, слѣдовательно, вида

de .

«3—4--на-2 (изъ
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гдѣ Л. и у. суть нѣкоторыя постоянныя, а 21 голоморфная

функція, несодержащая членовъ ниже второго измѣренія от

НОСИТЕЛЬНО 2 1 2,

Для постояннаго 7. получится при томъ слѣдующее выра

326IIIIе

5. 55254115

——-

Поэтому въ случаѣ условія (14)

а въ случаѣ условія (17)Л найдется, какъ корень уравненія

ай!“-н-I11-4-413--1)аll.--(3-1-1)[69-н-443-t-1)аl- О,

которое, въ случаѣ вещественности его корней т.-е при вы

полненіи условія (18), или дастъ Л—О, или доставитъ двѣ

величины А, изъ которыхъ по крайней мѣрѣ одна будетъ

отрицательною.

Такимъ образомъ всегда можно предположить, что Л не

есть цѣлое положительное число. Аэтого условія, какъ из

вѣстно, достаточно для возможности удовлетворить уравне

нію (19) голоморфною функціей я перемѣннаго х, уничтожаю

щеюся при хаО.

Возможность нашей задачи въ случаяхъ условій (14) и(17)

можетъ считаться, слѣдовательно, доказанною.

Подобнымъ же образомъ докажется и возможность ея въ

случаѣ, когда при выполненіи условія (15) [или 3 (х) — О)

а есть число нечетное.

Должно замѣтить, что въ случаѣ условія (14) разсматри

ваемое голоморфное рѣшеніе уравненія (12) всегда будетъ

вещественнымъ, а въ случаѣ условія (17)–только при выпол

неніи условія (18). Если а сО, то случаи эти будутъ при

томъ единственными, въ которыхъ задача наша можетъ до

пускать вещественныя рѣшенія.

8. Предыдущій анализъ тотчасъ же приводитъ къ рѣше

нію вопроса объ устойчивостидля нѣкоторыхъ изъ случаевъ,

остающихся еще неизслѣдованными.
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Допустимъ, что имѣемъ дѣло или съ условіемъ (14), или съ

условіями (17) и (18).

Въ обоихъ случаяхъ, какъ мы видѣли, уравненіе (12) до

пускаетъ вещественное голоморфное рѣшеніе съ младшимъ

членомъ вида Бай"".

Разсмотримъ соотвѣтствующее ему частное рѣшеніе си

стемы (1). -

Въ этомъ рѣшеніи х, какъ функція t, будетъ опредѣляться

уравненіемъ

3-млг-.... то

въ которомъ вторая часть будетъ вещественною голоморфною

функціей и съ младшимъ членомъ на 1.

Мы можемъ поэтому утверждать, что, когда при условіи

(14) или при условіяхъ (17) и (18) В есть число нечетное,

невозмущенное движеніе всегда неустойчиво.

Случай четнаго 3 при тѣхъ же условіяхъ входитъ въ чи

сло разсмотрѣнныхъ въ параграфѣ 6-мъ, и мы видѣли, что,

если тогда а есть число нечетное и а число отрицательное,

все зависитъ отъ знака постояннаго Б.

Замѣтимъ, что изъ разсмотрѣнія уравненія (20) могутъ

быть выведены нѣкоторые случаи условной устойчивости. Но

на этомъ останавливаться не будемъ.

9. Всѣ случаи, которые намъ остается изслѣдовать, от

носятся къ предположенію, что и есть число нечетное и а

число отрицательное. Въ этомъ предположеніи и будемъдѣ

лать дальнѣйшія изысканія.

Мы положимъ

а за 2т— 1,

такъ что п будетъ цѣлымъ числомъ, не меньшимъ 2.

Всѣ случаи, которые намъ придется разсмотрѣть, распа

дутся при этомъ на двѣ категоріи: 1) тѣ, въ которыхъ ВС-п-1

или ф(а)— О, и 2) тѣ, въ которыхъ 3– п—1, аБ удовле

творяетъ неравенству
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Б9-н-4па с О, (21)

противоположному условію (18). .

Впрочемъ изъ случаевъ, въ которыхъ 3«с а (каковы напр.

всѣ случаи второй категоріи), достаточно будетъ разсмотрѣть

лишь тѣ,для которыхъ 3 есть число нечетное. Анализъ нашъ

однако не потребуетъ такого ограниченія.

Случаи обѣихъ указанныхъ категорій будутъ существенно

отличными отъ всѣхъ, съ которыми мы имѣли до сихъ поръ

дѣло: тогда какъ въ послѣднихъ рѣшеніе вопроса объ устой

чивости получалось немедленно, въ указанныхъ сейчасъ слу

чаяхъ разысканіе его вообще потребуетъ выполненія извѣст

наго ряда вычисленій.

По характеру этихъ вычисленій, случаи обѣихъ категорій

будутъ вполнѣ аналогичными. Но въ извѣстномъ отношеніи

случаи первой категоріи представляются болѣе простыми.Съ

нихъ мы и начнемъ наше изслѣдованіе.

Прежде всего обратимъ вниманіе на простѣйшій изъ слу

чаевъ первой категоріи, въ которомъ

Ха! О, 175-да!"—9.

Въ этомъ случаѣ вопросъ объ устойчивости разрѣшается

всегда въ утвердительномъ смыслѣ, ибо система (1) допу

скаетъ интегралъ

2 Ал.49

пу:—ах",

представляющій (при нашемъ допущеніи, что а сО) знако

опредѣленную функцію перемѣнныхъ х и у.

Остановимся на этомъ случаѣ, чтобы проинтегрировать

систему (1), такъ какъ это приведетъ насъ къ функціямъ

которыя въ дальнѣйшемъ будутъ играть весьма значительную

роль. Интегрированіе это дастъ при томъ то, что въ извѣст

номъ смыслѣ можно разсматривать, какъ первое приближе

ніе при интегрированіи какихъ угодно уравненій, относящихся

къ случаямъ первой категоріи.

10. Мы сдѣлаемъ а-—1, ибо къ такому случаю легко

приводится всякій другой.

т. хуп. вы. п. 18
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Уравненія наши будутъ, слѣдовательно, вида

99 „L. 99 „L ц „на

3-я, 5-—«гг., ся.

и интегрированіе ихъ тотчасъ же сведется къ квадратурамъ,

если воспользуемся слѣдующимъ изъ нихъ интегральнымъ

уравненіемъ

319 я. лала?- ль?

хг-н- пу:— сг.,

въ которомъ с означаетъ произвольное постоянное.

Но чтобы функціи, которыми вопросъ будетъ рѣшаться

окончательно, опредѣлить независимо отъ всякихъ постоян

ныхъ произвольныхъ, мы примемъ вмѣсто 1 за независимое

перемѣнное

- 49—1

8 ч. ст. 1-4-у,

разумѣя подъ уновое произвольное постоянное, и положимъ:

х а сСs8, уз-—с" Sn8.

Тогда дѣло приведется къ изученію свойствъ функцій Сs6

и Sn8 перемѣннаго 8, связанныхъ соотношеніемъ

Сs”9-н- п8n484-1 (23)

и удовлетворяющихъ слѣдующимъ дифференціальнымъ урав

неніямъ:

dСs 3 „, „, д8п8

554---з5, 435
-- Св. Г-19. (зея)

Для болѣе точнаго опредѣленія этихъ функцій, согласно

(23) можно принять

Сs0 ч. 1, Sn0 а. О,

и тогда уравненіями (24) функціи наши опредѣлятся вполнѣ

для всѣхъ вещественныхъ значеній В.

Онѣ опредѣлятсяэтими уравненіями однозначнымъ образомъ

и будутъ непрерывными также и для всѣхъ значеній В вида
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344 р.-н-су- 1,

гдѣ р и с вещественныя числа, изъ которыхъ первое совер

шенно произвольно, а второе подчинено условію, чтобы его

абсолютная величина не превосходила извѣстнаго предѣла,

разысканіемъ котораго здѣсь заниматься не будемъ.

Разсматривая въ случаѣ надобности и такія значенія 3), мы

будемъ однако же чаще всего предполагать, что аргументъ

нашихъ функцій остается вещественнымъ.

Функція Сs8 будетъ четною, а функція SnЯ нечетною. При

томъ обѣ будутъ періодическими, какъ это выводится изъ

уравненій

Сs.3. Sn5 1—2т

«-—«1-4-5-11-ть?».

уми

которыя слѣдуютъ изъ (23) и (24) и могутъ служить для

опредѣленія нашихъ функцій, если пути интегрированія под

чинить нѣкоторымъ ограниченіямъ и сдѣлать надлежащія

предположенія относительно ирраціональностей, входящихъ

подъ знаки интеграловъ.

Если положимъ

1

1 VI.

—(" dх „ (”... ..."за Т

„заса ту г г2 г

(1) Т О

предполагая въ обоихъ интегралахъ перемѣнное х веществен

нымъ, а dх положительнымъ, то число 2о будетъ періодомъ

для обѣихъ функцій.

Число это выражается при помощи функціи Г, ибо изъ

написанныхъ сейчасъ формулъ (если входящія въ нихъ ирра

ціональности будемъ считать положительными) найдемъ:

1. „Гт-1-1V. "

194)

159
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Чтобы дать формулы, которыми функціи наши опредѣля

лись бы однозначнымъ образомъ по крайней мѣрѣ для вся

кихъ вещественныхъ значеній 9, вводимъ вспомогательное

перемѣнное ф., опредѣляемое въ функціи 3 уравненіемъ

9

«--«Да-да:29-г- ч
у1-t-cos"ф-t-...-н-сos"""":

О

Тогда, если, ограничиваясь вещественными значеніями 5,

допустимъ, что ф, какъ въ верхнемъ предѣлѣ, такъ и въ подъ

интегральной функціи остается вещественнымъ, то найдемъ:

зша —————-—

«—«а тачертаса

Если предположимъ,что входящіе сюда радикалы положи

тельны, то въ силу (25) ф будетъ возрастающею функціей 3,

получающею приращеніе т; всякій разъ, когда В получаетъ

приращеніе о.

Мы будемъ поэтому имѣть:

Сs (8-1-о) ——Сs8, Sn(В-н—о ка!—Sn8,

откуда между прочимъ найдемъ:

Сs (о—8) г.-—Сs8, Sn(о—8)- 8n8.

Изъ этихъ послѣднихъ формулъ заключаемъ, что функціи

наши будутъ извѣстныдля всѣхъ вещественныхъ значеній В,

коль скоро извѣстны ихъ значенія для величинъ З, лежащихъ

(4)

между О и 5 .
2

. 4. О

можно тѣмъ, что съ почтеніемъ вотъ что: «не

-------------- - - ------ - - ----------- - ------ - "

щіяся тонетъ, а функція за порастетъ и что призна

онѣ достигаютъ слѣдующихъ значеній:

о . . о 1

Сs — за О. Sin — ч.—.

а—т - а;—„
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Указанными свойствами функціи Сs8 и Sn8 напоминаютъ

функціи созб и 8іn8, въ которыя онѣ и обращаются при п: 1.

Но въ нашемъ изслѣдованіи наименьшее изъ возможныхъ

значеній п есть 2.

Въ этомъ случаѣ наши функціи обращаются въ эллиптиче

скія: а именно,

Сs8 — сn 8, 8n8 ав-: вп8 dn8

1

при модулѣ -I.

у”2

Онѣ выражаются при помощи эллиптическихъ функцій

также и въ случаѣ паз. Но выраженія ихъ дѣлаются тогда

довольно сложными и заключаютъ въ себѣ ирраціональности.

Такъ какъ выраженія эти не представляютъ ничего осо

бенно интереснаго, то приводить ихъ здѣсь не будемъ.

Возвращаемся къ системѣ (22), общій интегралъ которой

представится уравненіями:

2— еся (ст. 14-я), ун-—свис"—44-4).

Если постоянныя с и ту предположимъ вещественными и

ограничимся разсмотрѣніемъ вещественныхъ значеній 1, то

этими уравненіями опредѣлятся непрерывныя вещественныя

періодическія функціи 1 съ періодомъ

2о

59—1

Періодъ этотъ будетъ, слѣдовательно, зависѣть отъ на

чальныхъ значеній функцій х; и у и при томъ—такъ, что

дѣлая эти значенія численно достаточно малыми, его можно

будетъ сдѣлать сколь угодно большимъ.

Замѣтимъ, что, если постоянное с предполагать безконеч

но-малымъ и порядокъ его принять за единицу, то вообще

функція х будетъ безконечно-малою перваго порядка, а функ

ція у безконечно-малою п-аго порядка.
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1. Возвращаемся къ нашей задачѣ.

Допуская, что имѣемъ дѣло съ однимъ изъ случаевъ пер

вой категоріи, беремъ систему (1) въ нашемъ обычномъ

предположеніи, что функція Х уничтожается при уса О.

Каково бы ни было отрицательное число а, мы всегда мо

жемъ перейти къ случаю, когда а;——1. Для этого стоитъ

только вмѣсто системы (1) разсматривать ея преобразованіе

посредствомъ подстановки

1 1

9"395, 44-4-4) **-194.

Допустимъ поэтому, какъ и въ предыдущемъ параграфѣ,

что а 22— 1.

По характеру занимающихъ насъ случаевъ, функція Убу

детъ тогда такова, что если х разсматривать какъ величину

перваго измѣренія, у какъ величину па-го измѣренія,то чле

51— 5

номъ наинизшаго измѣренія въ ней будетъ—х"Г".

При томъ же допущеніи въ функціи Х не будетъ членовъ

ниже (т.-н-1)-го измѣренія.

ха(—а)

. . dz

вслѣдствіе этого, если въ предположеніи, что я, я, да я

dу

5 «ть безконечно-магни чепчины соотвѣтственно 1-го,

п-го, п-го и (2n-1)-го порядковъ, въ каждомъ изъ уравне

ній (1) удержать только члены наинизшаго порядка, то урав

ненія эти обратятся въ тѣ, съ которыми мы имѣли дѣло въ

предыдущемъ параграфѣ.

Естественно поэтому для интегрированія нашихъ уравне

ній прибѣгнуть къ методѣ измѣненія постоянныхъ произ

вольныхъ, и принимая для х и у выраженія, найденныя въ

предыдущемъ параграфѣ, разсматривать въ нихъ с и у,

какъ новыя неизвѣстныя функціи.

Проще будетъ, однако, вмѣсто у ввести комбинацію

с"—9--у.

Мы остановимся поэтому на преобразованіи посредствомъ

подстановки
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а тСs8, у;—г"8n8, (26)

принимая за новыя неизвѣстныя функціи т и 3.

Въ силу (23) уравненія (26) даютъ:

2".-н- пу" - г”", (за)

откуда

„„да . dу. „, „, „dr
99—1"”... „I "Се? „. 549— 1"I. .

г 3-я;—г 3

Изъ тѣхъ же уравненій въ силу (24) и (23) находимъ:

44. „Фу...,49,

495;—457— Г"";

----------- " — "? - -------

замѣны часъ попомни , и 5 ихъ тратить

слѣдующими изъ уравненій (1), мы получаемъ такимъ обра

зомъ уравненія

---21-4-х.-уче-- гу

«- I” --- . ..... v-----

***;------тх–«чего-то,

вторыя части которыхъ, будучи выражены въ перемѣнныхъ

r и 8, представятся рядами, расположенными по цѣлымъ по

ложительнымъ степенямъ т съ періодическими относительно

8 коэффиціентами.

Но въ силу указаннаго выше свойства функцій ХI и У во

второй части перваго изъ этихъ уравненій, очевидно, небу

детъ членовъ нижеЗт-ой степени относительно тó, а во вто

рой части второго младшимъ членомъ будетъ т”.

Уравненія эти приведутся поэтому къ виду:

9.-от- !

5-т" 1.

2------ !5 —1 : 1 т
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гдѣ Е и О означаютъ ряды, расположенные по цѣлымъ по

ложительнымъ степенямъ т съ періодическими относительно

3 коэффиціентами.

Эти коэффиціенты будутъ нѣкоторыми цѣлыми раціональ

ными функціями отъ Сs8 и 8n8 и потому представятъ

функціи, опредѣленныя и непрерывныядля всѣхъ веществен

ныхъ значеній 9, а ряды Е и О при величинахъ г., числен

но достаточно малыхъ, будутъ сходящимися равномѣрно для

всѣхъ такихъ значеній В.

12. Обращаясь къ уравненіямъ (26) и (27), мы замѣча

емъ тотчасъ же, что интересующая насъ задача объ устой

чивости приводится къ задачѣ объ устойчивости по отноше

нію къ перемѣнному пу а по первому изъ уравненій (28)

(вторая часть котораго уничтожается при та. О, вслѣдствіе

чего то, по крайней мѣрѣ пока остается численно достаточ

но малымъ, будетъ сохранять знакъ своего начальнаго зна

ченія) заключаемъ, что она можетъ быть разбита надвѣ за

дачи объ условнойустойчивости, соотвѣтствующія–одна усло

вію т 2-О, другая условію то О.

Но эти двѣ задачи въ сущности не различаютсямежду со

бою, такъ какъ перемѣняя т на—т и В на о-(—1)"5,

мы не измѣняемъ уравненій (26).

Мы можемъ поэтому ограничиться рѣшеніемъ какой либо

одной изъ нихъ, наприм. той, которая соотвѣтствуетъ усло

вію г. Ос-О.

Останавливаясь на этой послѣдней задачѣ, мы замѣчаемъ

теперь, что при рѣшеніи ея перемѣнное t можно замѣнять

перемѣннымъ 6, разсматривая его, какъ время.

Дѣйствительно, въ вопросахъ объ устойчивости роль вре

мени можетъ играть всякая его функція, непрерывная и воз

растающая, лишь бы только съ безпредѣльнымъ возраста

ніемъ времени она возрасталатакжебезпредѣльно. При томъ,

если роль эту желательно приписать функціи, которая не

дается а рriori, а опредѣляется лишь извѣстными условіями,

зависящими отъ перемѣнныхъ, по отношенію къ которымъ

изслѣдуется устойчивость, то нѣтъ надобности, чтобы ука
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занными свойствами она всегда обладала; достаточно, чтобы

она обладала ими, пока названныя перемѣнныя остаются

численно меньшими какихъ либо заранѣе выбранныхъ сколь

угодно малыхъ предѣловъ.

Что касается нашей задачи, то, очевидно, всегда найдется

положительное число 1, достаточно малое для того, чтобы

все время, пока выполняется условіе

0 с т с 1, (29)

перемѣнное 3 непрерывно возрастало вмѣстѣ съ t.

Справедливость нашего замѣчанія обнаружится поэтому

тотчасъ же, если покажемъ, что число 1 можно выбирать

достаточно малымъ для того, чтобы во всѣхъ случаяхъ (если

только таковые возможны), въ которыхъ условіе (29) сохра

няется все время, слѣдующее за начальнымъ моментомъ, пе

ремѣнное 3 съ безпредѣльнымъ возрастаніемъ ? возрастало

безпредѣльно.

Но этому требованію, какъ сейчасъ увидимъ, удовлетво

ряетъ всякое число 1, если оно достаточно мало для того,

чтобы при условіи (29) ряды Е и О были сходящимися

равномѣрно для всѣхъ вещественныхъ значеній З, и чтобы

при томъ же условіи при всякомъ вещественномъ В выпол

нялось неравенство

1-4-г562-7, (зоо)

гдѣ Л означаетъ какую угодно данную положительную пра

вильную дробь.

Въ самомъ дѣлѣ, если возможно движеніе, въ которомъ

при такомъ выборѣ числа 1 условіе (29) сохранялось бы

для всѣхъ положительныхъ значеній 1 (за начальный моментъ

мы принимаемъ 1 а О), то для движенія этого при такихъ

же значеніяхъ t будетъ выполняться неравенство

49 . . .»-

5 2-й г.,

«лать въ ту вотъ что тѣта са



— 286 —

Но если значеніе функціи г., соотвѣтствующее 14 О, ва

зовемъ г., то первое изъ уравненій (28) представится подъ

видомъ:

1 I

54—1
—(n—1) IrЕdt,

О

откуда, означая черезъ М положительное число, для кото

раго выполнялось бы неравенство

rКIсь—М

при всякомъ т, удовлетворяющемъ условію (29), и при вся

комъ вещественномъ В. (по самомувыбору числа 1 такое число

М всегда найдется), мы получимъ дляразсматриваемаго дви

женія еще слѣдующее неравенство:

4-41-4-4-мъ

IIIIII

справедливое также для всякаго положительнаго 1.

Мы найдемъ поэтому

41... 549—1

—- Да я------—5---5–5–5,5

dt. Т 1-4-(п-1) Мir,"—11

и слѣдовательно при всякомъ положительномъ 1 будемъ имѣть:

«.

2-чего — «что ме

«— ладнати--«-рма-т

гдѣ 8, есть значеніе 3, соотвѣтствующее 1 — О.

Отсюда ясно, что съ безпредѣльнымъ возрастаніемъ 1 пе

ремѣнное В будетъ возрастать также безпредѣльно.

Возвращаясь къ нашей задачѣ, мы замѣчаемъ, что систе

ма (28) приводитъ къ уравненію "
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у?Е
47.745.

14ТЕТЕС476 1
(31)

вторая часть котораго представляется подъ видомъ ряда

Ег"-и-Е,т?-н- ... ,

расположеннаго по цѣлымъ положительнымъ степенямъ т съ

періодическими относительно 3 коэффиціентами Е, (цѣлыми

раціональными относительно Св8 и 8n 3) и сходящагося при

достаточно маломъ т равномѣрно для всѣхъ вещественныхъ

значеній В.

Разсматривая въ этомъ уравненіи 3, какъ время, мы при

водимъ такимъ образомъ нашу задачу къ одному изъ прос

тѣйшихъ случаевъ задачи объ устойчивости періодическихъ

движеній.

Этотъ случай разсматривался въ моемъ сочиненіи и со

гласно указанному тамъ правилу трактуется слѣдующимъ об

разомъ.

Пусть функція ж., удовлетворяющая уравненію (31), ищется

подъ видомъ ряда

r—с-t- и, с*-1- и„с“-н- ... , (32)

расположеннаго по цѣлымъ положительнымъ степенямъ по

стояннаго произвольнаго с., въ предположеніи, что и,, и, и

т. д. суть независящія отъ с функціи В.

Функціи эти находятся послѣдовательно изъ уравненій

du,

59— 4--444. „. . . .

Составляя ихъ до тѣхъ поръ, пока не встрѣтимъ неперіо

дическую, допустимъ, что первая такая въ ряду функцій

и,, и,, и, ... . (33)

есть и.... Она необходимо будетъ вида

и„а gé-1- 1,
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гдѣ ф означаетъ отличное отъ нуля постоянное, а и нѣкото

рую періодическую функцію В.

Найдя постоянное д., мы можемъ задачу нашу считатьрѣ

шенною, ибо принимая въ разсчетъ условіе т2;-О, можемъ

утверждать тотчасъ же, что при ус-О невозмущенное дви

женіе неустойчиво, а при у сО устойчиво.

Въ послѣднемъ случаѣ возмущенныя движенія, соотвѣт

ствующія достаточно малымъ возмущеніямъ, будутъ асимпто

тически приближаться къ невозмущенному.

Можетъ, конечно, случиться, что въ ряду (33), какъ бы

далеко онъ ни былъ продолжаемъ, будутъ встрѣчаться только

періодическія функціи.

Если доказано, что мы имѣемъ дѣло съ такимъ случаемъ,

и если вычисленіе ведется такъ, чтобы при нѣкоторомъдан

номъ вещественномъ значеніи 3 всѣ функціи и, уничтожа

лись, то можно утверждать, что рядъ, находящійся во вто

рой части уравненія (32), при достаточно маломъ с будетъ

сходящимся равномѣрно для всѣхъ вещественныхъ значе

ній 3.

На основаніи этого уравненія, представляющаго общій ин

тегралъ уравненія (31), можно поэтому заключить, что имѣ

етъ мѣсто устойчивость.

Устойчивость эта, очевидно, будетъ при томъ консерва

тивною (пар. 4).

Можно замѣтить, что, если вычисленіе функцій и, не под

чиняется никакимъ спеціальнымъ условіямъ, то опредѣленіе

каждой изъ нихъ будетъ сопровождаться введеніемъ посто

яннаго произвольнаго. Но эти постоянныя всегда будутъ

входить въ нихъ такъ, что, если при какомъ либо ихъ вы

борѣ между функціями и, находятся неперіодическія, то то

же будетъ и при всякомъ другомъ, при чемъ числа п и ф

всегда выйдутъ одни и тѣ-же.

13. Изложенная метода, требующая послѣдовательнаго

вычисленія функцій

и, — [149, и, — и,"--1134), „..,
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до тѣхъ поръ, пока не встрѣтится неперіодической, приво

дится къ выполненію извѣстнаго ряда квадратуръ надъ цѣ

лыми раціональными функціями отъ Сist, Sn8 и найденныхъ

раньше функцій и,

Разсмотримъ простѣйшія изъ этихъ квадратуръ, съ разы

сканія которыхъ приходится начинать вычисленіе.

Это суть тѣ, въ которыхъ подъ знаками интеграловъ на

ходятся цѣлыя раціональныя функціи отъ Сis8 и 8n8, и изу

ченіекоторыхъ сводится поэтомуна изученіе интеграловъ вида

1845 см945, (зя)

гдѣ р и у суть цѣлыя неотрицательныя числа.

Всѣ такіе интегралы легко преобразовываются въ инте

гралы отъ дифференціальныхъ биномовъ. Но мы не будемъ

прибѣгать къ этому преобразованію и будемъ трактовать

ихъ непосредственно на основаніи свойствъ функцій 8n 3 и

Сs8, выражающихся въ уравненіяхъ (23) и (24).

Прежде всего замѣчаемъ, что уравненія (24) тотчасъ же

даютъ два слѣдующихъ интеграла:

g-t- 1

(точ--995-ты,g-t-1

р-н- 1

(«се-та- 994-«р-н-1

Зная эти два интеграла, интегралъ (34) можно находить въ

двухъ случаяхъ: 1) когда р есть число нечетное, и 2) когда

g при дѣленіи на 2n даетъ остатокъ 2n—1.

Въ обоихъ случаяхъ интегралъ найдется простымъ пре

образованіемъ, основаннымъ на уравненіи (23), и выразится

цѣлою раціональною функціей въ первомъ случаѣ отъ Сis В,

во второмъ—отъ 8n 8.

Чтобы обнаружить другіе случаи интегрируемости, обра

щаемся къ слѣдующимъ формуламъ приведенія:

sur-частіюКn?Я Ггл4 лБ8 -----.ТС.-С.--Д
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...--Ад1- 1 вы-часа

-5—45455, 14-го мая,

555.499199III”?

14ста-155555. 55

g—2n,-н- 1
гда узл-444

-5455554 IIчто-то

которыя получаются интегрированіемъ по частямъ съ неболь

шимъ преобразованіемъ посредствомъ уравненія (23) и легко

провѣряются дифференцированіемъ.

Послѣдовательное примѣненіе этихъ формулъ, позволяю

щихъ понижать показатель р на двѣ единицы, а показатель

g на 2n единицъ, даетъ возможность находить интегралъ

(34) какъ въ указанныхъ выше двухъ случаяхъ, такъ еще и

тогда, когда у есть число, дѣлящееся на 2n.

Въ двухъ случаяхъ этого послѣдняго рода р– 2, ф —О и

ра. О, да 2n формулы эти непосредственно даютъ:

[чемъ--4499-55-ть
т; —-н- 1 I т.-н-1

{отча- 9999-35-ть
т -н- 1 Т п.—4-1

Вообще въ случаѣ четнаго р разсматриваемыя формулы

окончательно приводятъ къ интеграламъ

(сп»

для которыхъ ф«о 2п. Но изъ этихъ послѣднихъ, кромѣ со

отвѣтствующихъ уза. О и ф—2n-1, мы можемъ выразить

при помощи нашихъ функцій еще только одинъ, соотвѣт

ствующій ф —п —1.

Интегралъ этотъ найдется по формулѣ

I«т»«т-Iтокъ-то,
уп
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если остановимся на такомъ опредѣленіи функціи аre cos,

для котораго

sinare cosСs"8— уй. 8n8.

Остальные 2п-3 интеграловъ, соотвѣтствующіе

91 59 1, 2, 5 ., п—2, т, п-t-1,..., 2n—2,

потребуютъ особаго изученія ").

Сопоставляя все сказанное, заключаемъ, что интегралъ (34)

можетъ быть найденъ во всѣхъ случаяхъ, когда р есть число

нечетное, или когда удовлетворяетъ одному изъ трехъ слѣ

дующихъ сравненій:

у а О, у а п—1, q se 2im—1 (mod. 2n).

Въ другихъ случаяхъ придется довольствоваться преобра

зованіемъ его къ виду:

[жисть- высо-IIстю,

гдѣ Е" означаетъ нѣкоторую цѣлую раціональную функцію

отъ Sn В иСs8, А–отличное отъ нуляпостоянноеи по-оста

токъ отъ дѣленія числа ф на 2п.

Къ такому виду формулы наши всегда позволятъ привести

разсматриваемый интегралъ, если толькоресть число четное.

Такъ какъ интегралъ, фигурирующій во второй части на

писаннаго сейчасъ равенства, при тако 2n—1 навѣрно не

будетъ выражаться цѣлою раціональною функціей отъ 8n8 и

Сs9, то можно утверждать, что интегралъ (34) представится

такою функціей только въ двухъ случаяхъ, указанныхъ въ

самомъ началѣ, когда р есть число нечетное, или когда ф

удовлетворяетъ сравненію

*) Можно замѣтить, что для дифференціальныхъ биномовъ, къ кото

рымъ приводятся подъинтегральныя функціи въ этихъ интегралахъ, если

за независимое перемѣнное принять функцію Сs5, ни одно изъ извѣст

ныхъ условій интегрируемости выполняться не будетъ.



— 292 —

ge 2im —1 (mod 2n).

Для нашей задачи важно указать случаи, когда разсматри

ваемые интегралы выходятъ періодическими функціями В.

Нетрудно видѣть, что это будетъ всякій разъ, когда по

крайней мѣрѣ одно изъ чиселъ р и g есть нечетное, и что

при томъ, если числа эти оба суть нечетныя, періодомъ (ко

торый вообще равенъ 2о) можетъ служить число о.

Это выводится тотчасъ же изъ основныхъ свойствъ функ

цій SnВ и Сs8, обнаруживающихся при измѣненіи аргумента

Н4. О,

Если числа р и д оба суть четныя, интегралъ нашъ не

будетъ періодическою функціей и представится подъ видомъ:

(«ста-«о-то,

гдѣ Ф(6) означаетъ періодическую функцію 8 съ періодомъ

о, а О постоянное, опредѣляемое формулой

Сда

52

«-IIчасть

(!)

Постоянное это, если угодно, можно выразить при помо

щи функціи Г, ибо нетрудно убѣдиться въ справедливости

слѣдующей формулы:

Сда

I. I т9199

?""""".? (153-154)

4-—— —I—5—-—

за 1 4 (5-1--95;

14. Предполагая, что между функціями и, находятся не

періодическія, мы означили черезъ т значекъ первой неперi

одической въ ряду

955. 145. 145
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Укажемъ нѣкоторыя свойства этого числа т, обнаружи

вающіяся при ближайшемъ разсмотрѣніи уравненія (31).

Покажемъ вопервыхъ, что при четномъ п и число т будетъ

четнымъ, а при нечетномъ п-нечетнымъ.

Для этого замѣчаемъ, что уравненіе (31) отъ замѣны г

на—r и 3 на о-(—1)"В не должно мѣняться, ибо отъ та

кой замѣны, какъ уже было указано, уравненія (26) не мѣ

IIIIIОТСЯ.

Мы можемъ поэтому утверждать, что, если въ ряду (32)

вмѣсто 9 поставить о—(—1)”9 и у всѣхъ членовъ пере

мѣнить знаки, то новый рядъ, какъ и прежній, будетъ фор

мально удовлетворять уравненію (31).

Но роль постояннаго с будетъ играть въ немъ—с., и что

бы получить рядъ того же вида, что и(32), мы должны еще

замѣнить с на —с.

Допустимъ, что получаемый такимъ путемъ рядъ есть слѣ

дующій:

с.-н- пус3-1-гус-t-..., (35)

гдѣ г., д. и т. д. суть независящія отъ с функціи 8.

Мы можемъ утверждать а рriori, что первою неперіодиче

скою въ ряду функцій

95, 435, 453 „ .

будетъ т, и что функція эта будетъ вида

g8-н- період. функція.

Но изъ способа полученія ряда (35) слѣдуетъ, что вообще

ту, ——(—17иДю—(—1)"5],

если и 16) есть означеніе и, какъ функціи перемѣннаго 8.

Отсюда находимъ:

г.—(—1)"""у?-- період. функція.

Мы должны поэтому заключить, что (—1)"""—1, и что

слѣдовательно т.-н- п есть число четное.

т. хуп. вып. п. 19
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Мы покажемъ теперь, что для числа т существуетъ нѣ

который низшій предѣлъ, зависящій отъ чиселъ п и В.

Обращаемся для этого къ выраженіямъ функцій ЕиО по

средствомъ функцій Х и Х.

Эти выраженія, слѣдующія изъ формулъ параграфа 11-го,

могутъ быть представлены подъ видомъ:

X . I I 199—1

в-34сего-4449 вы,

4т- I

«-—Ачто-4444сь

Мы замѣчаемъ теперь, что по свойству функціи Х (кото

рая уничтожается при уса О) въ разложеніи

рячей

по восходящимъ степенямъ т всѣ члены ниже (т—1)-ой

степени относительно тбудутъ обладать коэффиціентами вида

К СкЧ8 8n8,

гдѣК нѣкоторое постоянное и К цѣлое положительноечисло.

Мы замѣчаемъ далѣе, что, если подъ М въ случаѣ, когда

За: 2n—1 или когда ф(х)—О, разумѣть число п—1, а въ

случаѣ, когда 3 «сг 2n—1,—число 3— п, то въ разложеніи

399— 1 ..... 17

599

всѣчлены ниже Мой степени относительно тбудутъ обладать

коэффиціентами, цѣлыми раціональными относительно Свя

Разумѣя подъ Его вообще цѣлую раціональную функцію

отъ х, мы можемъ поэтому утверждать, что коэффиціенты въ

членахъ ниже М-ой степени относительно т для функціи К

будутъ вида ЕСs8) Sn8, а для функціи Ѳ–вида ЕСв6), и

что слѣдовательно между коеффиціентами К, разложенія вто

рой части уравненія (31) всѣ тѣ, для которыхъ s-ес М-t-2,

будутъ вида Е. Сs8) Sn8.
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Отсюда нетрудно заключить, что всѣ и,, для которыхъ

s «о М-t-2, будутъ цѣлыми раціональными функціями отъ Сist.

Число т не можетъ быть поэтому менѣе М-t-2. .

Принимая въ разсчетъ, что т.-н- т всегда будетъ числомъ

четнымъ, мы приходимъ такимъ образомъ къ слѣдующему

выводу:

Всякій разъ, когда Ве2т—1 или когда да!—О тоже

ственно, числот (если только оно существуетъ) будетъ удо

влетворять неравенству

т То- п.-н- 1,

и всякій разъ, когда В менѣе 2n—1 и представляетъ число

нечетное, число т будетъ удовлетворять неравенству

т 2-3— п-t-2.

Къ этому прибавимъ, что если 3, будучи менѣе 2n—1,

есть число четное, то всегда

т— З— п-t-2.

Дѣйствительно, нетрудно видѣть, что въэтомъ случаѣ функ

ція В., будетъ вида

ѣся?38пя--ЕСs8) 5н3.

Къ такому же виду приведется поэтому и вторая часть

уравненія

dи
—п-t-2 .

9959994- 4........--ко, мы, «а-„.... сего вы

которое послужитъ для опредѣленія функція изд. „, ибо Е

представитъ здѣсь цѣлую раціональную функцію означенныхъ

въ скобкахъ величинъ, которыя, по доказанному, всѣ будутъ

цѣлыми раціональными относительно Св6.

Мы видимъ такимъ образомъ, что при четномъ З функція

и..„, навѣрно не будетъ періодическою,

Обращаясь къ выраженію постояннаго у., которое найдется

въ этомъ случаѣ по формулѣ

199
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? Глаза «а

« — 51 сего знала,

(!)

мы придемъ къ заключенію, что при В положительномъ не

возмущенное движеніе неустойчиво, а при Б отрицательномъ

устойчиво.

Этотъ результатъ находится ужевъ числѣ выводовъ, полу

ченныхъ инымъ путемъ въ параграфѣ 6-мъ.

15. Мы показали, какимъ образомъ рѣшается вопросъ объ

устойчивости, какъ въ случаѣ періодичности всѣхъ функцій

и, такъ и въ случаѣ существованія между ними неперіоди

ческихъ. Но мы не указали признаковъ, по которымъ можно

было бы узнавать а рriori, съ которымъ изъ этихъ двухъ

случаевъ имѣемъ дѣло.

Въ отсутствіи подобныхъ признаковъ кроется, конечно,

весьма серьезное затрудненіе. Но затрудненіе это обусловли

вается сущностью самаго вопроса и при общей постановкѣ

послѣдняго едва ли можетъ быть устранено.

Все,что можемъмы сдѣлать,–это указать нѣкоторыя усло

вія, при выполненіи которыхъ можно было бы считать несом

нѣннымъ, что функціи и, всѣ будутъ періодическими.

Къ числу такихъ условій, очевидно, принадлежатъ всѣ тѣ,

которыми обусловливается существованіе для системы (1) не

зависящаго отъ 1 интеграла, голоморфнаго относительно хи у.

Всякій разъ, когда подобный интегралъ существуетъ, всѣ

функціи и, будутъ цѣлыми раціональными относительно Свѣ

и SinВ.

Таковъ будетъ, напр., случай, когда система (1)есть кано

ническая, т. е. когда функціи Х и Гудовлетворяютъ соот

ношенію

же " ду т""

Изъ другихъ случаевъ этогорода укажемъ тотъ, когда при

замѣнѣ у на —у и t на —t система (1) не мѣняется.
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Въ этомъ случаѣ функціи Х и ХУ необходимо будутъ вида

Х—утих, у"), Ена ф(х, у"),

гдѣ Т и 9 суть голоморфныя функціи х и у", уничтожающія

ся при хау;О. Поэтому въ уравненіи

dу“. 2уГ

42"Г57ТК

вторая часть будетъ голоморфною относительно х и у", изъ

чего нетрудно заключить о существованіи для системы (1)

независящихъ отъ 1 интеграловъ, голоморфныхъ относитель

но х и у“.

Существованіе интеграловъ указаннаго характера не есть

условіе необходимое для періодичности функцій и, ибо мож

но указать случаи, когда и при отсутствіи подобныхъ инте

граловъ всѣ эти функціи будутъ періодическими.

Сюда относится вообще тотъ случай, когда система (1) не

мѣняется при замѣнѣ х на —х: и 1 на —t.

Въ этомъ случаѣ, какъ легко убѣдиться на примѣрахъ,

функціи и, могутъ не быть цѣлыми раціональными относи

тельно Св6 и 8n8, и слѣдовательно система (1) можетъ не

обладать независящими отъ 1 голоморфными интегралами; но

тѣмъ не менѣе всѣ функціи и, всегда будутъ періодическими.

Чтобы доказать это, мы замѣчаемъ, что въ случаѣ, о кото

ромъ идетъ рѣчь, уравненіе (31), а слѣдовательно идифферен

ціальныя уравненія, служащія для опредѣленія функцій и,

отъ замѣны 3 на «о—8 не будутъ мѣняться,и потому, если

имъ можно удовлетворить, полагая

и, —ф.(8), и, —Ф„(8), . . .,

то можно удовлетворить также и полагая

и,—Ф,(о—8), и, —Ф„(о— 8), ....

. . . . . . . - г. Ч

но функція ф(а) и «да — о, получающій при вы- 1

одинаковыя значенія, по свойству уравненій, которымъ онѣ

удовлетворяютъ, должны быть тожественными.
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Мы будемъ такимъ образомъ имѣть:

Ф„(о— 8) на фі(8), Ф„(о—8) на фі(6), ...

для всякаго вещественнаго В.

Отсюда между прочимъ найдемъ:

«(55)-«1-5). «15)-«(-5). - «

Мы замѣчаемъ далѣе, что нашимъ уравненіямъ можно

удовлетворить также, дѣлая

и,—Ф„(8-t-2о), и,—Ф„(В-н-2о), . . ..,

и что въ силу зо фунши да и фла--то мы и не

принимаютъ одинаковыя значенія.

Мы можемъ поэтому утверждать, что

Ф„18-t-2о)— Ф„18), ФД8-t-2о)— ФД8), ...

для всякаго вещественнаго 3.

Къ указаннымъ сейчасъ тремъ случаямъ мы можемъ при

бавить еще тѣ, которые удается приводить къ нимъ посред

ствомъ перемѣны независимаго перемѣннаго при помощи

уравненій вида

dt —(1-4-Н) dt,,

гдѣ t, новое независимое перемѣнное иНголоморфная функ

ція х и у, уничтожающаяся при х—ус О.

Замѣтимъ, что всякій разъ, когда всѣ и, выходятъ періо

дическими, перемѣнныя х и у, когда ихъ начальныя значе

нія численно достаточно малы, будутъ періодическими функ-"

ціями i съ періодомъ Т, зависящимъ отъ этихъ начальныхъ

значеній такъ, что дѣлая послѣдніячисленно достаточно ма

лыми, его можно сдѣлать сколь угодно большимъ.

Этотъ періодъ найдется по формулѣ:

?” да" 14 -

г—1-95;

О
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[см. ур. (28), если подъ т будемъ разумѣть рѣшеніе урав

ненія (31), соотвѣтствующее разсматриваемымъ начальнымъ

значеніямъ функцій х и у.

Періодъ Т будетъ вполнѣ опредѣленною функціей значе

нія с функціи г., соотвѣтствующаго В.-0, и если это зна

ченіе предположимъ численно достаточно малымъ, предста

вится рядомъ, расположеннымъ по восходящимъ цѣлымъ сте

пенямъ его съ младшимъ членомъ вида

2о

11— 1 "
у

Если сдѣлаемъ

2ot

т— I---ъ

разумѣя подъ ту постоянное, опредѣляемое условіемъ, чтобы

при В а–О было т а О,то при 1сl достаточно маломъ функ

ціи х и у представятся рядами, расположенными по цѣлымъ

положительнымъ степенямъ с съ коэффиціентами, зависящи

ми отъ одного т и періодическими по отношенію къ нему

съ періодомъ 2о.

Выписывая въ этихъ рядахъ только младшіе ихъ члены,

будемъ имѣть:

х а сСst-н- ..., у-—c'8nт -н- ....

16. Переходимъ къ случаямъ второй категоріи, характери

зуемымъ одновременнымъ существованіемъ равенства Зап.—1

и неравенства (21).

Допуская, подобно предыдущему, что аза— 1, прео

бразовываемъ систему (1) посредствомъ прежней подста

новки (26).

Такимъ путемъ при разсматриваемыхъ теперь условіяхъ

приходимъ къ уравненіямъ вида:

5-мечта-«----н і

. . I I I I 199

2-а-авысо---те!
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гдѣ Е и О суть функціи такого же характера, какъ и въ

системѣ (28).

Задача наша по прежнему приводится къ задачѣ объ

устойчивости по отношенію къ перемѣнному г., и при рѣше

ніи ея по прежнему можно поставить условіе т"съ О.

При томъ, удерживая это условіе и принимая за незави

симое перемѣнное В, это перемѣнное по прежнему можно

разсматривать, какъ время

Послѣднее докажется такъ же, какъ въ параграфѣ 12-мъ,

ибо приведенное тамъ доказательство основывалось на двухъ

свойствахъ системы (28), принадлежащихъ также и системѣ

(37), которыя состоятъ въ слѣдующемъ: 1) младшій относи

. «liу

тельно ученъ въ твена, содержащемъ у „ старше

48

мыто члена въ печи, «пантомъ, и за точ

фиціентъ при наинизшей степени т въ уравненіи, содержа

49

щемъ 15, никогда не дѣлается путемъ и притомъ положи

Теленъ,

Для системы (37) въ справедливости этого послѣдняго

свойства убѣждаемся, замѣчая, что наименьшее изъ всѣхъ

значеній функціи

1 --Б Sn8 Сѣ"8, (34)

равное

—-Ч

244: "

въ силу условія (21) (въ которомъ дѣлаемъ а-а!—1) поло

ЖИТЕЛЬНО.

Рѣшеніе нашей задачи будетъ зависѣть отъ изслѣдованія

уравненія

1у- II у Кузѣ(39—19 -1- ду? Е

5 — 15.IIIIIIIIIII, 199

вторая часть котораго представится подъ видомъ ряда
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Е,т-1- Ег*-1- К, г?-н- . ..,

расположеннаго по цѣлымъ положительнымъ степенямъ т съ

періодическими относительно 3 коэффиціентами Е,.

При достаточно маломъ т рядъ этотъ будетъ сходящимся

равномѣрно для всѣхъ вещественныхъ значеній В.

Что касается вида коеффиціентовъ К., то это будутъ ра

ціональныя функціи отъ 8n8 и Сs6 съ знаменателями, рав

ными различнымъ степенямъ функціи (38).

Коэффиціентъ Е, опредѣлится слѣдующей формулой:

I ѣзала саг-на

459— 17355555

Мы замѣчаемъ теперь, что для уравненія (39) характе

ристичное уравненіе, соотвѣтствующее періоду 2о, облада

етъ корнемъ

2о

1вае

g"

и что слѣдовательно всякій разъ, когда интегралъ, находя

щійся въ показателѣ, не нуль, вопросъ объ устойчивости

рѣшается знакомъ этого интеграла такъ, что отрицательныя

значенія интеграла соотвѣтствуютъ утвердительному рѣше

нію вопроса, положительныя—отрицательному.

Таковъ именно случай нечетнаго п.

Мы можемъ тогда утверждать, что при Б«сО невозму

щенное движеніеустойчиво, при Б 2-О неустойчиво.

Этотъ результатъ, подобно указанному въ концѣ пара

графа 14-го, представляетъ только нѣкоторый частный слу

чай найденнаго въ параграфѣ 6-мъ.

Но допустимъ, что п есть число четное.

Тогда разсматриваемый интегралъ будетъ нулемъ, а слѣ

довательно интегралъ

(или

представитъ періодическую функцію 9.
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Въ этомъ случаѣ, полагая

3

[Каз

r— зе" ,

изъ (39) выведемъ уравненіе

45 . . . .

5-г-г-..., «по

въ которомъ коэффиціенты

3

«-11вае

Р,— Е, е "

будутъ также періодическими функціями В.

Получаемое такимъ путемъ уравненіе того же характера,

что и (31); а потому задача наша, которую, очевидно, можно

разсматривать, какъ задачу объ устойчивости по отношенію

къ перемѣнному р, будетъ рѣшаться тѣмъ же способомъ,

какой указанъ былъ въ параграфѣ 12-мъ.

Для этого послѣдовательно составляемъ функціи

и, и,, и, . . . (44)

перемѣннаго 3, опредѣляемыя изъ условія, чтобы выраженіе

р — с-t- и, с"-и-и, с'-- . ..

при произвольномъ постоянномъ с удовлетворяло уравне

нію (40).

Если между функціями этими встрѣчаются неперіодиче

скія, то первая неперіодическая въ ряду (41), которую озна

чимъ и „, будетъ вида

и„аg8— період. функція,

гдѣ у нѣкоторое постоянное.

Все дѣло сводится при этомъ на опредѣленіе знака у,

ибо въ случаѣ ус-0 имѣетъ мѣсто неустойчивость, въ слу

чаѣ у воО—устойчивость.
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Но можетъ случиться, что рядъ (41), какъ бы далеко онъ

ни былъ продолжаемъ, будетъ заключать въ себѣ только од

нѣ періодическія функціи.

Если доказано, что мы имѣемъ дѣло съ такимъ случаемъ,

то можно утверждать, что имѣетъ мѣсто устойчивость и что

устойчивость эта есть консервативная.

17. Какъ видно изъ сейчасъ изложеннаго, при четномъ п

случаи второй категоріи вполнѣ аналогичны случаямъ первой.

Какъ и въ послѣднихъ, дѣло приводится здѣсь вообще къ

выполненію извѣстнаго ряда квадратуръ. Но квадратуры эти

въ случаяхъ разсматриваемой категоріи гораздо сложнѣе,

ибо простѣйшіе изъ интеграловъ, съ которыми мы можемъ

здѣсь встрѣтиться и съ разысканія которыхъ придется на

чинать вычисленія, суть интегралы слѣдующаго типа:

9 3

"Р” высмѣли

«1 1555554, 149

гдѣ К, р., д. 8 цѣлыя неотрицательныя числа, изъ которыхъ

первое всегда отлично отъ нуля.

Подъинтегральная функція зависитъ здѣсь отъ интеграла

3

1ва,

6

который, если угодно, можно выразить при помощи функ

цій Сs8 и Sn8: интегралъ этотъ равенъ

3

999941229..............„ „„,у141—1159)

1--68несвѣТ„друг´?" 15555дѣда г

О

1 --- . то-« г.»

—54 (1-48та сто

(если функція аrc tg подчинена условію уничтожаться вмѣстѣ

съ 3).
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Не останавливаясь на подробномъ изученіи интеграловъ

вида (42), укажемъ нѣкоторыя формулы, позволяющія всѣ

такіе интегралы приводить къ опредѣленному числу нѣкото

рыхъ изъ нихъ.

Означая интегралъ (42) черезъ 1„, можемъ тотчасъ же

написать два слѣдующихъ равенства:

Л. 994,,,,—14,,, „, „, „,, (43)

4445. — 1--,,— 1.............- (44)

Кромѣ того, полагая

„5

,"""".. дес....„

(1—5515 Сказу Т"янь

и замѣчая, что

44.... 44—4- «и

54,,,, „...- 1904—4-1-945.--

--14— 5—1--(25— р.—3)n) 1..........., --

" --(4 — 1)Л.—164-26—1)ы 1„, „,

имѣемъ:

и «за-ми... —«Его и,—

—[4—4-1--(2в— р—за 1„, „, „-- I(44)

----44.--4........ ..... I

Уравненія (43), (44) и (45) позволяютъ, какъ сейчасъ уви

димъ, всѣ наши интегралы выражать при помощи тѣхъ, для

которыхъ s имѣетъ какое либо данное значеніе.

Такъ какъ уравненіе (43) даетъ выраженіе интеграла

1„, черезъ тѣ, для которыхъ я на единицу болѣе, то

для этого, очевидно, достаточно имѣть еще формулы, кото

рыя позволяли бы выражать этотъ интегралъ черезъ тѣ, для

которыхъ s на единицу менѣе.
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Такія формулы могутъ быть получены слѣдующимъ об

разомъ.

Изъ уравненій (43) и (44) выводится слѣдующее легко

провѣряемое уравненіе:

2Т . . . 12Т . I” „. IIГ *

994445. —Ч-54, 5-444. 4445.-3 —44...............

Присоединяя къ нему уравненіе (45) и то, которое выво

дится изъ послѣдняго замѣною р на р.-н-2, получимъ си

стему трехъ уравненій первой степени относительно нашихъ

интеграловъ, изъ которыхъ будутъ входить въ нихъ слѣду

ющіе:

45--46, 4, 454, 4555. (194)

455–5, 44-45-1- 4445.–- 4445.-- С99)

Эти уравненія всегда можно будетъ разрѣшить относи

тельно величинъ (46), такъ какъ опредѣлитель

I вѣ? —59 1

К-н-2(s—1)n —(s–1) О I,

0 К-н-2(s–1)n —(s—1)

составленный изъ ихъ коэффиціентовъ при этихъ величи

нахъ, приводящійся къ виду

[В--2(s—1)n)"—(s—11611-4-2(s—1)n)--п(s— 1)16”,

при условіи Б” «с4п и при К отличномъ отъ нуля, не мо

жетъ быть нулемъ.

Такимъ образомъ эти уравненія всегда дадутъ возмож

ность интегралъ 1„, выразить при помощи интеграловъ

(47) и функцій В., которыя мы разсматриваемъ, какъ из

вѣстныя.

Указавши возможность приведенія всѣхъ нашихъ интегра

ловъ къ тѣмъ, для которыхъ s имѣетъ какое угодно данное

значеніе, мы должны теперь указать соотношенія между ин

тегралами, соотвѣтствующими одному и тому же s.
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Рядъ подобныхъ соотношеній получается изъ уравненія

(44), позволяющаго всѣ наши интегралы выражать при по

мощи тѣхъ, для которыхъ раз- О или ра 1.

Но между разсматриваемыми интегралами существуетъ

еще другой рядъ соотношеній, позволяющій, какъ увидимъ,

случай ра- 1 приводить къ случаю р— О.

Соотношенія эти "получаются изъ уравненія, которое вы

водится изъ (45) замѣною интеграловъ Д., и 1„,„,
, -гру

слѣдующими изъ (43) длянихъ выраженіями черезъ интегралы

154. 45-4-мъ 14-й д. 1-14.--

Получаемое такимъ путемъ уравненіе есть слѣдующее:

14--1--(р.-t-1 тII.... „, —(р-t-1)Л. 44

---(4—4—1--(25–р–3)ы 11, „, „, „,-

---(р-s.-н-2)ѣ 1„, „, „,–Д4-я,5- п.5"Чр-1-я,g-и„s-t "

Дѣлая здѣсь поочередно ра-—1 и раО, и исключая

затѣмъ при помощи (44) интегралы, для которыхъ первый

значекъ больше единицы, находимъ:

п(1-t-1) „4-15-t-1--(4–1)m)11,„—

—це-а-а-а-милл......-»......... 117
„g4 ап.» """"о,g 4 ч.»—и

(4-1-1)Д.—(4-1-п-t-1)1,„, —„g-з п.»”

—— и.I, „, „,--15-t-1-6-1т161. ......-1 (по

—11-4-1--(4—зм ѣ1„,

Уравненіе (48) позволяетъ всѣ разсматриваемые интегра

ли вила А..., править при помощи интеграловъ видѣ и....

Вопросъ приводится поэтому къ изученіюэтихъ послѣднихъ.

Положимъ

К—1--(2s—3)па- х

и вмѣсто 1, введемъ болѣе простое обозначеніе и,О„у,я

Изъ (48) и (49) получимъ при этомъ слѣдующее уравненіе:

454, 455-45, 4, 5.-- С. Л.-Д.,Л,--Л., (50)

гдѣ
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А.— (у--п-t-1) (к-д.) (п–2т-449

В,- (4--п-t-1) (к-д.) 15—(я--1п.—«192-t

—4-(g-t-3п-t-1)(х–g)[ж.—(s–2)n-—glb”,

С.-—4---за--1) пу-п-t-119-t

-t-а-а-а-а-а-ай!..

1, 1- па-1 14-ти-1) (4---за-1)

1,–пи--3п-t-1) (к-в-29т-ф1«.1у-т.-е.»–и """

--«на-то!»-за-полы.........—
1„g-1„s—1

---444.............4

Уравненіе (50) даетъ возможность, какъ сейчасъ пока

жемъ, всѣ разсматриваемые интегралы вида 1. (мы разсмат

риваемъ только тѣ, для которыхъ у Ве. О) выражать при по- .

мощи нѣкоторыхъ 6т-2 изъ нихъ.

Допустимъ сначала, что ж«ст О.

Замѣчая, что при дво коффиціентъ А, не можетъ въ

этомъ случаѣ сдѣлаться нулемъ, заключаемъ, что, пользуясь

уравненіемъ (50), всѣ наши интегралы можно выразить при

помощи тѣхъ 1„, для которыхъ я забл.

Но между этими послѣдними интегралами существуютъ

два соотношенія, изъ которыхъ одно получается изъ (50),

если тамъ сдѣлать ф——1, другое-изъ того же уравне

нія, если въ немъ сдѣлать фа—т—1 или фа:—Зm—1

[а также–изъ (48), если въ немъ сдѣлать у ча —1]. Соот

ношенія эти суть:

[В--(2s-3)n)[4--(24-5)n)11.., н. 1

--- «-ми-т-та.-I

—за-1-t-ти.--а-ами 11.-- lesи

-«я,-«что».--I

—п(В-в-(2s–3)n) ѣ.1., 1
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[Е-t-218-–1)n) h 1.,--II --(s–1)n] b1д.,— пЛ,, „.,. (53)о„0,5—1

Такимъ образомъ интеграловъ, при помощи которыхъ мож

но выразить остальные, будетъ 6т-2.

Всякій интегралъ 1, для котораго и не удовлетворяетъ

сравненію

g-t-1 е.О (mod. п), (53)

выразится въ этомъ случаѣ при помощи трехъ слѣдующихъ:

1. . ..... 1. . ..... I
г- щ. д. по 9--4-я пъ х "тя

(51)

гдѣ т остатокъ отъ дѣленія числа ф на 2n; а интегралъ, для

котораго удовлетворяется это сравненіе, выразится при по

мощи двухъ изъ интеграловъ (54). "

Допустимъ теперь, что же О.

Всякій интегралъ 1, для котораго число 4-я не дѣлится

на 2n, выразится въ этомъ случаѣ такъ же, какъ и въ пре

дыдущемъ. Но интегралы, для которыхъ ф-к дѣлится на

2n, вслѣдствіе того, что А,—О, не будутъ способны выра

жаться подобнымъ образомъ.

Взамѣнъ того, эти послѣдніе интегралы всегда можно бу

детъ выразить при помощи трехъ слѣдующихъ:

I

дру

„„, „, Л, л. 4.„- (44)

При этомъ тѣ изъ нихъ, для которыхъ уз; х, выразятся

черезъ одинъ только интегралъ 1., „.

Дѣйствительно, подставляя вмѣсто у въ уравненіе (50) всѣ

неотрицательныя числа ряда

х, х-2n, ж—4n, . . ., "

получимъ уравненія

С.1.—П, 1,--1, 40,

В.„,Л,—О.,1—Д-„„Д-„,—Г, „, — 9, 1 (56)

» « - « « « « « « « « « « « - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - у
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въ которыхъ буква 1 не будетъ встрѣчаться со значками,

бóльшими жен-2n, и въ которыхъ коэффиціенты П, Г...„ и

т. д. будутъ отличными отъ нуля (ибо 1у, при ца: О не мо

жетъ быть нулемъ).

Уравненія эти позволятъ поэтому интегралы 1, 1...„ и5) -95—44

т. д. выразить послѣдовательно черезъ интегралъ 1 ...„.

Когда не выполняется ни одно изъ двухъ сравненій

ж.-t-1 нен. О, ж.-t-1ап (mod. 2n), (53)

уравненіе (50) не даетъ никакихъ соотношеній между инте

гралами (55). Въ случаѣ же выполненія котораго либо изъ

нихъ оно позволяетъ, какъ сейчасъ покажемъ, интегралъ

Г...„ выразить при помощи извѣстныхъ функцій.х-1- 2 на

Допустимъ сначала, что выполняется первое сравненіе.

Составляемъ систему (56) и присоединяемъ къ ней урав

неніе (51), заключающее, при сдѣланномъ допущеніи, тѣ же

интегралы.

Такимъ путемъ получаемъ систему, содержащую столько

же уравненій, какъ и интеграловъ.

Система эта всегда будетъ разрѣшима относительно по

слѣднихъ, ибо извѣстными членами ея уравненій будутъ слу

жить функціи

4. 4. . . . . . . 44
ж) -Чж.—4 Iѣ " - - - -4445. 4 х ТI44—4, 6

2

между которыми, какъ достаточно ясно видно изъ выраже

вія Г., не можетъ существовать никакого линейнаго соот

ношенія.

Разсматриваемая система позволитъ поэтому найти всѣ

входящіе въ нее интегралы, которые суть слѣдующіе:

1. . ..... Г. . . . . 1 . . . 1
«-- 4 —--- 4-1- 4—8

Допустимъ теперь, что выполняется второе сравненіе,

Составляя систему (56) и присоединяя къ ней уравненіе

(52), получимъ, какъ и въ предыдущемъ случаѣ, систему, со

т.хуп. выы. п. 29
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держащую столько же уравненій, сколько интеграловъ. А

разсматривая въ ней извѣстные члены, подобно предыду

щему, убѣдимся, что система эта всегда будетъ разрѣшима

относительно входящихъ въ нее интеграловъ

I
94—1 "44. 4, 3--5 4. ру-—1 5

Послѣдніе выразятся поэтому при помощи извѣстныхъ

функцій 9.

Изъ изложеннаго видно, что при ха О, какъ и при жо О,

интегралъ 1, въ случаѣ выполненія сравненія (55), выра

зится вообще при помощи двухъ, въ противномъ случаѣ—

при помощи трехъ интеграловъ типа (54) или (55), и что

интеграловъ, при помощи которыхъ выразятся всѣ I, по

прежнему будетъ 6п-2.

При помощи тѣхъ же 6т-2 интеграловъ выразятся и

всякіе другіе интегралы вида (42), соотвѣтствующіетомуже К.

Выше мы указали группу интеграловъ типа 1, которые

могутъ быть выражаемы при помощи функцій Сs8 и; Sn8.

Это суть интегралы, для которыхъ ф есть одно изъ поло

жительныхъ чиселъ ряда

х -н-2n, ж, х-2n, . . ..,

и для которыхъ выполняется одно изъ двухъ сравненій (57).

Замѣчая, что въ силу равенства

«--1 — 1--(2s.—3)ы

это послѣднее условіе равносильно условію дѣлимости числа

К на п, можемъ такимъ образомъ утверждать, что при по

мощи нашихъ функцій могутъ быть выражаемы всякіе ин

тегралы типа

3

919944 слава

IIIТIIIIII944,
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гдѣ 1 какое угодно цѣлое число, бóльшее 1—2s, а у поло

жительное число вида

g —(2а--1-1)n—1,

подчиненное условію, чтобы цѣлое число а не превосхо

ДИЛ0 8.

Такъ напримѣръ имѣемъ:

3 25

. 4)449. 1, 41449

III”"ста-143?"а-чется»-«.

3

„. 3п К„d5

1- 1 се-та

3

3n)К,dз

ф

---15---564---заста-и вмѣстѣ»-«ты,

Къ этимъ интеграламъ можемъ присоединить еще слѣ

дующій:

„3 27

4945 . . . . . , «ка

(?"се-та- 15?"а-мсти-ин
44

не принадлежащій къ указанному типу.

Изъ интеграловъ, которые находятся при какомъ угодно

Л, укажемъ слѣдующіе:

3. Да

15

?""всегда.... 53"”!..„

19 ": "гдѣуду; — да: -«чч

5 5

?""чечеза.... а?“.........

ет 15—355---5 т чего--совѣ

994
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18. Въ случаѣ четнаго п, который одинъ только и будемъ

здѣсь разсматривать, интегралъ (42) представится подъ ви

домъ:

ф8) -н- О8,

гдѣ Ф(8) періодическая функція 6 съ періодомъ 2о, а О по

стоянное, опредѣляемое по формулѣ:

2о

ла
3 "

4999 выго суда

(175556455I. I

1

94-514

О

Обращаясь къ выраженію функціи К, легко убѣждаемся

въ справедливости "слѣдующаго равенства:

а-—Э! З

{ли-Iвая

О у

изъ котораго, означая черезъ К." то, во что обращается Е:

послѣ замѣны Б на—Б, выводимъ:

о-н-Э —Э Э

(я за-I кла-I в.»

5 То б

Основываясь на этихъ равенствахъ и полагая

ній

199 на столь

52555355-494 ч95

Сш

2

62

4.

(!)

легко найдемъ:

266— [1--(—1)IIIЕlb).--(—1)?“? Г(—b).

Отсюда видно, что всякій разъ, когда ф число нечетное,

постоянное О будетъ нулемъ, и слѣдовательно интегралъ

(42) представитъ періодическую функцію В.
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Въ случаѣ четнаго ф будемъ имѣть:

«Одна Еb)—-(—1)?К-b),

что при четномъ р навѣрно не будетъ нулемъ, а при не

четномъ р, если и можетъ дѣлаться нулемъ, то только для

нѣкоторыхъ частныхъ значеній Б.

Поэтому въ случаѣ четнаго ф, если мы не имѣемъ дѣла

съ нѣкоторыми исключительными значеніями Б, которыя мо

гутъ существовать только при нечетномъ р, интегралъ (42)

не будетъ періодическою функціей.

Число Б мы предполагаемъ здѣсь лежащимъ между предѣ

лами.—29 п. и —2уin: невключительно. "

При этомъ условіи функція Е(b), какъ нетрудно усмот

рѣть изъ ея выраженія (58), можетъ быть представляема подъ

видомъ ряда, расположеннаго по цѣлымъ положительнымъ

степенямъ Б.

Первый членъ этого ряда, равный ЕГО), опредѣлится ин

теграломъ

Сда

2

(«семь

(!)

который, какъ было указано въ параграфѣ 13-мъ,можетъбыть

выраженъ при помощи функціи Г. Но слѣдующіе члены бу

дутъ зависѣть отъ интеграловъ болѣе общаго типа:

5

154сль «о

"

гдѣ

3

--«Еlога»-«съ

(!)
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(см. пар. 13), а 1, р.", д" нѣкоторыя цѣлыя неотрицательныя

числа. Такъ напримѣръ коэффиціентъ при первой степени Б

опредѣлится выраженіемъ:

Сда

2 2

514ста-459]чаться-то

«жу тт. 4 .

Принимая за независимое перемѣнное 35, преобразуемъ

интегралъ (59) къ виду:

7

2

”-н-1 Г у .

„—49914 ч95 см95 г.,

О

гдѣ

..... 451

g —4–5–—
7),

Интегрированіемъ по частямъ интегралы, подобные сей

часъ написанному, могутъ быть приводимы къ интеграламъ

у

того же типа, на которыхъ и но и у не пришлось

неотрицательномъ т, меньшемъ 2п.

Указанное разложеніе можетъ служить для опредѣленія

постояннаго О при величинахъ Б, численно достаточно ма

ЛЕГХЪ.

Чтобы дать нѣкоторыя основанія для сужденія о томъ же

постоянномъ при величинахъ Б, близкихъ къ его предѣламъ

—2уin и 2уй, укажемъ соотвѣтствующія предѣльныя

значенія функціи Е1b).

Что касается предѣльнаго значенія, соотвѣтствующаго

ѣ на 2уn, то оно находится безъ всякихъ затрудненій, такъ

какъ при какомъ угодно положительномъ Б подъинтеграль

ная функція въ интегралѣ (58) остается опредѣленною для

всѣхъ значеній В, лежащихъ между предѣлами интегрирова

нія. Это значеніе мы найдемъ поэтому тотчасъ же, дѣлая въ

(58) Бан- 24 ій.
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Такимъ образомъ, замѣчая, что при этомъ значеніи числа Б

3

КnВ

144-55355555

(1)

—5 ми--яу васъ
2n

и принимая за независимое перемѣнное функцію

9949- -

слѣ Д. 1455 " Т”

послѣ нѣкоторыхъ преобразованій получимъ:

1

—. — 151 1 99 г. 1—294г

тамъ —«т14255,

гдѣ

- „454. 1, л.4514.—А.144

Чтобы получить предѣльное значеніе, соотвѣтствующее

94—2уn, мы замѣчаемъ, что, полагая

1) Ся"т415-2ns. Sm18—8] I

грузурпу-——»

МОЖНО II341IIIСать

2 а

1-я:

Нѣ) — Iе? 8199 (519 19.

(!)

пусть я и хоть чаю, летать пепло и Улановичъ

8 —

499 — 555 и 5554--ска-I

у?""

Нетрудно видѣть, что 8, ст. 37.
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Приписывая Б какое либо значеніе, лежащее между О и

—2уin невключительно, найдемъ, что интегралъ

5

[44, «и

о

при возрастаніи В отъ О до В, будетъ возрастать, а при

лишнимъ почтенная отъ 4, до 1, будетъ тотъ

При такихъ значеніяхъ Б мы будемъ поэтому имѣть:

5 339

(«сія,

5 6

, 14. О

ли «лано 4, лежащаго между 4 и 5,

Но интегралъ

37 .——

14--44445456луй?"Сѣ!"””У 2417.-Б

О

-522и 11 „ —2

2я "" У" " эд7

* .

отъ меча лежитъ между о и 11 при и достаточно близкомъ

къ—2уin”дѣлается отрицательнымъ и сколь угодно чис

ленно большимъ.

Вслѣдствіе этого, когда 6 приближается къ—2уin,

3

Iчѣ

lin e” з:О

(4)

при всякомъ 4, лежащемъ между 4 и 5,

Такимъ образомъ, означая искомое предѣльное значеніе

черезъ В-2уni), будемъ имѣть:
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31

» 5

дра Де

Д-25 пу- limIе? 8n55 сказала,

О

Отсюда, замѣчая, что интегралъ

3

Iтѣ

ó

представляющій наибольшее значеніе интеграла (61) между

9 и 4, съ приближеніемъ 6 къ —24 Т приближается къ

99которому предѣлу, и означая черезъ и, функцію, въ кото

рую обращается и при Б——247 находимъ:

59

3

Iчая

Е-2474)—Iе б” 8nt"9 Св649.

(!)

Если теперь замѣтимъ, что при ос в е. 9

3

144— 555555—

г. «ст.-сл. «

—-4449-ма-заться1)

и за независимое перемѣнное примемъ функцію

4478n8

с 36,

Сs”8— уйВus

то послѣ нѣкоторыхъ преобразованій получимъ:

-41-4....

на-55.ТI ""”1226
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Числа ф” и s” опредѣляются здѣсь по прежнему формула

ми (60).

Для функціи Еlb) мы имѣемъ выраженіе подъ видомъ оп

редѣленнаго интеграла, подъ знакомъ котораго фигурируютъ

функціи 8n В и Сs9.Но интегралъ этотъ, если угодно, мож

но преобразовать въ другой, подъ знакомъ котораго вмѣсто

послѣднихъ будутъ встрѣчаться тригонометрическія функціи.

Для этого за независимое перемѣнное принимаемъ уголъ

ф, опредѣляемый уравненіями

2 (25"9-н- 1 848

СО5 О с —-есье

9-трѣз- I

уin —Б?Sn8

sinор. а —7-–e

9-ть;статуя

мѣстѣ съ теткамъ при осаж. лежитъ между о и 4

При этомъ будемъ имѣть:

.5

14---51.5--4499 ма-тосъ
я уй?...”19” 2n

(!)

И СВОДИ. ДОДОКИмъ

Ещ„„, уй”-Т .

55------ -55--«.

разумѣя подъ э уголъ, заключающійся между О и т., то по

слѣ нѣкоторыхъ преобразованій найдемъ:

5

—9447 г.,

ны...„LI, 991999445

Тsin”: "I” (sin";--віn?(4-5)?"

(!)

Здѣсь у и s” суть по прежнему числа (60) и

---4-4-1.

14
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19. Возвращаемся къ нашей задачѣ.

Въ параграфѣ 14-мъ для случаевъ первой категоріи было

доказано, что т --- п есть всегда число четное. Но приве

денноетамъ доказательство, очевидно, можетъ быть прило

жено и къ случаямъ, разсматриваемымъ здѣсь.

Такъ какъ число п мы предполагаемъ здѣсь четнымъ, то

можемъ такимъ образомъ утверждать, что и т всегда бу

детъ четнымъ.

Разсмотримъ простѣйшій случай, когда т а 2, и соста

вимъ для него общее выраженіе постояннаго д.

Въ этомъ случаѣ уже первая въ ряду функцій (41) не бу

детъ періодическою, и постоянное у найдется по формулѣ:

2ro

1

* 3

(!)

3

14

е? К, d8.

Разсматривая разложеніе по степенямъ т второй части

уравненія (39), находимъ:

I(1-t-58n8 Св6) В,— 68n*9 Св."—18 е,

«——1555—»

гдѣ К. и Ѳ, суть функціи, въ которыя обращаются Е и Ѳ

при та О, и которыя поэтому находятся, какъ независящіе

отъ т члены въ разложеніяхъ выраженій

-4-4-х-же--ту
549

II.

Б

у“

3499(39—49

54ных—«е-то!—3 часа

Пусть, разлагая функцію У по восходящимъ степенямъ

у, имѣемъ:

Ея fiх)-t-542]цу--412)у“---....

Согласно нашимъ допущеніямъ, здѣсь
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fiх)——х""""-t-а, х"-ч-. ..,

42)– Бх"""--12" —-....

Если теперь положимъ 1 (0)— с и значеніе частной про

изводной

132

дх ду "

соотвѣтствующее хана узна- О, вазовемъчерезъ 10, то согласно

сдѣланному выше замѣчанію будемъ имѣть:

К,——(10-1-а,) Sn 8 Св98--Б. Вп58 Сѣ"8—сSn?8,

ее, не пр-с) 8n48 Св8--5, 8n 6 С5"""В — а, Св1"""В.

Пользуясь этими формулами, находимъ:

I (b,— 10b) Sn99 Св99—(10--а, 18n8 Св.18— сSn9

——1455—

Отсюда получимъ:

уза (b,—106) О „, —(10-1-а,)6. „„,—с О, „, ,

Е,

если постоянное О, разсматривавшееся въ предыдущемъ па

раграфѣ, какъ функцію чиселъ р, л, я, означимъ черезъ6.

Между величинами О., соотвѣтствующими различнымъ

р, g, s, существуютъ соотношенія, получаемыя изъ соотно

шеній параграфа 17-го замѣною буквы Гбуквою О! я вели

чинъ Л.—нулями,

Изъ этихъ соотношеній, въ которыхъ для нашего случая

должно сдѣлать Ка 1, нетрудно усмотрѣть, что величины

О, „, О. „, и О., отъ которыхъ зависитъ постоянное и

могутъ быть выражены при помощи нѣкоторой одной изъ

величинъ О.

Такъ напр. ихъ можно выразить при помощи О. „.

Дѣйствительно, изъ (45), дѣлая раб, ф—п, s —2, на

ХОДИмъ:

(2п-t-1)61„, — Оо,т.27

откуда

т; —ч- 1

55. —5.— тв... — 557; 95.
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Далѣе, изъ (48), дѣлая послѣдовательно уза 2ѣ, з-2 и

g —О, s—2, выводимъ:

(2n--1) О „„,——БОо„зп.21

О,,—16. „—25О.,

Отсюда, замѣчая, что

1 . 1

555 — 1555 —155.

НахОДИМЪ:

1

94449 372-945

(n —- 1)b

9. — — 555554.

1)

9. — —1549

Такимъ образомъ для постояннаго у получаемъ слѣдующее

выраженіе:

»-I-«-т.-«т»-«-то!4945 .

Такъ какъ

2о

« .»

«....А.“,-за

***т2ъ17 (1-4-48пѣ Свяр

(!)

есть величина положительная, то знакъ этого выраженія бу

детъ одинаковъ со знакомъ слѣдующаго:

[с--(п-t-1)а,—п10] Б--(2п-t-1)6,.

Всякій разъ, когда послѣднее отрицательно, невозмущен

ное движеніе будетъ устойчивымъ, и когда оно положитель

но–неустойчивымъ.

20. Въ параграфѣ 15-омъ, разсматривая случаи первой

категоріи, мы указали нѣкоторые признаки, несомнѣнно об

условливающіе періодичность функцій и,
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Однимъ изъ этихъ признаковъ можетъ обладать система

(1) и въ случаяхъ, разсматриваемыхъ здѣсь.

Мы разумѣемъ тотъ, который выражается въ неизмѣняемо

сти этой системы при замѣнѣ х на —х: и t на —t.

Всякій разъ, когда система (1) обладаетъ такимъ свой

ствомъ, функціи и, будутъ всѣ періодическими и въ случаяхъ

второй категоріи. Докажется это такъ же, какъ и для случа

eвъ первой категоріи, если принять въ разсчетъ, что инте

гралъ

3

(или: «

1

отъ замѣны 8 ша о-3 не мѣняется.

Что же касается тѣхъ признаковъ, которыми обусловли

вается существованіе для системы (1) независящихъ отъ 1

голоморфныхъ интеграловъ, то для случаевъ, разсматривае

мыхъ здѣсь, они не могутъ имѣть значенія, ибо въ этихъ

случаяхъ система (1) не можетъ допускать подобныхъ инте

граловъ.

Дѣйствительно, функцію т., удовлетворяющую уравненію

(39) и принимающую для 3—О значеніе с., при сдостаточ

но маломъ (по крайней мѣрѣ въ извѣстныхъ предѣлахъ из

мѣняемости 3) можно представлять подъ видомъ ряда, рас

положеннаго по степенямъ с., и нетрудно видѣть, что, если

бы система (1) допускала независящій отъ 1 голоморфный

интегралъ, всѣ коэффиціенты въ этомъ ряду были бы алге

браическими функціями отъ Сs8 или 8n8. Но послѣднее не

возможно, ибо коэффиціентъ при первой степени с, равный

. 35

(к. да

е" ,

необходимо будетъ трансцендентною функціей отъ Сist, какъ

это видно изъ выраженія интеграла (62), приведеннаго въ

параграфѣ 17-омъ.
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Періодичностью функцій и, во всякомъ случаѣ будетъ об

условливаться періодичность х и у, какъ функцій перемѣн

наго 4, удовлетворяющихъ уравненіямъ (1), если только на

чальныя значенія этихъ функцій численно достаточно малы.

Періодъ этихъ функцій въ разсматриваемыхъ здѣсь слу

чаяхъ будетъ опредѣляться выраженіемъ

2ur

т— Г-----49---—

”111575551стараго

О

(см. ур. (37)], если подъ тразумѣть рѣшеніе уравненія (39),

соотвѣтствующее выбраннымъ начальнымъ значеніямъ функ

цій х и у.

Періодъ этотъ будетъ функціей значенія с функціи г., со

отвѣтствующаго 8 аО, и при с достаточно маломъ пред

ставится подъ видомъ ряда, расположеннаго по восходящимъ

цѣлымъ степенямъ с съ младшимъ членомъ

12

„ч-I 4

гдѣ

2о

3

—«-луна, да „у

94— 14. 9 цугузулуку;

(1)

Если положимъ

111—1.)

* 4-----,

разумѣя подъ 1, значеніе t, для котораго 8а О, то х и у

будутъ вполнѣ опредѣленными функціями — и с которыя

при с достаточно маломъ будутъ способными разлагаться въ

ряды по цѣлымъ положительнымъ степенямъ с. Коэффиціен

ты въ этихъ рядахъ будутъ періодическими функціями т съ

періодомъ 11. "

Выписывая въ этихъ рядахъ только младшіе ихъ члены,

будемъ имѣть:
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5

- Iка

ха се" Сs С-t-. . .,

44

у——c'e” 8nС-t-....

Здѣсь Е означаетъ функцію т., опредѣляемую уравненіемъ:

2

* 35

—(n—1)IК, діэ

199 Iду

9 " груздуха?"?

4

(0

21. До сихъ поръ мы разсматривали уравненія (1) въ пред

положеніи, что функція Х уничтожается при уча- О.

Въ этомъ предположеніи въ случаяхъ, разсматривавшихся

въ послѣднихъ параграфахъ, мы пользовались подстановкой

(26) и такимъ путемъ приводили вопросъ къ изслѣдованію

уравненій типа (28) или (37):

Нолегко видѣть, что предположеніеэто ненеобходимо, ичто

для полученія уравненій того же типа, преобразованіемъ

уравненій (1) посредствомъ той же подстановки (26), доста

точно, чтобы въ функціи Хпослѣ положенія уаО не оста

валось членовъ ниже (т.-t-1)-ой степени относительно х.

Дѣйствительно, если уна Еtz) есть уничтожающееся при

х —О голоморфное рѣшеніе уравненія

то при сказанномъ условіи въ функціи Г(х) не будетъ чле

новъ ниже (т.-t-1)-ой степени относительно х, и слѣдова

тельно, если разложеніе по восходящимъ степенямъ удаетъ:

Ка 1. (2)--5,(х)у-- . ..,

то функція

. . лох а

то-чт- (44-4), „Ека

не будетъ содержать членовъ ниже п-ой, а функція
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лю-лю-15).„ —44у—Его

—ниже 2n-ой степени относительно х.

Поэтому функція ф, (х) въ случаяхъ первой категоріи не

будетъ содержать членовъ ниже п-ой степени относительно

х, а въ случаяхъ второй будетъ обладать младшимъ членомъ

bх"т"; функція же 1(х) въ случаяхъ обѣихъ категорій бу

детъ обладать младшимъ членомъ ах"г".

Отсюда нетрудно вывести, что, если ана —1, то подста

новка (26) по прежнему приведетъ къ уравненіямъ вида (28)

въ случаяхъ первой категоріи и къ уравненіямъ вида (37) въ

случаяхъ второй.

Если система (1) не удовлетворяетъ указанному сейчасъ

условію, то чтобы преобразовать ее къ виду, для котораго

условіе это выполнялось бы, очевидно, достаточно ввести

вмѣсто у перемѣнное у,, полагая

— ли „.... А то? - А я-9 . . А гл4

уча у, --- А,х?--Ах"--...-н-Ах

и разумѣя подъ А,, А; и т. д. коэффиціенты разложенія

А„х*-- Ах"-н-.. .

функціи у- Еr), опредѣляемой уравненіемъ (63) вмѣстѣ

съ условіемъ уничтожаться при ха О.

Если притомъжелательно придти къ случаю, когда а;——1,

то можно воспользоваться преобразованіемъ

1

гахъ,
х-(—а) """"" г., „

——-

у, —- Ах"-н-А.х1-н- ...—-А.х"

1

4-й”

Въ параграфѣ 19-омъ мы нашли общее выраженіе постоян

наго у для простѣйшаго изъ случаевъ второй категоріи, ког

да т —2.

т. хуп. вы. п. 21

у— (—

Роль числа Б будетъ играть послѣ этого число
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Выраженіе это было найдено въ предположеніи, что функ

ція Хуничтожается при уса О, и что а на—1. Но нетруд

но видѣть, что оно справедливо для какихъ угодно уравне

ній вида (1), для которыхъ

(1) - ---------------....

унь172)

(22-23) I — че- -4ч-.

унаЕtz)

при Б?«сѣт, и для которыхъ с есть коэффиціентъ при у

въ разложеніи по степенямъ х и у функціи Е, а 10—коэф

фиціентъ при ху въ разложеніи функціи Х.

Для случая, когда а есть отличное отъ —1 отрицательное

число, выраженіе постояннаго у получится изъ предыдуща

го замѣною

—32

а, на од-а """""

—494

ѣ „ и д.» "?,

——“

4, 5 в. (1-4) ?”т”,

щ. 1

e , 2 ч.-а) """?,

—7—

по 1 ру-55, 371

Поэтому условіе устойчивости напишется въ этомъ слу

чаѣ такъ:

1. —« 1)—мать-сы-ца, его
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Условіе неустойчивости выразится противоположнымъ не

равенствомъ.

22. Разобравши всѣ случаи, которые можетъ предста

вить система (1), считаемъ умѣстнымъ сопоставить здѣсь

главнѣйшіе изъ найденныхъ результатовъ.

Предполагая, что дифференціальныя уравненія возмущен

наго движенія имѣютъ видъ:

42 . . 4- ду
7-– и-н- Х. 74-4

у—и тамъ у

гдѣ Х и К" суть какія угодно голоморфныя функціи пере

мѣнныхъ х и у, несодержащія членовъ ниже второго измѣ

ренія относительно х и у, составляемъ уравненіе

У.

у-н-Х— О,

изъ котораго для у выводимъ выраженіе подъ видомъ ряда

у—А,хУ-н-А, х"-н-А, х"-н- . ..,

расположеннаго по восходящимъ степенямъ х.

Пусть [2) есть результатъ подстановки этого ряда вмѣсто

у въ функцію Г, а ф(х)–результатъ той же подстановки

въ функцію

412 г.)”

Когда функція Г(2) не равна тожественно нулю, младшій

членъ ея разложенія по восходящимъ степенямъ 2 пусть бу

детъ ах", и когда функція ф(х) не равна тожественно ну

лю, младшій членъ ея разложенія пусть будетъ ѣха.

Установивши это, мы можемъ различать 10 случаевъ, ко

торые перечисляемъ здѣсь, указывая вмѣстѣ съ тѣмъ, какъ

рѣшается въ нихъ вопросъ объ устойчивости.

Г. а ч и сл о ч ет н о е.

П. а ч и сл о н еч ет н о е, а 2-0.

Въ обоихъ случаяхъ невозмущенное движеніе неустойчиво.

П. а ч и сло н еч ет н о е, а с О, 3 чи сл о чет

в о е, м ен ьш ее а, b «сО.

514
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Невозмущенное движеніе устойчиво.

1V. 3 чи с ло ч ет н о е, Б Се- О, функція Г(2) не со

держитъ членовъ ниже (3--1)-ой степени.

V. З чи с л о н еч ет н о е функція Г(2) не содер

жит ъ чл ен о въ ниже 2(3-t-1)-ой ст епен и.

У1. 3 число нечетное; а —23--1;

b”-н-4(3-t-1)аза О.

Во всѣхъ трехъ случаяхъ невозмущенное движеніе неу

стойчиво.

VП. 2 ч и сл о неч етн о е, а «с О; функція ф(х) не

а —н- 1

2

Полагая «—2n,—1, преобразовываемъ наши дифференці

альныя уравненія сначала посредствомъ подстановки

«т»«т» «т»«т» «т» (99)» «т»

1

2т-2

ха (—а) Г. Гх, „

——-

*"? . . . . . . . . . . . . .»

у–(—а) " "у,-н- Ах1--Ах2,--...-t- Ад.“,

затѣмъ посредствомъ подстановки

х, — уСs8, у, ——г"8n 8,

разумѣя подъ Св6 и Sn8 функціи перемѣннаго 8, опредѣляе

мыя уравненіями

d Сs8 . . 418u8

59 ——». 54

при условіи

(349—45

Сs 0—1, Sn0- О.

Исключая изъ преобразованныхъ уравненій di, придемъ къ

дифференціальному уравненію вида:

фу

IIIII — К,т"— К,т"— . ..,
41}
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гдѣ Е, Е, и т. д. будутъ нѣкоторыми періодическими функ

ціями В.

Интегрируемъ это уравненіе посредствомъ ряда

та с.-н- и, с" —н- и,с3--. . .,

расположеннаго по степенямъ произвольнаго постояннаго с.

Коэффиціенты и, въ этомъ ряду найдутся послѣдовательно

въ порядкѣ возрастанія значка з при помощи квадратуръ:

и, — {1348, и, — и,“--1134), „..,

и если между ними находятся неперіодическіе по отношенію

къ 9, то первый такой коэффиціентъ будетъ вида

gВ-н— період. функція,

гдѣ у нѣкоторое постоянное.

Тогда при ус-Оневозмущенное движеніе будетъ неустой

чивымъ, при у коО-устойчивымъ.

Въ случаѣ, когда всѣ коэффиціенты и, суть періодическія

функціи В, невозмущенное движеніе всегда будетъ устойчи

ВЫМЪ.

VП. В ч и с л о н еч ет н о е, а ч. 23--1;

b”-н-4(3-t-1)а с О.

Полагая ха- 2n-—1 и

3

5949995949.

145--4зыскат

преобразовываемъ наши дифференціальныя уравненія пос

редствомъ двойной подстановки:

1

"")„ГО

ха (—а) " Т2, „

2n—2

уза (—а) Т Т у, -ч- А,х"-н-Ах"-н- . . . -н-А„х";
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г. на 69ся, у, —-5998ый;

затѣмъ изъ преобразованныхъ уравненій исключаемъ дй.

Такимъ путемъ приходимъ къ уравненію вида

въ которомъ 19,, Р., и т. д. будутъ нѣкоторыми періодиче

скими функціями В.

Для рѣшенія вопроса объ устойчивости уравненіе это

трактуется такъ же, какъ подобноеуравненіе въ предыдущемъ

случаѣ.

ІХ. 12);О; 3 чи сл о ч ет н о е, Б «с О.

Невозмущенное движеніе устойчиво. "

Х. 12);О; ф(х)—0.

Невозмущенное движеніе неустойчиво.

23. Приведемъ примѣры.

Примѣръ 1.—Пусть дифференціальныя уравненія возму

щеннаго движенія суть слѣдующія:

34-4-48-ти-ст.

75 — 127-- Мсу-ч- Му“,

гдѣ А, В, С, 1, М., М нѣкоторыя постоянныя.

Извѣстнымъ способомъ легко находимъ:

12) на 12”—АМ129-н-. . . ,

42)–(2А--М)х-н- . . . .

Отсюда видно, что, если Б. не нуль, мы будемъ имѣть

дѣло съ случаемъ Г.

Если Б. —О, а числа А. и М.противоположныхъ знаковъ,

будемъ имѣть дѣло съ случаемъ П.

Если при Г-О числа А иМ одинаковыхъ знаковъ, то

замѣчая, что тогда
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а——АМ., Вяч. 1, Б:2А—ч-М.

найдемъ:

b"-н-443-t-1)а—(2А—М)",

и слѣдовательно будемъ имѣть дѣло съ случаемъ VI.

Если при Б—0 одно изъ чиселъ А и М есть нуль, дру

гое отлично отъ нуля, будемъ имѣть дѣло съ случаемъ V.

Наконецъ, если Бога Мана А на О, будемъ имѣть дѣло съ

случаемъ Х.

Вслѣдствіе этого заключаемъ, что, каковы бы ни были ко

эффиціенты въ нашихъ уравненіяхъ, невозмущенное движе

ніе неустойчиво.

Примѣръ 2.—Пусть дано уравненіе

d’х „У dх

24-г55).

вторая часть котораго представляетъ цѣлую однородную

функцію какой либо степени Е означенныхъ въ скобкахъ

величинъ, и пусть требуется изслѣдовать устойчивость дви

. . . . 42

женія ано по отношенію къ я и 3 .

Замѣняя это уравненіе системой

dх d

5-я, 3 — калѣ «ви

И ПОДАГая

12, 4)!— Да?--12”—1у-t-...--Г...„«у"—“--14; у“,

НахОДИмъ:

12)–Да“, 442).— 12"Г".

Допустимъ сначала, что К есть число четное.

Тогда при Б. отличномъ отъ нуля будемъ имѣть дѣло съ

случаемъ І, а при Г, —О!—или съ случаемъ V, или съ слу

чаемъ Х.

Мы должны поэтому заключить, что изслѣдуемое движеніе

неустойчиво.
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Допустимъ теперь, что К есть число нечетное.

Тогда при Г. Со-0 будемъ имѣть дѣло съ случаемъ П, при

Б, С О-съ случаемъ ГV, при Б. —L,—О—съ случаемъ

Х, и движеніе наше будетъ неустойчивымъ.

При Г, «с О, Г.20 будемъ имѣть дѣло съ случаемъ П1

или ГХ, и слѣдовательно движеніенаше будетъ устойчивымъ.

Наконецъ, при Г,«оО, 1, 145. О будемъ имѣть дѣло съ

случаемъ УП

Если въ этомъ случаѣ нетолько Б, но и всѣ остальные

Г, соотвѣтствующіе нечетнымъ з, равны нулю, то система

(64), очевидно, будетъ обладать независящимъ отъ 1 голо

морфнымъ интеграломъ (голоморфнымъ относительно х и у"),

и движеніе наше будетъ устойчивымъ.

Но допустимъ, что между названными коэффиціентами на

ходятся неравные нулю.

Полагая Гá — 2n—1 и разумѣя подъ р одно изъ чиселъ

2, 3, . . ., п, допустимъ, что

Е, — Г, 44... — Д., — О, (45)

но что Д., не нуль.

Дѣлая для упрощенія письма Г,а—1 и преобразовы

вая наши уравненія посредствомъ подстановки

х - т Сs8, у;—г"8n8,

НахОДИМЪ:

9 — «а т.»-

5— —за чтó,

9--- «чт.

3-------ска

Здѣсь

2n-—1

т.-У"1- путь, сна--4зsна г-чт-4.
«

842
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Исключая изъ этихъ уравненій dt, выводимъ слѣдующее:

Сло

24. — sы ты--- У ска пче-«

5-— вы лег- у скота-«.

4;О

вторая часть котораго представится подъ видомъ ряда

21—1 " „ то „зти-2

Е, „L, r"г"-н-Е,., г?"""-н- . ..,

расположеннаго по степенямъ т, возрастающимъ на т— 1,

съ младшимъ членомъ (2n-—1)-ой степени.

Мы можемъ поэтому г., какъфункцію перемѣннаго В, искать

подъ видомъ ряда

та с.-н- и, „I, с"""""-и-и, „I, с””-н- . ..,

расположеннаго по степенямъ произвольнаго постояннаго с.

возрастающимъ также на п-1.

Коэффиціенты и, въ этомъ ряду найдутся послѣдовательно

изъ уравненій вида:

44. „. . . .

5544.-11.

(s—2n—1, 3п.—2, . . .)

гдѣ Г,въ случаѣ за2п-1 есть нуль, авъ случаѣ все-2т-1

представляетъ извѣстный полиномъ, составленный изъ тѣхъ

4, и В, для которыхъ о сов.

Мы замѣчаемъ теперь, что при допущеніи (65) наши фор

мулы даютъ для всѣхъ К., соотвѣтствующихъ

s «с (n—1) (2р.—1)-t-1,

такія же выраженія, какъ и въ случаѣ, когда всѣ Г, соот

вѣтствующіе нечетнымъ и, равны нулю.

Поэтому всѣ и,, для которыхъ s-ес (n —1)(2р.—1)-t-1,

необходимо будутъ періодическими функціями В.

Обращаемся къ тому и,, для котораго

s за (т— 1)(2р.— 1)-t- 1.
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Разумѣя подъ К." то, во что обращается Е, послѣ поло

женія В., но, мы можемъ утверждать, что при указан

номъ сейчасъ значеніи 8 интегралъ

(т.-ч)на

представитъ періодическую функцію 3.

Но для того же s наши формулы даютъ

я,— и.... ска-45 sur» ч-ва.

Поэтому при Л., неравномъ нулю разсматриваемая

функція

«-I(к-д.) я

не будетъ періодическою и дастъ

Сда

4- Го-то г.»—

у - 24- 1 8а599 све-I8 49.

Со ,

(!)

Отсюда заключаемъ, что при Д., с. О изслѣдуемоедви

женіе неустойчиво, при 1„, «со-устойчиво.

Мы предполагали Г., ——1. Но нетрудно видѣть, что

формулированное сейчасъ заключеніе справедливо и при вся

комъ другомъ отрицательномъ Г.

Мы можемъ такимъ образомъ утверждать, что въ нашемъ

примѣрѣ устойчивость возможна только при нечетномъ К и

дѣйствительно имѣетъ мѣсто въ трехъ случаяхъ: 1) когда

L, —О, 1, «сО, 2) когда при Б. с”О первый неравный ну

лю въ ряду коэффиціентовъ

4, 44, 45, . .

съ нечетными значками отрицателенъ и 3) когда при 1,«о О

всѣ такіе коэффиціенты суть нули.

Во всѣхъ другихъ случаяхъ изслѣдуемое движеніе неустой

ЧIIВО„

Примѣръ 3.–Въ заключеніе разсмотримъ случай канониче

ской системы
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45. „I. 49 III. III—- 2; 11 —Н- ——„ —-с«——

5 — я— д; 5--4;

разумѣя подъ Н голоморфную функцію х и у, несодер

жащую членовъ ниже третьяго измѣренія.

Такъ какъ для этой системы находимъ:

ф(х) на О,

то разсматривая ее, можемъ встрѣтить только одинъ изъ

четырехъ случаевъ: 1, П, VП или Х.

Изъ нихъ устойчивость возможна только въ случаѣ VП,

и всякій разъ, когда онъ представится, навѣрно будетъ имѣть

мѣсто, ибо система наша допускаетъ независящій отъ 1 голо

морфный интегралъ

у? -1-2В. (66)

Въ случаѣVП интегралъ этотъ необходимо будетъ знако

опредѣленною функціей перемѣнныхъ х и у, ибо, будучи

преобразованъ посредствомъ подстановокъ, указанныхъ въ

предыдущемъ параграфѣ, къ перемѣннымъ т и В, обратится

въ рядъ, расположенный по степенямъ тó, изъ которыхъ млад

шая необходимо будетъ сопровождаться постояннымъ коэф

фиціентомъ. "

Можно утверждать а рriori, что всякій разъ, когда инте

гралъ (66) есть функція знакоопредѣленная (такъ-что при

величинахъ х и у, численно достаточно малыхъ, можетъуни

чтожаться не иначе, какъ при хану—О), невозмущенное

движеніе устойчиво.

Къ этому можно теперь прибавить, что во всѣхъ другихъ

случаяхъ оно неустойчиво.

Такимъ образомъ для канонической системы вопросъ при

водится къ изслѣдованію функціи (66) и требуетъ для своего

рѣшенія такого же анализа, какъ и вопросъ о maхima'хъ и

minima"хъ функцій отъ двухъ независимыхъ перемѣнныхъ.



по поводу мкмулглм. А. Рuвт «вив шл кохс

Т10N Е50LVАМТЕ ПЕ L'E0IIАТОМ 29--ра-у- о,

ПОМѣЦЕННАГО ВЪ 91 Т0Мѣ С0МРТЕs Ехрипѣ.

Л. Е. Лахтина.

Въ 91 томѣ Сomрtes Кendus (за 1880 годъ) М. А. Рujet

помѣстилъ небольшую статью, озаглавленную такъ: «Sur la

fonction résolvante de l'éguation z”-н-р-н-g- О.

Результаты, приводимые авторомъ этой статьи, весьма

интересны съ перваго взгляда; но при болѣе внимательномъ

разсмотрѣніи формулы, даваемой авторомъ, не трудно убѣ

диться, что результаты имъ приведенные, ошибочны.

Ошибка происходитъ вслѣдствіе неправильнаго толкованія

авторомъ статьи полученной имъ формулы.

Изложу въ короткихъ словахъ содержаніе мемуара М. А.

Рujet.

Пусть дано уравненіе:

2" --рх-1-ф— О. (1)

Полагаемъ:

Уравненіе (1) приметъ видъ:

2”—Кух—у.—0. (2)
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Вводимъ въ уравненіе (2) вмѣсто х новое неизвѣстное t,

II0.154РАЯ:

774

2: —-;——-–5. (3

взгляда: "?

Въ такомъ случаѣ величина 1 и у оказываются связанными

между собою дифференціальнымъ соотношеніемъ:

«и чть

75—75-1554-55, (4)

(т-1—4)(1-t-1)уч(t) ут"у-к"1-m)"т"у

гдѣ

(1-4-4)(1--1—m)"г"—(1—m)"г1

44-4-49--------------. 15

Такъ какъ въ формулѣ (5) дѣленіе выполняется нацѣло, то

41) есть цѣлый многочленъ степени т-2.

Положивъ:

тай : . К”ду

——----15-за —--------------------------------------..за du, (6

досаду;“дарства;-!"""" "?

Рujet говоритъ: «и еst une fonction connue de la variable у,

и— Еlу); с'est en méme temps une fonction de la variable t,

de sorte qu'on рeut écrire t-Ки), en арреlant. Еlа fonction

inversе dе сelle-là.

Оn a donс

t- КНу)] ").

Рour le cinquіéme et le sіхіéme degré В est lesуmbole d'une

fonction elliрtique; c'est une fonction abélienne рour les de

grés suрérieurs... Le саdre resteint de cette notе m'emрéche

dе donner les détails dе саlсul qui seraient nécessaires рour

lа сomрléter».

") Это–обычная форма трансцендентныхъ рѣшеній алгебраическихъ

уравненій.
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Разсматривая дифференціальное уравненіе (4), можно за

мѣтить, что оно интегрируется въ логариѳмахъ. Интегралъ

е10) 15415ОВЪ;

4

—-Iх

(1—m) *

„весьиздавае«4---5555--—не

1 . 1 ...„п

——49914 —„В.-„

„ц„чту; — какая

- —579-!--ст. 1

-уж-I44.-1-4 я

Совершивъ переходъ отъ логариѳмовъ къ числамъ и выбравъ

надлежащимъ образомъ величину Сonst, мы вернемсякъ алге

браическому уравненію, связывающему величины t; и у, а

затѣмъ и къ уравненіямъ (2) и (1).

Такимъ образомъ соотношеніе (6) вовсе не приводитъ къ

разрѣшенію уравненія (1).

Ошибка Рujet состоитъ въ томъ, что онъ псевдоультра

эллиптическій интегралъ считаетъ ультраэллиптическимъ

Юрьевъ

5-го апрѣля 1893 г.



О КРИВОИ ВеллиптичЕСКИХЪ функцій ПI.

ВАГО ВlИ14.

В. Е. Сердобинскаго.

Геометрическоепредставленіе эллиптическихъ функцій осно

основывается на обобщеніи начала, положеннаго въ основу

геометрическаго представленія круговыхъ функцій.

Извѣстно, что уравненіе:

4--2

4151

представляетъ окружность радіуса единицы. Желая получит

уравненіе кривой, которая дляэллиптическихъ функційиспол

няла бы ту же роль, какую исполняетъ окружностьдля три

гонометрическихъ функцій, полагаютъ, что такая кривая

должна опредѣляться уравненіемъ

«--------34--- «

уill)?); 11449) ?

причемъ постоянную интегрированіяо предѣляютъ изъ условія,

что уа 1 при ха О.

Во второмъ томѣ Математическаго Сборника ") А. Ю.

Давидовъ, исходя изъ уравненія (1), указалъ главнѣйшія

свойства представляемой имъ кривой, аналогичныя свой

ствамъ окружности и вывелъ формулу, опредѣляющую ра

діусъ ея кривизны. Это прекрасное изслѣдованіе А. Ю. Да

видова дополняется въ настоящей замѣткѣ рѣшеніемъ вопро

*) Стр. 129.
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совъ о разверткѣ той же кривой и о связи абциссъ ея

точекъ съ эллиптическими интегралами.

1". Въ уравненіи (1) положимъ

ds — уда?Яу?

найдемъ: .

92.Уд1229 а

dа " у111944499

и чрезъ дифференцированіе получимъ:

d'у. 2Ку?–К?–1

de?Ту"Т-89-191)? "

Означивъ чрезъ а и 3 координаты центра кривизны, имѣемъ

уравненія:

«----52-4

447. д. . . 49 „L.

1-(21-4-423-4

исключивъ изъ нихъ и изъ уравненія (2) х и у, получимъ,

какъ извѣстно, уравненіе развертки. Для этой цѣли выводимъ:

1 --1911--3---

4) ТучійЛ994) *

4— 5--з55драт

„, . 1’у?
— ----3----- . (3

4—55555- 9

По свойству развертки имѣемъ: .

dу d3I

9 199949 I

.45.44. у(1-у!").Еу")

43”42” 441645—449Т

9
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1-15--------

43]Туч-1419144?"

и чрезъ дѣленіе получаемъ:

откуда;

Подставивъ это выраженіе въ уравненіе (3), получаемъ диф

ференціальное уравненіе развертки:

-а-а?11-[391-491-1511-4-5

Для интегрированія этого уравненія должно рѣшить его, какъ

кубичное относительно

1-151

причемъ это выраженіе опредѣлится, какъ функція количе

4 . . . . . . . 49 . . . . . . .

«т» а чтота«тѣ» тѣ

3 и интегрированіе совершится чрезъ отдѣленіе перемѣнныхъ.

2". Разсматривая вмѣстѣ съ А. Ю. Давидовымъ одни лишь

. du . .

«тительныя чтенія 3, опредѣленія тенемъ св.

положимъ, какъ и онъ,

1
2. 1344.—

1-4-49-55,

1 .

--145-44

найдемъ:

«--------25----

sin”141—1151т14

т.хуп. вы. п. 22
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Интегрируя это уравненіе, получаемъ:

1 (" d4

2:—-I——-, (4

4]дарства; 9

причемъ постоянное интеграціи опредѣлится изъ условія, что

ту

—О фа- .

при ано 44-5

Представивъ уравненіе (4) въ видѣ:

1 ("1—1151х11-4-495ѣт9

„—1112225.22254,

4.) значуГ199499

и получивъ:

—-1Отдачахлы.—11-29

---15--444-41545

находимъ чрезъ интегрированіе по частямъ:

1 ., д;-Е5 „ (” зап”4 д4!

---447-448—415555
44-49-155555

IIДII

4 .........лата. I Т 44

44-14449949-1555
144—449-4155

-II такая

Такимъ образомъ, абсцисса разсматриваемой кривой опре

дѣляется помощью эллиптическихъ интеграловъ.



СПОСОБЪ В. Г. ИМПЕНЕЦКАГО ДЛЯНАХ0ЖДЕНІЯ

АлгБРАИЧЕСКИХЪРАЩ10НАЛЬНЫХЪ ДРОВНЫХЪ

рѣшний линѣйнАГОДИффКРЕНЦIАЛЬНАГОуРАВ

НЕНІЯ.

П. А. Некрасова.

Способъ В.Г. Имшенецкаго *) для нахожденія алгебраи

ческихъ раціональныхъ дробныхъ рѣшеній уравненія

195 . 19—1

4.54-55-4------нель и ф

гдѣ Р., Р, . . ., Р„ и Т суть цѣлые многочлены, вызвалъ

извѣстныя возраженія **), которыхъ самъ В. Г. Имшенецкій

успѣлъ коснуться только въ устномъ своемъ сообщеніи въ

засѣданіи Московскаго Математическаго Общества 19 мая

1892 года и неуспѣлъ разъяснить съ должною полнотою и

обстоятельностію.

*) В. Г. Имшенецкій: 1. „Общій способъ нахожденія раціональныхъ

дробныхъ частныхъ интеграловъ линейныхъ уравненій съ раціональ

ными коэффиціентами“. 3аписки Имп. Акад. Наукъ, т. LV, прилож.

Л. 9. 1887.

2. „Дополненіе теоріи и одно приложеніе общаго способа нахожде

нія раціональныхъ дробныхъ рѣшеній линейныхъ уравненій съ раціо

нальными козффиціентами“, Записки Имп. Акад. Наукъ, т. LVП1, стр.

1—288, 1898,

**) См. „Извлеченіе изъ письма проф. К. А. Поссе (отъ него лично

и отъ имени проф. А. Н. Коркина и проф. Д. К. Бобылева)“. Матем.

Сборникъ, томъ ХVП, вып. 2; 1-е приложеніе къ протоколу засѣданія

20 апрѣля 1893 года. 1893.

554
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Возстановивъ по порученію Математическаго Общества

сущность содержанія этого сообщенія *), я счелъ своимъ

долгомъ принять на себя и болѣе полное разъясненіе спо

соба В. Г. Имшенецкаго, каковой трудъ, вѣроятно, испол

нилъ бы самъ В. Г. Имшенецкій, если бы его не постигла

неожиданная смерть. ,

Трудъ этотъ, потребовавшій отъ меня тщательнаго и все

сторонняго изученія вопроса о нахожденіи дробныхъ рѣше

ній уравненія (1), я принялъ на себя съ особенной охотой

и съ глубокимъ интересомъ, такъ какъ былъ увѣренъ, что

мемуары В. Г. Имшенецкаго по этому вопросу не могутъ

не заслуживать серьезнаго вниманія ученыхъ. Само имя

В. Г. Имшенецкаго служило для меня безусловнымъ ручатель

ствомъ плодотворности его идей даже въ томъ случаѣ, если

изложеніе его мемуаровъ имѣетъ нѣкоторые недостатки, по

давшіе поводъ къ возраженіямъ.

Изучивъ вопросъ во всѣхъ деталяхъ, я непосредственно

убѣдился въ богатствѣ идей В.Г. Имшенецкаго, которыя

приводятъ къ самымъ совершеннымъ общимъ пріемамъ рѣ

шенія вопроса о нахожденіи дробныхъ рѣшеній уравненія

(1). Чтобы сразу оцѣнить достоинства этихъ пріемовъ, до

статочно сказать, что сравненіе ихъ съ соотвѣтствующими

пріемами Лiувилля **), сдѣланное въ концѣ настоящей статьи,

показываетъ, что пріемы Лiувилля по ихъ качествамъ безу

словно уступаютъ мѣсто пріемамъ, основаннымъ на идеяхъ

В. Г. Имшенецкаго.

Не надо думать, что значеніе пріемовъ и формулъ, выдви

*) См. „О сообщеніи академика В. Г. Имшенецкаго, доложенномъ

въ засѣданіи Московскаго Математическаго Общества 19 мая 1892

года“. Матем. Сборникъ, томъ ХVП, вып. 2; 2-е приложеніе къ про

токолу засѣданія 20 апрѣля 1893 года. 1893,

**) Л. Гiошпіlle, „Sur lа détermination des intégrales dont lа valeur

est algébrique“. Рremier et sесonde mémoire. Journ. de l'Ес. Рolуt., t.

ХIV, 22 саhier, рр. 153—183. 1833.—Тѣ же мемуары Лiувилля пере

печатаны безъ измѣненій въ Мémoires рresentés рar divers savants à

1’Аcadémie des Scienсes, t. V. 1838.
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гаемыхъ В. Г. Имшенецкимъ въ своей теоріи нахожденія

дробныхъ рѣшеній, исчерпывается только приложеніемъ ихъ

къ этой задачѣ. Напротивъ, эти пріемы и формулы В. Г.

Имшенецкаго навели меня на соображенія, которыя проли

ваютъ совершенно новый свѣтъ на общую теорію линейныхъ

дифференціальныхъ уравненій, внося въ нее капитальное упро

щеніе, относящееся къ такъ называемымъ неправильнымъ

интеграламъ.

Я покажу это въ статьѣ, которая подготовляется мною

къ печати. Идеямъ В. Г. Имшенецкаго, какъ я убѣдился,

свойственно то, что часто случается съ глубоко задуманны

ми идеями: онѣ оказываются плодотворными въ болѣе широ

кой области, чѣмъ та, которую авторъ ихъ имѣлъ въ виду

первоначально.

Выставляя на видъ достоинства превосходныхъ идейВ. Г.

Имшенецкаго, я не желаю быть пристрастнымъ, умалчивая

о недостаткахъ его мемуаровъ, и считаю должнымъ теперь

же указать главнѣйшіе изъ этихъ недостатковъ.

Недостатки эти неколеблятъ сущности способа В. Г.Им

шенецкаго, а относятся только къ изложенію и состоятъ въ

слѣдующемъ.

1) Разъяснивъ при помощи подробныхъ указаній и на

глядныхъ примѣровъ сущность своего способа, В.Г. Имше

нецкій въ первомъ, своемъ мемуарѣ оставилъ безъ доказа

тельства основы своего способа, а во второмъ мемуарѣ при

велъ доказательства, слишкомъ сложныя и неубѣдительныя.

2) Выяснивъ важное значеніе интегрирующаго множителя

ра, В.Г. Имшенецкій въ примѣненіяхъ этой богатой идеи

воспользовался не всѣми выгодами ея, такъ какъ разсмот

рѣлъ только такую форму интегрирующаго множителя и,

котораядаетъ искомыярѣшенія большею частію въ осложнен

ной формѣ.Этотъ недостатокъ невполнѣустраненъдаже тою

улучшенноюформою интегрирующаго и, которая была потомъ

указана В. Г. Имшенецкимъ въ сообщеніи 19 мая 1892 г. *).

") Я не касаюсь здѣсь нѣкоторыхъ мелочныхъ недостатковъ изло

женія, указывающихъ на то, что мемуары В. Г. Имшенецкаго возник
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Предлагаемая статья содержитъ новое изложеніе способа

В. Г. Имшенецкаго для нахожденія дробныхъ рѣшеній урав

ли и выпущены въ свѣтъ слишкомъ быстро. Самъ В. Г. Имшенецкій

признавалъ, что онъ поторопился выпускомъ въ свѣтъ этихъ своихъ

мемуаровъ. Такъ авторы, слишкомъ продуктивные и въ наукѣ и сферѣ

другихъ занятій, часто увлекаются соблазномъ поспѣшнаго изданія

своихъ трудовъ, опасаясь, что новыя мысли и занятія отвлекутъ ихъ

въ сторону. Но даже и при этихъ неблагопріятныхъ обстоятельствахъ

особая прозорливость, характеризующая силу таланта В. Г. Имшенец

каго, обезпечила полный успѣхъ его идеямъ.

Указывая здѣсь на недостатки изложенія мемуаровъ В. Г. Имше

нецкаго по вопросу о нахожденіи дробныхъ рѣшеній уравненія (1), я

далекъ отъ мысли, „что желающимъ изучить этотъ предметъ лучше

знакомиться съ нимъ по мемуару Лiувилля, чѣмъ по вышеупомяну

тымъ мемуарамъ В. Г. Имшенецкаго“. Напротивъ мой личный опытъ

изученія мемуаровъ того и другаго автора, приведшій меня къ насто

ящей статьѣ, есть наглядное опроверженіе этой мысли, не только

неправильной по существу (какъ оказалось), но и содержащей совѣтъ,

несовмѣстимый съ правильнымъ отношеніемъ къ выдающимся пред

ставителямъ науки. Такъ какъ идеи выдающихся ученыхъ часто бы

ваютъ плодотворными даже при недостаткахь изложенія (чтó еще

разъ подтвердилось и на мемуарахъ В. Г. Имшенецкаго о дробныхъ

рѣшеніяхъ линейнаго дифференціальнаго уравненія), то нельзя пода

вать совѣта, подобнаго тому, который содержится въ указанной вы

ше мысли и въ сущности рекомендуетъ оставить безъ вниманія при

мѣчательный рядъ трудовъ такого выдающагося ученаго, какъ В. Г.

Имшенецкій.

Оппонируя тому женеправильному совѣту, я напротивъ нахожу,что

въ интересахъ науки пеобходимо внимательнѣйшее отношеніе къ ея

корифеямъ, которое обезпечиваетъ естественный ея ростъ и которое

должно состоять въ тщательномъ сохраненіи, изученіи и разъясненіи каж

дой ихъ идеи, хотя бы она высказана была неясно или неловко. Таковы

по крайней мѣрѣ, отношенія, установившіяся въ европейской наукѣ

къ ея выдающимся представителямъ,—и благодаря этимъ отношеніямъ

, многія геніальныя, но неотчетливо выраженныя идеи (Коши, Римана

и проч.) не только не пропали для науки, но развились въ цѣлые об

ширные отдѣлы ея. Еще недавно Парижская академія наукъ назна

чила даже премію за разъясненіе остающихся пока неразгаданными

идей Римана по теоріи чиселъ.

Для умовъ, чрезмѣрно формальныхъ, недостатки изложенія служатъ

непреодолимымъ препятствіемъ къ пониманію сущности изложенія, и
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ненія (1), устраняющее, какъ мнѣ кажется, всѣ указанные

выше недостатки и не подающее поводовъ ни къ какимъ

возраженіямъ *).

5 1. Каноническая форма дифференціальнаго уравненія (1) и

форма его, преобразованная при помощи интегрирующаго мно

жителя ул.

Уравненіе (1) будемъ называть основнымъ, предполагая,

что полиномы Р., Р,..., Р, и Т не имѣютъ общаго дѣ

ДИТЕДЯ.

Основное уравненіе (1), которымъ Лiувилль въ своемъ спо

собѣ пользуется непосредственно, В. Г. Имшенецкій пре

образуетъ, представляя его подъ формой:

9994-5999-----«не я, а

которая, какъ извѣстно, играетъ важную роль во многихъ

вопросахъ теоріи линейныхъ дифференціальныхъ уравненій.

люди съ такимъумомъ выступаютъсъ возраженіями противъ неотчетливо

изложенныхъ идей, хотя бы онѣ были выдающимися. Такъ выступалъ,

напримѣръ,МаксимиліанъМари противъ геніальныхъ идей Коши. Такія

возраженія даже законны, если они выражены въ надлежащей формѣ.

Но они недолжны увлекать остальныхъ ученыхъ слишкомъ далеко въ

сторону сомнѣній и отрицанія.

Прибавимъ къ сказанному, что только весьма немногочисленные

труды В. Г. Имшенецкаго, изданные въ послѣдніе годы его жизни,

имѣютъ нѣкоторые недостатки изложенія; вообще жеобширные и мно

гочисленные труды его прекрасно обработаны со стороны изложенія

и многіе изъ нихъ даже представляютъ собою классическіе образцы

превосходнаго изложенія.

*) По недостатку времени я не касаюсь въ своемъ изложеніи той

весьма интересной части мемуара В. Г. Имшенецкаго, гдѣ онъ рас

пространяетъ свою теорію на совокупность линейныхъ уравненій съ

раціональными козффиціентами. Не касаюсь также и весьма важныхъ

приложеній теоріи къ вопросамъ анализа, указаннымъ въ мемуарахъ

Лiувилля и В. Г. Имшенецкаго. Замѣчу, что теорія прилагается еще

къ вопросамъ, намѣченнымъ въ 5 V11 моей статьи о линейныхъ диф

ференціальныхъ уравненіяхъ, напечатанной въ ХV томѣ Математ.

Сборника.
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Въ уравненіи (2) функціи С., О,..., (I, суть полиномы,

которыепредставляются посредствомъ полиномовъ Р., Р„...,

Р„ такъ:

« е « « « е е л о м е да въ 5 д. въ 4 д. л. 4, а 4. « . « а о л ь « ч» «ь « « « ч» «ь « — « « ч» «ь « 9 4

«--(""").--("") 25
dх

2Уд1Е., I 13 УдЕР„L,

«...-в.-(1554-55--

„,у п У, d"Г"Р.

. --г—(Д.)54.

dР„, . д"Р„L, „, ,, „. д."Р.

«.—4.—959--4449 — —-r-44, 1

гдѣ вообще полагаемъ

4V„5455IIIIIIIIII— 151). 4

(?)-4545454 и

Повѣряя правильность равенствъ (3), отождествимъ ком

фиціенты при соотвѣтственныхъ производныхъ функціи у въ

первыхъ частяхъ уравненій (1)и (2). Такимъ образомъ полу

чимъ равенства:
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Р,—О,

— , . [4449

я — « . (15.

—1У d0, 1 1 л., д."),

г.-а-("") 2-(2).

« ч» и « . . . . . . . . . . . . . . «е о ф « ч» « « Ф е е в «

«т» 1

2940.... . (3147О...,

л.-«...-(995-1999--.

п—1У d"—10, 1 у п У d"г"),

---(С)549-151).–5.

d"г90, 1 1").

--зна--1

изъ которыхъ заключеніемъ отъ 4 къ і-н-1 выводится общая

формула для опредѣленія (1, именно:

I „, . 1п-t-1-1У dР., I (п-t-1-21 д'Р.,

«---("")!),--("") 25--

, (п. 41,

---и С)59.

Если полиномы С, С, . . ., О, имѣютъ общій наибольшій
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дѣлитель М, то уравненіе (2) будемъ подвергать преобразо

ванію, полагая

Му: г. (5)

По преобразованіи уравненіе (2) будетъ имѣть болѣе про

стой видъ:

47144,434),—4

159 " Ду?-—1
. -t- дана Т, (2)

гдѣ у, 4,, . . ., g, суть полиномы, не имѣющіе общаго дѣли

теля и опредѣляемые равенствами вида:

Му,а О, (i за О, 1, . . . п).

Изысканіе дробныхъ рѣшеній уравненія (1), очевидно, сво

дится къ изысканію цѣлыхъ и дробныхъ рѣшеній уравненія

(27). Такъ какъ нахожденіе цѣлыхъ рѣшеній не представ

ляетъ затрудненій (см. примѣчаніе 1 въ концѣ настоящаго

параграфа),то нужно сосредоточить вниманіе только надроб

ныхъ рѣшеніяхъ уравненія (2).

Уравненіе (2), характеризуемое, тѣмъ, что въ немъ поли

номы ф., у, . . ., у, не имѣютъ общаго дѣлителя, будемъ

Н813IIВАТЪ 15414014416444ли?..

Эта каноническая форма важна не только потому, что она

есть болѣе простая сама по себѣ, но и потому, что она,

какъ увидимъ ниже, ведетъ ко особому упрощенію теоріи на

хожденія дробныхъ рѣшеній дифференціальнаго уравненія (1).

Преобразованіе (5") всегда даетъ возможность привести

уравненіе (2) къ каноническому виду. Поэтому, слѣдуя В. Г.

Имшенецкому, ниже будемъ предполагать, что само уравне

ніе (2) есть уже каноническое, т. е. полиномы С., О,, ..., О,

не имѣютъ общаго дѣлителя.

Вмѣстѣ съ формой (2) уравненія (1) въ способѣ В. Г.

Имшенецкаго играетъ существенную роль такъ называемый

интегрирующій множитель и, Если прежде преобразованія

уравненія (1) умножить его на у; и потомъ воспользоваться
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преобразованіемъ его къ виду (2), то уравненіе (1) предста

вится въ формѣ:

4784).Е1891. 1. 495-491. 5...„

554-599-------99599-94-14, 6

Здѣсь функціи 8, 8, ..., S., аналогичны функціямъ О,,

О,, ..., О. Разсмотримъ выраженія функцій 5 чрезъ функ

ціи (?), и множитель и, съ его производными.

Если во вторыхъ частяхъ равенствъ (3) функціи Р, замѣ

нить соотвѣтственно функціями В, полагая: Е, — иР, то

опредѣляемыя равенствами (3) величины О, послѣ замѣны

перейдутъ въ 8, такъ что

— 5.Лт.-6-1-1VIII. In—44-3145.

«----714-1794- I

„ 1 (?)

6-го (25, 1
---От-11(13

Замѣчая, что

К;а уР.,

441 —. 44", „ 44

59—454--54....

445-4.... 442-4........ 445-4. 44

55---5554---з5554-355.

94„49. „141-4425, 1455555

ру; "?тр. т"11); уда-т” 151;атрат

49

-------55 г.,

мы получимъ:

„, „, . 14-1-9-1V44,

«--«-("")?»-- I
(8)

-("")Ва.---го(1835, 1
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Такимъ образомъ функціи 85 выражены посредствомъ по

линомовъ (!), и множителя и съ его производными. Давая въ

равенствѣ (8) числу і значенія О, 1, . . ., п, будемъ имѣть:

8. — О, и, I

«-- «-("")».13-15); 24

«—«ла-I”?)»;-("") «2

пV, 474

-649 I „

Формулы (3) и (9), выдвинутые на первый планъ В. Г.

Имшенецкимъ, имѣютъ важное значеніе въ разныхъ вопро

сахъ, относящихся къ уравненію (1).

Интегрирующій множитель и, входящій въ уравненіе (6),

можно выбирать различно.

Ниже мы вопервыхъ разсмотримъ (въ 5 2) примѣненіе

Основнаго множителя, именно:

IIР
— т"—1 лѣ-----2.2

и на-, я--45, (по
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гдѣ А есть общій наибольшій дѣлитель полиномовъ Р, и

dР.

dх

линейныхъ дѣлителей полинома Р.).Этотъ основной множи

тель и предложенъ В. Г. Имшенецкимъ въ сообщеніи 19 мая

1892 года взамѣнъ множителя цаР"""").

1

Результаты, получаемые при помощи множителя и нр?""",

ведутъ къ полному рѣшенію задачи, сразу охватывая всю ея

сущность; но сами по себѣ они не даютъ еще достаточно

простыхъ формъ для изысканія дробныхъ рѣшеній уравне

нія (1) (если таковыярѣшенія существуютъ). Поэтому вовто

рыхъ мы разсмотримъ (въ 9 3) вспомогательные интегрирую

щіе множители двухъ видовъ:

(слѣдовательно р есть произведеніе всѣхъ различныхъ

1) ц а (х--а)"—", (10)

гдѣ х-и-а есть любой изъ линейныхъ дѣлителей полиномар, и

2) дань 19—9, (1огу

гдѣ Е" есть любой неприводимый дѣлитель полинома р.

Правила для нахожденія дробныхъ рѣшеній уравненія (1),

выраженныя въ окончательной формѣ въ 5 3, есть резуль

татъ свойствъ уравненія (1), вытекающихъ изъ совмѣстнаго

разсмотрѣнія основнаго множителя съ вспомогательными

множителями того или другаго изъ двухъ указанныхъ видовъ.

Примѣчаніе 1. Въ задачѣ о нахожденіи дробныхъ рѣше

ній уравненія (2) вся суть дѣла сводится прежде всего къ

отысканію знаменателей этихъ дробей. Когда знаменатель М

какого либо изъ дробныхъ рѣшеній найденъ, то, отыскивая

числитель г, полагаютъ:

2

и — у

*) Множитель вида: g 4 Р."—1 разсмотрѣнъ В. Г. Имшенецкимъ въ

его мемуарахъ, но имъ же самимъ въ указанномъ сообщеніи признанъ

неудобнымъ.
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и вносятъ это выраженіе у въ уравненіе (1). Такимъ обра

зомъ задача приводится къ изысканію цѣлыхъ рѣшеній г. пре

образованнаго уравненія, т. е. рѣшеній вида:

171—1
а съ АхТ" -н- В2"—1-4— . . .— Е.

Это изысканіе не представляетъ теоретическихъ затрудне

ній и сводится вопервыхъ къ изысканію показателя п. степе

ни полинома г., а затѣмъ къ нахожденію коэффиціентовъ

А, В, . . ., Е по способу неопредѣленныхъ коэффиціентовъ.

Что касается отысканія показателя т, то оно выполняется

по извѣстному правилу, которое проф. Н. В. Бугаевъ назвалъ

началомъ наибольшихъ показателей *).

Примѣчаніе П. Линейные дѣлители (т. е. дѣлители вида

х -н- а) знаменателя Гдробнаго рѣшенія

X

и— ув

представленнаго въ видѣ несократимой дроби, суть дѣлители

полиномовъ Р., и р. Доказывая эту теорему Лiувилля поло

жимъ: Кана (х-а-а)“ 2, гдѣ 27 есть цѣлый полиномъ, недѣля

щійся на дѣлитель х-- а полинома Г. Будемъ имѣть:

— У

9-радуга:

Дифференцируя послѣдовательно п разъ послѣднее урав

неніе, находимъ:

9---25---5—

42Г"22 — а)"""" "” 242--4)""

9915599444..цѣ

421"Г242—а)?**" Жда:—а)"т""

479.54251);слѣда д.914I.„.„щё

55-—255драт-—-2495255555

*) Н. В. Бугаевъ, „Начало наибольшихъ и наименьшихъ показателей

въ теоріи дифференціальныхъ уравненій. Цѣлые частные интегралы“.

(Матем. Сборн., томъ ХVI, вып. 1, стр. 39—80).
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гдѣ Х, Х„, . . ., Х, означаютъ цѣлыя функціи.

.. ................. 4 4"и

поютъ преимущій ченій и, 5 ...14 въ та

ніе (1) и умноживъ результатъ подстановки на

29944 - ду? -1--9.

мы получимъ во всѣхъ его членахъ цѣлыя функціи, исклю

чая только одинъ членъ, гдѣ будемъ имѣть:

а (а -н-1)... (а-н- т—1)Р„2"Х

х -н-а ”

Слѣдовательно и этотъ членъ долженъ представлять цѣлую

X

212 —1— а)”

былъ бы тождествомъ. А такъ какъ Х и 27 не дѣлятся на

х -н-а по условію, то Р., необходимо должно дѣлиться на

2--а, ч. т. д. "

5 2. Нахожденіе дробныхъ рѣшеній при посредствѣ основнаго

множителя раз-1р."г".

функцію, иначе результатъ подстановки уза. 5---5, не

Опредѣляя и при помощи равенствъ (10) и внося этозна

ченіе у въ уравненіе (6) и въ равенства (8) или (9), будемъ

имѣть:

d"Бу) I d"т"184)

549-1554--...--вла- т"—, опр

гдѣ

Iу, „alm—1--144"р"")

«--3-то (""") 2444... и

Замѣтивъ, что

Ку.„пт-1 л. 4

9949---15-ть.—4. «-«У

(16)

--- I
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гдѣ т. есть цѣлый полиномъ, убѣждаемся, что функціи 8

представляются такъ:

S,— р"—"Т, (i— О, 1,..., п), (17)

гдѣ Т, при произвольномъ т (не только цѣломъ, но и дроб

номъ или даже комплексномъ) есть цѣлый полиномъ.

На основаніи равенствъ (15), (16) и(17) полиномъ Т, мож

но представить такъ:

кeit)

- т и].

Отсюда видно слѣдующее.

1) Полиномъ Т) при произвольномъ т можетъ имѣть об

щихъ дѣлителей съ полиномомър въ томъ лишь случаѣ, если

IIОДИНОМЫ

(Дрт", О;, Ор,..., Ор7" (19)

имѣютъ общаго наибольшаго дѣлителя, который обозначимъ

чрезъ 2.

2) Полиномъ Т., дѣлится на В, а полиномъ, къ которому

приводится выраженіе

Т,

2, 1

при произвольномъ т не можетъ имѣть общихъ дѣлителей

съ полиномомъ р.

Дѣлитель 5, полинома Т при 1— т будемъ обозначать че

резъ 10, т. е. 105–6. Иначе говоря, 10 есть общій наиболь

шій дѣлитель полиномовъ

Одр.”", О;, Ор,..., Одр.“". (20)

Очевидно далѣе, что 1) есть общій дѣлитель полиномовъ

Т., Т,..., Т,, и притомъ, если та произвольное, наибольшій

Поэтому количества съ, опредѣляемыя равенствами вида:
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Т); 10 с., (i— О, 1,... п), (21)

суть цѣлые полиномы.

Изъ полиномовъ а, обратимъ особое вниманіе на поли

номъ а, Полиномъ этотъ, который можно представить такъ:

3 г. .»-

«.-452-49-64-1т.-е. «-то?

- кe:О

(22)

-«).

при произвольномъ т не имѣетъ никакихъ общихъ дѣлителей

съ полиномомъ р.

Теперь уравненіе (11) можемъ представить такъ:

74

4"Т"""Даюш „.....„

X2—444994- д- а

всI0

Всякое алгебраическое раціональное рѣшеніе(дробное или

цѣлое) уравненія (1) можетъ быть представлено въ слѣдую

щей формѣ:

— *

49-55

(24)

гдѣ г есть цѣлый полиномъ, не дѣлящійся на р, и да есть

цѣлое число, положительноеили отрицательное.Еслиприэтомъ

разсматриваемое рѣшеніе есть дробное, то

а С-— у, (25)

гдѣ у есть цѣлое число, находимое изъ условія:

? чч. П. О, (26)

въ которомъ С есть цѣлый полиномъ, не дѣлящійся на р.

Если 10 представимъ такъ:

10— (х-t-а,)?, (х-t-а,)?, ... (х-а-а.)А, (26)

Т. хуп. вни. 11. 23
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гдѣ х -н-а,, 2-t-а,,.. ., 2-t-а, суть всѣ различные линей

ные дѣлители полиномар,то число у совпадаетъ съ наиболь

шимъ изъ показателей 2, 3, . . ., 31. "

При 2 5—ту рѣшеніе (24) есть цѣлое, каковой случай мы

устраняемъ изъ разсмотрѣнія.

Внеся въ уравненіе (23) выраженіеу, опредѣляемоеравен

ствомъ (24), найдемъ:

ра

4""!""""за щ. д.,

X2-94-94-и-г.

4ert)

Выполняя здѣсь дифференцированія по формулѣ Лейбница

и затѣмъ умножая результатъ на р."?”", получимъ:

п-1

IX4-1-4---т. «-----т. (9):

140

(27)

-«.14---- погу

гдѣ г есть цѣлый полиномъ.

По поводу показателя п-t-а—1 степени р, стоящей во

второй части (27), докажемъ слѣдующую лемму.

Лемм а. Для всякаго дробнаго рѣшенія, представленнаго

подъ видомъ (24), должно имѣть силу неравенство:

п-н- а—1 2-0. (28)

Доказательство. Сначала докажемъ, что у— п-t-1 59

Количество 1) имѣетъ не менѣе одного дѣлителя вида (х-а?

Того же дѣлителя имѣютъ полиномы.

41р.”", О,, Ор.,. . ., О,2”".

Если вмѣстѣ съ тѣмъ предположить, что у—п-t-121

то полиномъ (!), имѣлъ бы дѣлителя (х-t-а)?""""" и всѣ по

линомы С, С,..., О, имѣли бы общаго дѣлителя (я--а?"""""
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чтó противорѣчитъ сдѣланному въ 5 1 ограниченію *). По

этому должно имѣть силу неравенство

у—п-t-1 50. (29)

Изъ неравенствъ (25) и (29) находимъ: п-н- 2—1 2-0,

что и т. д.

Доказанная лемма даетъ намъ право представить равенство

(27) въ слѣдующей формѣ:

п—1

1.-34-1-4. «-------!-14.г г гу----- - - - ---ма

4et).

(30)

— Е. р,

гдѣ Е есть цѣлый полиномъ.

Теперь легко доказать основную теорему, изъ которой

вытекаетъ правило В. Г. Имшенецкаго для нахожденія дроб

ныхъ рѣшеній уравненія (1). . ”

Т еорема. Если уравненіе (1) имѣетъ дробное рѣшеніе

вида (24), то полиномъ а, при

—п-t-2—1 (31)

долженъ имѣть общихъ дѣлителей съ полиномомъ р.

Доказательство. Если въ равенствѣ (30) положимъ: т ь

п-t-2—1, то оно получитъ видъ:

а.а — Е.р, (309)

т. е. при разсматриваемомъ значеніи т произведеніе о,. а

дѣлится на р.Въ виду того, что я не дѣлится на р, полиномъ

а, при т ат -н- а—1 долженъ имѣть общихъ дѣлителей съ

полиномомъ р, чтó и т. д.

*) Эти разсужденія, дающія возможность доказать нашу лемму, со

храняютъ силу именно благодаря канонической формѣ уравненія (2),

т. е. благодаря тому, что полиномы (2, 4)„..., 4), не имѣютъ общаго

дѣлителя. Безъэтого условія доказываемая лемма вообщетеряетъ силу,

и изложеніе теоріи осложняется необходимостью разбора двухъ слу

чаевъ: 1) когда п -н- 15 —120 и 2) когда п.-н- 4—1 50.

555
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Сопоставляя равенство (31) съ неравенствами (28) и (25),

замѣчаемъ,что число тѣ, опредѣляемое равенствомъ (31), есть

положительное и неменьшее п—ту.

Теперь очевидно необходимое условіе существованія дроб

ныхъ рѣшеній уравненія (1). Уравненіе это можетъ имѣть

дробныя рѣшенія въ томъ лишь случаѣ, если существуютъ

цѣлыя положительныя и неменьшія п-у значенія т, при ко

торыхъ полиномы д. и р имѣютъ общихъ дѣлителей. Эти зна

ченія т связаны съ соотвѣтствующими значеніями за посред

ствомъ равенства (31).

Этимъ необходимымъ условіемъ можно руководствоваться

при отысканіи всѣхъ дробныхъ рѣшеній уравненія (1), если

таковыя существуютъ.

Хотя выводимыя изъ разсмотрѣнія этого только необходи

маго условія формы, подъ которыми изыскиваются дробныя

рѣшенія уравненія (1), не имѣютъ еще всей достижимой по

сущности вопроса простоты; однако мы считаемъ должнымъ

прежде всего разсмотрѣть именно эти важныя для теоріи

формы, такъ какъ такое разсмотрѣніе сразу охватываетъ всю

сущность вопроса и способствуетъ лучшему уясненію даль

нѣйшаго порядка изысканій.

Согласно вышеуказанному необходимомуусловію, при изы

сканіи дробныхъ рѣшеній уравненія (1) нужно отыскивать

цѣлыя положительныя и неменьшія п-у значенія т, при ко

торыхъ полиномы о, и р имѣютъ общаго дѣлителя. Пусть

m" есть одно изъ значеній т, удовлетворяющихъ этомуусло

вію. Найдя соотвѣтственное значеніе а, - опредѣляемое при

па- т"” равенствомъ (31), и внеся эту величину а въ равен

ство (24), мы можемъ изыскивать соотвѣтствующее дробное

рѣшеніе (если оно существуетъ) подъ формой:

2

я — думаетъ

(32)

гдѣ г есть цѣлый полиномъ, не дѣлящійся на р.

Форма (32) разсматриваемаго дробнаго рѣшенія можетъ

быть видоизмѣнена на основаніи слѣдующихъ соображеній.
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При т а т” произведеніе фла, какъ показываетъ равенство

(309), должно дѣлиться на р. и слѣдовательно г должно дѣлить

ся на тѣхъ дѣлителей р, на которые не дѣлится а, т. е. з

должно дѣлиться на учр. 8”, гдѣ Е" есть общій наибольшій

дѣлитель полиномовъ р и а. По раздѣленіи числителя и

знаменателя второй" части равенства (32) на учр. 27 бу

демъ имѣть:

1

я — 5555ѣчѣ , 69
. 5 .,р

гдѣ В есть цѣлый полиномъ, не дѣлящійся на р. Задача те

перь приведена къ отысканію полинома В.

Покажемъ теперь, что дробное рѣшеніе (33) можетъ быть

изыскиваемо непосредственно подъ формою, указанною въ

мемуарахъ В. Г. Имшенецкаго. Съ этой цѣлью разсмотримъ

количество П,.р”—”, гдѣ 1), есть общій наибольшій дѣли

ТЕЛЬ ПОДИНОМОВЪ;

8. 8, 89— —I—

пра-— лу 3) .туа... ти 2 " "" у I7IОСТII "

рг г г р

находимый при условіи т — т”. Такъ какъ полиномы эти

представляются подъ видомъ:

10рга, (iа О, 1, . . ., п),

то)

10, 4; 10.41 и П.р."—“— П. d. р”т”,

гдѣ d есть общій наибольшій дѣлитель полиномовъ:

т.- -ч- 1- -.

19Т95, 197 "?, - . . . 197.-„ . 53

находимый при т а т”.

Очевидно, а дѣлится на 2”, и слѣдовательно дробное рѣше

ніе (33) представляется подъ формой:

я— руча

у

(34)

гдѣ В есть цѣлый полиномъ. Форма (34) дробнаго рѣшенія
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есть та, подъ которой оно отыскивается въ способѣ В. Г.

Имшенецкаго.

Изъ предложеннаго вывода формы (34) видно, что эта фор

ма не можетъ быть проще равносильной ей формы (33).

Формы эти однако большею частію совпадаютъ.

Пусть М есть наибольшее изъ цѣлыхъ положительныхъ и

неменьшихъ п—у значеній т, при которыхъ полиномы б, и

р имѣютъ общаго дѣлителя. Это числоМ непремѣнно суще

ствуетъ при существованіи дробныхъ рѣшеній уравненія (1).

При та-Мзнаменатель второй части равенства (33) полу

чаетъ видъ:

10. 8. дрли-и,

гдѣ в есть общій наибольшій дѣлитель полиномовъ с. и р

при та- М. Очевидно, выраженіе П. В. р.4-1 нацѣло дѣлит

ся на выраженіе Гр."—“. Поэтому всѣ дробныя рѣшенія

уравненія (1) могутъ быть изыскиваемы подъ слѣдующей

формой:

«— ка- «

гдѣ Э есть цѣлый полиномъ.

Такимъ образомъ выраженіе П. В. р.4-1 есть общій знаме

натель всѣхъ дробныхъ рѣшеній уравненія (1), если таковыя

существуютъ. Знаменатель этотъ можетъ самъ оказаться дроб

нымъ (что возможно только при Мес m); но это обстоятель

ство не портитъ дѣла и даже представляетъ выгоды, пони

2153431 (21169 II63III., ЧИСЛИТЕЛЯI.

Форму (35) въ виду способности ея представлять всѣдроб

ныя рѣшенія, если ихъ существуетъ нѣсколько, будемъ назы

вать общей формой дробныхъ рѣшеній.

Примѣняя изложенную теорію, полезно имѣть въ виду, что

при изысканіи числа т, при которомъ полиномы о, и р имѣ

ютъ общаго дѣлителя, можно въ полиномѣ а, отбрасывать

всѣ члены, дѣлящіеся на р. Иначе говоря, вмѣсто а, можно

брать всякій полиномъ Г, удовлетворяющій сравненію
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а.ае. 1. Г (то4. р.), (36)

въ которомъ Г есть цѣлое количество, не имѣющее общихъ

дѣлителей съ р, и которое обозначаетъ,чторазность о.— Г. Г

дѣлится на р.

Изыскивая такимъ образомъ болѣе простой полиномъ 1,

который можетъ замѣнить полиномъ а, приходимъ къ слѣ

дующимъ п случаямъ.

1. Если таО (слѣдовательно 1)— 1, или, иначе, полино

мы (Др."" и С), не имѣютъ общихъ дѣлителей), то можно

IIОДЕIII”94115"

14-1-го»-по-з. «-т-115

(367)

«1

—«—» «л»-331

2. Если т а 1, то можно полагать:

—4-ха-ха-« 1.---«ГУ

14-1-го»-ро-ва... «—»-» (")

(з67)

-----443-4---т.-«Ч943}

И. т. д. Вообще для вскаго значенія числа ту, которое, по

доказанному, удовлетворяетъ неравенству (29), можно полагать:

14

- Ахт. у......... ..... ..... ....У-й"т"147г"""" Аль

ина:–ты-ма-не- III”"""" «о

Кст-у-—1

Въ частныхъ случаяхъ эта форма Гдопускаетъ дальнѣйшія

упрощенія отбрасываніемъ частей, дѣлящихся на р.

Такъ какъ примѣненіе изложенной теоріи достаточно разъ

яснено многими примѣрами, приведенными въ первомъ мему

арѣ В. Г. Имшенецкаго, томы ограничимся разсмотрѣніемъ

одного только примѣра.
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Примѣръ. Разсмотримъ примѣръ К. А. Поссе, А. Н.

Коркина и Д. К. Бобылева. Предположимъ, что требуется

найти дробное рѣшеніе уравненія:

. х1х.-н-1)”?13--хох-t-1)"Зх3-t-19х1--172 -1-5)у

(а)

—49-t-9х— х?).

Представимъ это уравненіе такъ:

21. . т. У, 5

99959994-на-ге-ла-зе-зе-за

—49-t-9х— х").

Далѣе приведемъ это уравненіе къ канонической формѣ,

IIОДАТАЯ:

х1х -н-1)?у— г. (b)

Получимъ:

з-1 I

999499-4-4-зе-зе-за-ча-ть–но «

Это уравненіенеимѣетъ цѣлаго рѣшенія, и потому остает

ся искать дробное рѣшеніе его. Для уравненія (с) имѣемъ:

О,— Р,—ха-н-1)?, О, ——429-н-321—62-1-3,

р— х1х -t-1), 10— 1, д, —(х-н-1)“,

а, в—429-н-3х1—6х-1-3—(т.—1)(х--1)“.

Полиномы а, и р будутъ имѣть общаго дѣлителя только

при т а 4. Полиномы S, —р".а, и 8 —р”г"а, при та1

будутъ имѣть общаго дѣлителя х1х.-н-1)“; слѣдовательно

искомоедробноерѣшеніе, если оно существуетъ, можнопред

ставить подъ формой:

31

**дугу

гдѣ В есть цѣлое рѣшеніе уравненія
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49

«--135—44-4-165--4ч--про-за-а.

Это цѣлое рѣшеніе существуетъ и представляется такъ:

64— (2-t-1)113--42). Слѣдовательно дробное рѣшеніе а

представляется по сокращеніи такъ:

3-4—421

«——I—

Затѣмъ получимъ:

3-1- 429

9—35;ста- -

Въ сократимости первоначально полученнаго выраженія

для г сказался недостатокъ изложеннаго порядка вычисленій.

Однако недостатокъ этотъ теперь выразился менѣе рѣзко,

чѣмъ при вычисленіяхъ, приведенныхъ въ письмѣ К. А. Поссе

и основанныхъ на примѣненіи той формы интегрирующаго

множителя, которая разсмотрѣна въ мемуарахъ В. Г. Имше

нецкаго. I

Перейдемъ теперь къ разсмотрѣніюусовершенствованныхъ

формъ, служащихъ для изысканія дробныхъ рѣшеній уравне

нія (1) и устраняющихъ, по возможности, упомянутый сей

часъ недостатокъ.

5 3. Нахожденіе дробныхъ рѣшеній при посредствѣ совмѣст

наго примѣненія свойствъ, вытекающихъ изъ разсмотрѣнія ос

новнаго интегрирующаго множителя и вспомогательныхъ мно

жителей.

Будемъ различать два случая: 1) когда имѣется полное

рѣшеніе уравненія Р,—0 (иначе говоря, когда даны въ яв

ной формѣ всѣ линейные дѣлители полинома р.) и 2) когда

уравненіе Р. —О распадается на неприводимыя уравненія,

полное рѣшеніе которыхъ избѣгается.

Ниже въ обоихъ случаяхъ предполагается, что дробное

рѣшеніе уравненія (1), если таковое рѣшеніе существуетъ,

представлено, между прочимъ, въ формѣ несократимой дро

би, т. е. представлено такъ: "
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X

и — ув

гдѣ Хи К” суть цѣлые полиномы, не имѣющіе общаго дѣли

теля. Эти именно полиномы разумѣются въ послѣдующемъ,

когда рѣчь идетъ о числителѣ Х и знаменателѣ Удробнаго

рѣшенія.

Первый случай.

Имѣемъ:

ра (х-t-а,) (х-н- а,). . . (2-4-а).

Разлагая на множители знаменатель Удробнаго рѣшенія,

а также выдѣляя множителями въчислителѣХ всѣ его дѣли

тели, общіе съ дѣлителями полиномар, представимъ дробное

рѣшеніе такъ:

«———”—- «

?“ 4555554,1575-1579 г. "?"

гдѣ 27 есть цѣлый полиномъ, не имѣющій съ р общихъ, дѣ

лителей. "

Очевидно, если а, съ О, гдѣ s есть одно изъ чиселъ 1,

2,.. ., v, то х-- а, есть дѣлитель знаменателя Е: если же

а, 3 0, то х-t-а, не есть дѣлитель знаменателя Е. Поэтомупри

изысканіи знаменателя Удробнаго рѣшенія достаточно умѣть

опредѣлять только положительныя изъ чиселъ а,, а, . . ., 2.

Но для упрощенія вычисленій важно имѣть свѣдѣнія и объ

отрицательныхъ изъ показателей а,, а, . . ., а, такъ какъ

это ведетъ къ облегченію вычисленія числителя Х. Поэтому

ниже, по возможности, будемъ обращать вниманіеи на отри

цательныя изъ указанныхъ показателей.

Изучая свойства показателей 1,, а,..., а, обозначимъ

одинъ изъ нихъ чрезъ а, а соотвѣтствующій ему дѣлитель

полинома р–чрезъ х-н- а. Затѣмъ представимъ разсматрива

емое дробное рѣшеніе такъ:

. К

Уградуга,

(38)
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гдѣ К и L суть цѣлые полиномы, изъ которыхъ ни одинъ

не дѣлится на 2-н- а.

Далѣе воспользуемся вспомогательнымъ интегрирующимъ

мн0жителемъ В11да:

дань (х-а-а)""".

Уравненіе (6) при этомъ множителѣ представится такъ:

1294 га-а-, (за

Очевидно, Т, при произвольномъ т есть цѣлый полиномъ.

Пусть (х-1-а)? есть общій дѣлитель полиномовъ:

(Д(2-t-а)г", О,, (1, 2-- а),..., С12-1-а)"т""

и пусть число 3 выбрано такъ, что полиномы:

«Да-а-1-2, 2-t--а)-7, Сла-а)"?..., Ода-а?--?

не имѣютъ общаго дѣлителя 2-t-а.

Замѣтимъ теперь же, что

3— п-t-1 50, (40)

такъ какъ въ противномъ случаѣ полиномы (2, 4),..., 42,

имѣли бы общаго дѣлителя (2---447", чтó противорѣ

читъ сдѣланнымъ въ 9 1 ограниченіямъ относительно урав

ненія (2), которое мы считаемъ каноническимъ.

Очевидно, (х-а-а)? есть общій дѣлитель полиномовъ Т.,

Т.,..., Т. Поэтому количества С., опредѣляемыя равенстваI.

МИ вида:

Т., на (х--а)?!”, (i —О,1,..., п), (41)

суть цѣлые полиномы.
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Полиномъ Г, заслуживающій особеннаго вниманія, пред

СТАВДЯ6ТОЯ "Такъ:

4--52-54-16. «-то...»-«ге, «а

Ка-С

Полиномъ этотъ при произвольномъ т не дѣлится на 2-й-а.

Уравненіе (39) представляется такъ:

рѣ

519—1III. ..... 199—15" В7,

у. 4-141 1-344. и... г-.

4.О

Внеся сюда вмѣсто удробное рѣшеніе(38) и притомъ полагая:

Т- (2--а)"у, (431

гдѣ г есть цѣлый полиномъ, не дѣлящійся на 2-t-а, будемъ

имѣть:

g»-I-г-г-43]

XI—4—5--44—«да--«

заго

—1-Н- а

Выполняя здѣсь дифференцированія по формулѣ Лейбница,

потомъ умножая результатъ на

лу-ча. „ду-444—4,

получимъ:

ти-1

1.-30-1-4-4 т—»-а-а-а! ка

40

-- т.(2-й)-г.1"""". (2-- а)"""—4—1"”, (44)

гдѣ г есть цѣлый полиномъ.

Разсмотримъ тотъ основной случай, когда показатель

п-t-а—3—1-t-а при х-н-а во второй части равенства

(44) положительный, т. е. когда
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а Са- т", (45)

гдѣ

27 — 1--3— п—в. (46)

Неравенство (40) показываетъ, что

а? 30. (47)

Слѣдовательно неравенство (45) обнимаетъ всѣ положитель

ныя значенія я и даже можетъ иногда (при 52 со обви

мать отчасти отрицательныя значенія а. Поэтому разсматри

ваемый случай, характеризуемый неравенствомъ (45), обни

маетъ всѣ дѣлители вида 2-t-а, принадлежащіе знаменателю

Тдробнаго рѣшенія, и отчасти можетъ обнимать дѣлители

вида 29-н- а, не принадлежащіе знаменателю Е

Въ разсматриваемомъ случаѣ (т. е. при а 2- 4) равенство

(44) представляется такъ:

пи-1

14-39-----------------«) ки:
4—О

(18)

— К. (х -н- а) ,

гдѣ Е есть цѣлый полиномъ. Полагая здѣсь

т—п-t-2—В— 1, (49)

получимъ:

С.К.Г"—Е.(х-t- а). , (50)

Такъ какъ К и Б не дѣлятся на х---а, то равенство (50)

показываетъ, что при разсматриваемомъ значеніи т поли

номъ С, долженъ дѣлиться на х-и-а. Вмѣстѣ съ тѣмъ въ

силу неравенства (45) разсматриваемое значеніе т, опредѣ

ляемое равенствомъ (49), должно удовлетворять условію:

т 2-—е. (51)

Такимъ образомъ всѣ дробныя рѣшенія, для которыхъ

имѣетъ силу равенство (45), характеризуются тѣмъ необхо
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димымъ условіемъ, что каждому изъ нихъ соотвѣтствуетъ

«цѣлое и неменьшее 1—2 значеніе т, при которомъ полиномъ

О, дѣлится на 2--а. Это значеніе т связано съ соотвѣт

ствующимъ значеніемъ а, посредствомъ равенства (49).

Дробныярѣшенія, для которыхъ неравенство (45) не имѣетъ

силы и слѣдовательно имѣетъ силу неравенство:

а 5 47, (52)

не подчиняются указанному выше необходимомуусловію, такъ

какъ для нихъ равенство (44) не можетъ быть представлено

въ формѣ (48). Эти дробныя рѣшенія характеризуются дру

гимъ менѣе полнымъ, но необходимымъ идля изысканія дроб

ныхъ рѣшеній достаточнымъ условіемъ: дѣлитель х-н-а по

лшнома р не можетъ принадлежатъ знаменателю Тдробнаго

рѣшенія этого рода [чтó видно изъ сопоставленія неравен

ства (52) съ неравенствомъ (47)].

Обратимъ вниманіе натотъ примѣчательный случай, когда

Т—О, т. е. когда уравненіе (1) не имѣетъ второй части.

Въ этомъ случаѣ равенство (44) всегда представляется подъ

формой (48) [такъ какъ въ этомъ случаѣ можно поло

жить: в а— о, такъ что условіе (45) выполняется само со

бою). Слѣдовательно показатель а въразсматриваемомъ случаѣ

всегда характеризуется тѣмъусловіемъ, что при та т -н- а—

В—1 полиномъ Г, дѣлится на 2-t-а. Это замѣчаніе отно

сится не только къ дробнымъ, но и къ цѣлымъ рѣшеніямъ

уравненія безъ второйчасти, такъ какъ въэтомъ случаѣ пред

шествующіе выводы, относящіеся къ формѣ (37), имѣютъ пол

ную силу безразлично для цѣлыхъ и дробныхъ рѣшеній.

Такимъ образомъ свойства показателей 2,, а,..., а, для

всѣхъ раціональныхъ рѣшеній уравненія безъ второй части

(т. е. при Тнн. О) характеризуются съ особенною полнотою.

Отсюда слѣдуетъ, что изысканіе дробныхъ рѣшеній линей

наго уравненія безъ второй части представляетъ бóльшую

простоту (какъ и слѣдовало ожидать).

Замѣтимъ между прочимъ, что отсуствіе какихъ бы то ни

было цѣлыхъ значеній т, при которыхъ полиномъ С, дѣлится
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на х -н- а, есть рѣшительный признакъ несуществованія цѣ

лыхъ и дробныхъ рѣшеній уравненія безъ второй части;между

тѣмъ для уравненій со второю частью этотъпростой признакъ

не дѣйствителенъ.

Указанною простотою, свойственною уравненію безъ второй

части, мы, по возможности, должны пользоваться даже при

рѣшеніи уравненій со второю частью. Такъ, если уравненіе (1)

со второю частью имѣетъ нѣсколько раціональныхъ рѣшеній,

то достаточно отыскать непосредственно изъ этого уравненія

только одно раціональное рѣшеніе (если можнодаже цѣлое),

которое обозначимъ чрезъ у,; затѣмъ остальныя дробныя рѣ

шенія уравненія (1) найдутся при посредствѣ уравненія безъ

второй части, получаемаго послѣ извѣстнаго преобразованія:

уза у, —н- г.

Переходимъ опять къ разсмотрѣнію общаго случая, не

различая того, имѣетъ ли уравненіе (1) вторую часть или

нѣтъ.

Изложенныя выше необходимыя условія, характеризующія

показатель а, распространяются на всѣ дѣлители х -н- а,,

х---а,,..., 2-t-а, полинома р и на соотвѣтствующія имъ

П0К13ател1 2,, а,- . ., 3, .

При этомъ распространеніи приходится имѣть дѣло съ у

полиномами С., соотвѣтствующими различнымъ значеніямъ

дѣлителя х-- а полинома р. Чтобы свести разсмотрѣніе

этихъ у полиномовъ къ разсмотрѣнію только одного основнаго

полинома о., опредѣляемаго равенствомъ (22), разсмотримъ

связь между полиномами а, и С.

Замѣтивъ, что

99шЕ

dr”а: -н- а
-н-р. (х.-н- а),

гдѣ ф есть цѣлый полиномъ, затѣмъ внеся это выраженіе

"? - ------ -- -----------------------------

5. » «т» «т» т. да и тѣ тѣ что

равенство (42), находимъ:

О.а.– Н. С„н-(х-а-а). С, (53)
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гдѣ О, Н и О” суть цѣлые полиномы, изъ которыхъ первый

и второй выражаются такъ:

„L. Р. . п. „1 19.У""

«--5355 «. н-145)?

Такъ какъ полиномы G и Н не могутъ дѣлиться на х-а,

то связь между полиномами д. и С., выражаемая равен

ствомъ (53), показываетъ, что значенія т, при которыхъ по

линомъ Г, дѣлится на 2-t-а, вполнѣ совпадаютъ съ значеніями

т., при которыхъ полиномъ а, дѣлится на дѣлитель х--а

полинома р.

Такимъ образомъ всѣ значенія т, которыя играютъ роль

въ указанныхъ выше необходимыхъ условіяхъ, характеризую

щихъ показатели а,, а,..., а, могутъ быть найдены при по

мощи полинома о., при чемъ эти значенія т приходится

распредѣлять въ группы, смотря по тому, какой изъ линей

ныхъ дѣлителей полинома р при данномъ т. дѣлается дѣли

телемъ полинома ф.

Теперь, исходя изъ указанныхъ выше необходимыхъ усло

вій, характеризующихъ показатели а,, а, . . ., а, дробнаго

рѣшенія (37), будемъ разсматривать болѣе простыя формы

для изысканія дробныхъ рѣшеній уравненія (1).

При упрощеніи формъ дробныхъ рѣшеній полезно имѣть

въ виду слѣдующіе вытекающіе изъ предыдущаго замѣчанія,

Пусть существуетъ дробное рѣшеніе, представляющееся

въ формѣ:

3 4

«— Есть, ея

гдѣ г есть цѣлый полиномъ и О” есть произведеніе степеней

линейныхъ дѣлителей полинома

р

2 —1— О
у за

Если ос-ха-1-t-3—п-t и притомъ показатель о несо

впадаетъ съ какимъ либо изъ значеній а, удовлетворяющихъ
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вышеуказанному необходимому условію (т. е. поливомъ г. при

т а п—о—В—1

49 лѣчится на 2-а), то я непремѣнно дѣлится на 2.15. 4

999999449 разъ и дробное рѣшеніе (54) представляемая за

болѣе простой формѣ:

3,

(4-я)? ту”

9994 часть цѣлый полиномъ, А за «о и притомъ показатель

49бирается, какъ ближайшее къ о значеніе а, большее ;

9 199949творяющее вышеуказанному необходимому условію,

9999999 которому полиномъ апритчина-2—1 дѣлится

99 41-45. При отсутствіи же таковыхъ значеній а показатель

4 выбирается такъ: Ан- 5?. "

9999414ва такимъ образомъ число А, нужно найти: 1)

999499ня неменьшія 1—я и небольшія ин-ь-в-1 зна

*9999 4, при которыхъ полиномъ въ дѣлится на 2-й, и

9) 499ченія я, которыя соотвѣтствуютъ этимъ значеніямъ и

9 Ч9994944ются при помощи равенства (49). Къ этимъ зна

9949мѣ 4 нужно присоединить значеніе

у — —-I-5, (55)

а за «Ча 1-н-3—п—е.

9999 4 есть наибольшее изъ указанныхъ значенія к.,

99994гемся этими замѣчаніями, примѣнивъ ихъ къ формѣ

(33), равносильной формѣ (зз).

Знаменатель

другу--

Ф999 (53) есть произведеніе множителей вида: (4-я)“, гдѣ

о —т"— п-t- 3-1-1. (56)

99944 ч въ свойствъ числа и легко усмотрѣть, что ука

99999 Р944 -прощеніе примѣняется къ формѣ (32) для каж

99999 ччая линейныхъ дѣлителей помому, на которые

999999499 с. при та- т" не дѣлится нацѣлю.

999999ніе это оказывается вообще болѣе значительнымъ,

9999 39, которое форму (32) превратило въ равносильную

ей форму (33).

Т. ХVІП. Вып. р. 94
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рѣшеній уррвненія (60), можетъ принимать всѣ цѣлыя зна

ченія т (безъ ограниченія низшимъ предѣломъ п—41), при

которыхъ полиномы а, и р имѣютъ общихъ дѣлителей

Примѣръ. Разсмотримъ опять примѣръ К. А. Поссе,

А. Н. Коркина и Д. К. Бобылева. Въ этомъ примѣрѣ данное

уравненіе, по приведеніи къ канонической формѣ, представ

ДЯ6ТОЯ Такъ:

4945 . 5 ....

45---«нг.

гдѣ

(ахtх--1)”, (Да-—4х29-н-3х1—6х-н-3, Ива-4(9-t-92—2),

раха-н-1), а, —0, а, —1, 104–136, в9,—(т.—1) (хУ-t-1)

Опредѣляя показатели А, и А, находимъ:

а,— О, 2,440, а,–0 и 4, А,— 4;

а,–0, 3,440, а,–0, А.—0.

Слѣдовательно искомое дробное рѣшеніедолжно представ

ляться подъ формой:

у

С

Т(2--а,,)АГ(247а, 14

р

— Т

?”122277,ст.747";т

гдѣ Е есть цѣлый полиномъ. Найдя В, получимъ:

I 3-4-42

44—4

Результатъ этотъ прямо получился въ формѣ несократимой

дроби, въ чемъ выразились преимущества этого способа вы

численій сравнительно съ вычисленіями, указанными въ 5 2,

Второй случай.

Перейдемъ теперь къ разсмотрѣнію втораго случая, когда

уравненіе Р.-0 распадается на неприводимыя уравненія:

Пусть эти неприводимыя уравненія будутъ:
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Ев- О,Е- О,..., Ель. О, (61)

при чемъ будемъ имѣть:

р- г. к.... л. (ва

Неприводимость здѣсь понимается въ извѣстномъ алгебра

ическомъ смыслѣ, съ тѣмъ обобщеніемъ, которое состоитъ

въ присоединеніи къ раціональнымъ количествамъ опредѣ

ленныхъ группъ ирраціональныхъ количествъ. Таковыми при

соединенными количествами въ данномъ случаѣ считаются

(если существуютъ) ирраціональныя количества, входящія въ

коэффиціенты полиномовъ Р.,Р, . . ., Р. и Т. Послѣдующія

доказательства находятся въ связи съ извѣстными основными

свойствами неприводимыхъ полиномовъ, которыя ради крат

кости подробно не упоминаются.

Пріемами, аналогичными тѣмъ, которые изложены въ концѣ

5 1 (въ примѣч. П), можно доказать, что всякій неприводи

мый дѣлитель знаменателя Гдробнаго рѣшенія, если таковое

существуетъ, есть дѣлитель полинома р.

Разлагая на неприводимые множителизнаменатель Удроб

наго рѣшенія уравненія (1), а также выдѣляя множителями

въ числителѣ Х всѣ его неприводимые дѣлители, общіе съ

дѣлителями полинома р, представимъ дробное рѣшеніе такъ:

«------------

49— дуракту.»

гдѣ 27 есть цѣлый полиномъ, не имѣющій съ р общихъ дѣ

литедей.

Изъ показателей а,, а, . . ., а, по крайнеймѣрѣ одинъ дол

женъ быть положительнымъ, такъ какъ въ противномъ слу

чаѣ рѣшеніе (63) было бы цѣлымъ.

Изучая свойства чиселъ а,, а, ..., а, обозначимъ одно

изъ нихъ черезъ д., а соотвѣтствующій ему неприводимый

дѣлитель полинома р.—чрезъ Е. Затѣмъ представимъ раз

сматриваемое дробное рѣшеніе такъ:

III

55, 49
у—

(63)
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гдѣ К и Б суть цѣлые полиномы, изъ которыхъ ни одинъ

не дѣлится на Е

Далѣе воспользуемся вспомогательнымъ интегрирующимъ

множителемъ вида:

4 — Р-". (65)

Дальнѣйшія выкладки, соотвѣтствующія этому множителю,

аналогичны выкладкамъ, разсмотрѣннымъ выше при разборѣ

перваго случая. Поэтому позволимъ себѣ излагать послѣдую

щее, лишь формулируя главные результаты.

Пусть Е6 есть общій дѣлитель полиномовъ

(1Ег", (1, О. Е. ..., 4). Е"г", (66)

выбранный такъ, что полиномы

(14-9—4, фунта, фунт-5, . . .., 4). н"—г?

не имѣютъ общаго дѣлителя К

Число 3 должно удовлетворять неравенству;

3—п -н- 1 3 0, (67)

вытекающему изъ того обстоятельства, что полиномы (1,

О, ..., О, не имѣютъ общаго дѣлителя, такъ какъ уравне

ніе (2) мы считаемъ каноническимъ.

Далѣе, переходя отъ общихъ выраженій функцій 5, къ част

нымъ выраженіямъ ихъ, соотвѣтствующимъ множителю (65),

будемъ имѣть:

8; - Р"—91, и 1, 4-- К92,

гдѣ Г, суть цѣлые полиномы. Полиномъ С., требующій осо

баго вниманія, представляется такъ:

- - - ----

1 Кт . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.— 5- У” (—1)"тіп—1). . . (m-1) О.... Р"—9-1-4175

5-III-чтчт.-ю. «-то,-„иг-г-45

Како

-н- Е. р, (68)

гдѣ в есть цѣлый полиномъ. Очевидно, при произвольномъ

ти полиномъ Г, не можетъ дѣлиться на Е
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Положивъ:

174. Р". 6, (69)

гдѣ г есть цѣлый полиномъ, не дѣлящійся на Е, уравненіе

(1) можемъ представить такъ:

14

4"—9 (179—193; 5) „ . .

у? Ели-.--

де-С)

Внеся сюда выраженіе у, опредѣляемое равенствомъ (64),

затѣмъ примѣнивъ формулу Лейбница и умноживъ резуль

тятъ на Л?“ 149-959—9", получимъ:

п—1 .

1.-30-1-4-4. «-------«ЕТ1ки:

- -.н- е.лг. г. 19-4-49, то

гдѣ г есть цѣлый полиномъ.

Разсмотримъ тотъ основной случай, когда показатель

п-t-2— 3—1-н- 1 при Е” во второй части равенства (70)

положительный, т. е. когда

а 2- З-н-1—п— в. (71)

Неравенство (67) показываетъ, что

3-t-1—п.—в 18. О. (72)

Слѣдовательно неравенство (71) обнимаетъ всѣ положи

тельныя значенія 2.

Если неравенство (11) имѣетъ силу, то равенство (то "

получаетъ видъ:

п-1

- ... Ул. 5 . . . . . . . . . . . 149""""! - -

15.-Усть---е. т.-------4497]ки

іе:О

— К. К. (73)
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гдѣ Е есть цѣлый полиномъ. При

т н т — 1—3— 1 (14

получимъ:

С.К1"— К.Е, (75)

т. е. при указанномъ значеніи т полиномъ Г, долженъ дѣ

литься на Е. Вмѣстѣ съ тѣмъ это значеніе т; въ силу не

равенства (71) должно удовлетворять условію:

т. 2-— в. (76)

Такимъ образомъ всѣ дробныя рѣшенія, для которыхъ

имѣетъ силу неравенство (71), характеризуются тѣмъ не

обходимымъ условіемъ, что каждому изъ нихъ соотвѣтствуетъ

цѣлое и неменьшее 1— 2 значеніе т, при которомъ полиномъ

О, дѣлится на Е. Это значеніе т связано съ соотвѣтствую

щимъ значеніемъ а, посредствомъ равенства (74).

Дробныя рѣшенія, для которыхъ неравенство (71) не имѣ

етъ силы, не подчиняются указанному сейчасъ необходимому

условію. Но для нихъ, очевидно, имѣетъ силу неравенство

а 40, т. е. дѣлитель Е" не принадлежитъ знаменателю Г

дробнаго рѣшенія этого рода.

При Т—О, т. е. для уравненія безъ второй части огра

ниченія, представляемыя неравенствами (71) и (76), устра

няются, такъ какъ они выполняются сами собою въ силу

того, что можно положить: е —-н- охо. Такимъ образомъ изы

сканіе дробныхъ (а равно и цѣлыхъ)рѣшеній уравненія безъ

второй части представляетъ бóльшую простоту сравнительно

съ уравненіями, имѣющими вторую часть.

Изложенныя выше необходимыя условія, характеризующія

показатель а, распространяются на всѣ неприводимые дѣли

тели Е, Е,..., Е, полинома р и на соотвѣтствующіе пока

затели а,, а, . . ., а. При этомъ распространеніи приходится

имѣть дѣло съ у полиномами С., соотвѣтствующими различ

нымъзначеніямъ неприводимаго дѣлителяЕ"полинома р. Чтобы

свести разсмотрѣніе этихъ у полиномовъ къ разсмотрѣнію

одного только основнаго полинома о., опредѣляемаго равен
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ствомъ (22), разсмотримъ связь между полиномами а, и С.

Замѣтивъ, что

dр.I раll’
44-4; 14---н— о. Е"

555;-1-9-41

гдѣ ф есть цѣлый полиномъ, затѣмъ внеся это выраженіе

"? --------------------- «----------------

55 то тотчасъ таетъ сего и тѣ тѣ что

равенство (68), находимъ:

О.6.-Н. С.-н- Е. П. (77)

гдѣ О, Н и О” суть цѣлые полиномы, изъ которыхъ первый

и второй выражаются такъ:

.. Р... т. 111Т

— Да я- III”

Такъ какъ полиномы G и Н не могутъ дѣлиться на Е, то

связь между полиномами а, и Г., выражаемая равенствомъ

(77), показываетъ, что значенія т, при которыхъ полиномъ Г,

дѣлится на Е, вполнѣ совпадаютъ съ значеніями т, при ко

торыхъ полиномъ т., дѣлится на дѣлитель Е" полинома р.

Такимъ образомъ всѣ значенія т, которыя играютъ роль

въ указанныхъ выше необходимыхъ условіяхъ, характеризую

щихъ числа а,, а, . ., а, могутъ быть находимы при по

мощи одного только полинома о., при чемъ эти значенія т

приходится распредѣлять въ группы, смотря по тому, какой

изъ неприводимыхъ дѣлителей полинома р при данномъ т

дѣлается дѣлителемъ полинома д.

Теперь, исходя изъ указанныхъ выше необходимыхъусло

вій, характеризующихъ показатели а,, а, . . ., а, дробнаго

рѣшенія (63), составимъ простѣйшую форму, подъ которой

изыскиваются дробныя рѣшенія, принадлежащія къ группѣ

[т"I, т. е. способныя представляться подъ формой (33). По

рядокъ составленія этой простѣйшей формы опредѣляется

слѣдующимъ правиломъ.

Пра в и л о. Представимъ общій наибольшій дѣлитель П

71ОДИДОЛОВа.
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Орг", О;, Ор,..., О, р"г"

пры на В9 г. 39... ну?

Далѣе представимъ полиномъ Т въ слѣдующихъ формахъ;

И на Л. 14, 5- К9.», — ... — Рту,

гдѣ и,, и, . . .., и, сутъ цѣлые полиномы, выбранные такъ, что

и, не дѣлится на Е" (i— 1, 2,. . ., v.). Затѣмъ, разумѣя подъ

i каждое изъ чиселъ: 1, 2, „.., у, найдемъ (если возможно): 1) всѣ

цѣлыя неменьшія 1–е, и небольшія т” значенія тѣ, при кото

рыхъ полиномъ а, дѣлится на В, и 2) значенія а, которыя со

отвѣтствуютъ этимъ значеніямъ т и опредѣляются при по

мощи равенствъ вида:

171(1127):

т — п-t-а,—З,—1.

Къ этимъ значеніямъ а, присоединимъ еще значеніе:

а,— 1—-3,—п —з,

и затѣмъ возьмемъ наибольшее изъ всѣхъ указанныхъ значеній

а, которое обозначимъ чрезъ А. Всѣ дробныя рѣшенія, принад

лежащія къ группѣ [то], могутъбыть изыскиваемы подъ формой:

у
дь

я —разгра- 19

тдѣ 2 есть цѣлый полиномъ.

Если числу т припишемъ наибольшеезначеніе М, то фор

ма (78) перейдетъ въ форму, равносильную общей формѣ (35).

При Та. О изложенное правило извѣстнымъ образомъ

упрощается и распространяется на всѣ вообще раціональныя

рѣшенія уравненія (60).

5 4. 3а к л ю ч е н і е.

Пріемы нахожденія дробныхъ рѣшеній уравненія (1), ука

занные въ 5 2, совпадаютъ съ пріемами В. Г. Имшенецкаго

И ЛИшь пополнены доказательствами ихъ основъ.

Пріемы эти, сразу охватывающіе всю сущность вопроса,

затѣмъ требуютъ нѣкотораго упрощенія основныхъ формъ,
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подъ которыми изыскиваются дробныя рѣшенія. Этоупроще

ніе, изложенное въ 5 3, достигается присоединеніемъ къ вы

численіямъ В. Г. Имшенецкаго особой группировки разсма

триваемыхъ имъ значеній т, при которыхъ полиномы а, и

р имѣютъ общихъ дѣлителей, каковая группировка вполнѣ

достаточна для выбора наиболѣеудобныхъ формъ, служащихъ

для изысканія дробныхъ рѣшеній уравненія (1).

Надо сказать, что указанная группировка устанавливается,

исходя изъ тѣхъ же основныхъ идей, которыми пользовался

В. Г. Имшенецкій, т. е. изъ примѣненія формы (2) линей

наго уравненія и изъ преобразованія ея при посредствѣ

надлежащимъ образомъ выбранныхъ вспомогательныхъ инте

грирующихъ множителей. Такимъ образомъ указанное въ 5 3

дальнѣйшее усовершенствованіе способа В. Г. Имшенецкаго

уже заключалось въ его основныхъ идеяхъ, изъ которыхъ

В. Г. Имшенецкій лишь не успѣлъ извлечь всѣхъ выгодъ.

При указанномъ развитіи способа В.Г. Имшенецкаго спо

собъ Лiувилля долженъ безусловно уступить мѣсто способу

В. Г. Имшенецкаго, оставаясь лишь достояніемъ исторіи,

свидѣтельствующей, что честь почина въ общемъ разсмотрѣ

ніи вопроса объ отысканіи дробныхъ рѣшеній уравненія (1)

принадлежитъ Ліувиллю.

Недостатки способа Лiувилля, указанные еще Пуассономъ

въ докладѣ о мемуарахъ Лiувилля, представленномъ Париж

ской академіи наукъ, состоятъ въ необходимости разсматри

вать множество мелочныхъ случаевъ при отсутствіи идеи,

связующей-всѣ эти случаи "). "

*) Выше (въ концѣ 5 2) написаны равенства (36), (36") и (36""),

относящіяся къ п случаямъ. Если эти случаи еще подраздѣлить на

болѣе мелкіе случаи, соотвѣтствующіе болѣе подробному различенію

того, съ какимъ именно показателемъ каждый линейный дѣлитель по

линома р входитъ множителемъ въ выраженіе П), то тогда получится

вся масса случаевъ Лiувилля.

Въ сущности Лiувилль для уравненія порядка п ограничивает

ся разборомъ только немногихъ произвольно выхваченныхъ слу

чаевъ; все остальное онъ предоставляетъ догадливости читателя. Та

кимъ образомъ со стороны изложенія мемуары Лiувилля, оставляющіе



— 382—

Способъ В. Г. Имшенецкаго, не утрачивая ни одного изъ

достоинствъ способа Лiувилля, устраняетъ вполнѣ указанные

выше недостатки. Въ самомъ дѣлѣ все то разнообразіе

мелочныхъ случаевъ, въ которомъ вынужденъ разбираться

вычисляющій по способу Лiувилля, сводится въ способѣ В.

Г. Имшенецкаго, такъ сказать, къ единственному случаю,

иначе говоря, къ одному и тому же правилу, всегда приво

дящему вычисленія къ однообразному процессу.

Запутанность способа Лiувилля не позволила ему для урав

неній выше перваго порядка указать практически осуществи

мый порядокъ нахожденія дробныхъ рѣшеній уравненія (1)

безъ посредства полнаго рѣшенія уравненія Р,—О. Для

уравненій выше перваго порядка Лiувилль ограничился лишь

краткимъ упоминаніемъ о возможности обойти полное рѣше

ніе уравненія Р,—О, подкрѣпивъэто указаніе простою ссыл

кою на теорію симметрическихъ функцій. Между тѣмъ спо

собъ В. Г. Имшенецкаго таковъ, что онъ почти съ одинако

вою легкостью примѣняется какъ въ томъ случаѣ, когда

имѣется полное рѣшеніе уравненія Р,—О, такъ и въ томъ

случаѣ, когда представляется болѣе удобнымъ выполнять вы

численія безъ помощи полнаго рѣшенія этого уравненія.

Функціи 84, 8,...„8, и о., въ которыхъ сосредоточено все

необходимое для того, чтобы характеризовать дробныя рѣ

шенія уравненія (1), я предлагаю называть функціями Имше

нецкаго въ честь имени математика, который впервые обна

ружилъпримѣчательныя свойства этихъ функцій, положенныя

въ основу наилучшаго способа для нахожденія: дробныхъ

рѣшеній уравненія (1).

22 іюля

1893 года.

читателю много сомнѣній, не свободны отъ важнаго недостатка. Это

изложеніе выполнено безупречно лишь по отношенію къ уравненіямъ

перваго и втораго порядка, для которыхъ легче исчерпывается разно

образіе случаевъ, подавляющее читателя мемуаровъ Лiувилля при раз

борѣ общаго случая.



извлВчнІЕ И3Ъ ПР0Т0К0Л0ВЪ ЗАСѢДАНІЙ

уосковскАГО МАТЕМАТИЧЕСКАГО ОВПЕСТВА.

Засѣданіе 16 февраля 1893 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаевъ, П. А. Некрасовъ, Н. Е.

Жуковскій, А. Г. Круковскій, А. П. Мининъ, П. В. Преображенскій, Г. Г.

Аптельротъ, Б. К. Ллодзѣевскій. ,

Н. В. Бупаевъ заявилъ, что А. А. Марковымъ прислано письмо, каса

ющееся заявленій проф. Маркова относительно статьи Г. Г. Аппель

рота; „По поводу 9 1 мемуара С. В. Ковалевской“. Самое письмо

Президентъ, согласно опредѣленію бюро Общества, не считаетъ воз

можнымъ доложить въ засѣданіи Общества.

Затѣмъ Н. В. Бугаевъ заявилъ, что къ своему письмуА.А.Марковъ

приложилъ для храненія въ дѣлахъ Математическаго Общества письмо,

полученное имъ отъ Н. В. Бугаева. Хотя Н. В. Бугаевъ и придаетъ

своему письму частный, а не общественный характеръ, но такъ какъ

оно не содержитъ въ себѣ ничего такого, что не могло бы быть

предметомъ сужденія въ Обществѣ, то онъ съ своей стороны, ничего

не имѣетъ противъ храненія письма его къ А. А. Маркову при дѣлахъ

Математическаго Общества. Опредѣлено: письмо Н. В. Бугаева, прислан

ное А. А. Марковымъ, хранить при дѣлахъ Общества.

Были сдѣланы сообщенія:

1. Б. К. Модзѣевскій. Демонстрація геометрическихъ моделей, прі

обрѣтенныхъ Кабинетомъ Практической Механики Московскаго Уни

верситета.

2. Г. Г. Аптельротъ. По поводу 5 2 мемуара С. В. Ковалевской о

движеніи твердаго тѣла.

3. А. П. Мининъ. О числахъ, дѣлящихся на число своихъ дѣлителей,

4. Н. Е. Жуковскій. О гироскопическомъ шарѣ Д. К. Бобылева.

5. Б. К. Млодзѣевскій. Къ задачѣ Гесса.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Кіевскія Университетскія Извѣстія, Лё 11. 1892 г.
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2. Г. М. Шиховскій. Къ вопросу о нѣкоторыхъ патогеншыхъ микро

организмахъ.

3. В. Татариновъ. О свойствахъ эѳпра. 1885.

4. П. А. Некрасовъ и Н. Е. Жуковскій. О движеніи твердаго тѣла

около неподвижной точки. .

5. Вulletin de lа Socіété mathématique de Еrance. Тоme ХХ. № 7.

Засѣданіе 16 марта 1893 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Б. К. Млодзѣевскій, П. В. Преображен

скій, Г. Г. Аптельротъ, В. Г. Алексѣевъ, А. Г. Круковскій.

Были сдѣланы сообщенія:

1. Б. К. Модзѣевскій.Онормальной формѣРимановыхъ поверхностей.

2. Г. Г. Аптельротъ. По поводу 5 2 мемуара С. В. Ковалевской о

движеніи твердаго тѣла (второе сообщеніе).

Обществу доставлены слѣдующія изданія.

1. Протоколы и рѣчи общихъ собраній четвертаго съѣзда русскихъ

естествоиспытателей и врачей.

2. Труды съѣзда по отдѣленію статистико-гигіеническому секціи

научной медицины.

3. Труды съѣзда по отдѣленію медицинскому секціи научной медицины.

4. Труды съѣзда по отдѣленіямъ химіи, минералогіи, геологіи и

палеонтологіи.

5. Труды съѣзда по отдѣленіямъ ботаники, анатоміи п физіологіи

растеній.

6. Кіевскія Университетскія Извѣстія. 1892 г., № 12, 1893 г. Л! 1.

7. Извѣстія С.-Петербургскаго Практическаго Технологическаго Ин

ститута 1891—1892 г. С.-Петербургъ. 1892,

8. Записки Новороссійскаго Общества Естествоиспытателей. Томъ

ХV11, вып. 2. Одесса. 1892. . ”

9. Алексѣевъ. Теорія числовыхъ характеристикъ системъ кривыхъ

диній. Москва, 1893,

10. Нижегородскій кружокъ любителейФизики и Астрономіи. Москва.

189з г.,

11. Саsоріs рrо рestovani matematikу a fisikу. Коcinik ХХП, cislо 1,

П, V. Ргахe. 1893.

12. Вulletin de la Socіété lmрériale des Naturalistes de Мoscou 1892.

№ З. Моsсоu. 1893,

13. Вulletin de la Socіété mathématique de Еrance. Тоme ХХ, № 8.

Тome ХХ1, ЛЛ: 1, 2.

14. Мathematische Аnnalen. Вd. 42, 1 Нeft. 1893.

15. Лournal fur die reine uud angevandte Мathematik. Вd. 110. Нet.

2, 1892,
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16. Лabrbuch iiber dіе Еortschritte der Мathematik. Вand ХХII,

Лahrgang. 1890. Нeft 1. Вerlin. 1893.

Засѣданіе 20 апрѣля 1893 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаевъ, П. А. Некрасовъ, Л. Е.

Жуковскій, Е. Ѳ. Сабининъ, В. В. Бобынинъ, А. Г. Круковскій,А. И.Ли

нинъ, Г. Г. Аптельротъ, Б. К. Млодзѣевскій

Н. В. Бупаевъ заявилъ, что имъ получены отъ Ю. В. Сохоцкаго и

Б. Я. Букрѣева письма съ выраженіемъ благодарности за избраніе въ

члены Общества.

Б. К. Модзѣевскій доложилъ слѣдующее письмо, подписанное членами

Общества, А. Н. Коркинымъ, Д. К. Бобылевымъ и К. А. Поссе:

„Милостивый Государь, Болеславъ Корнельевичъ! Въ полученныхъ

„нами протоколахъзасѣданійМатематическагоОбщества,приложенныхъ

„къ 4-му выпуску ХVП тома Математическаго Сборника, мы къ удив

„ленію нашему прочитали, что въ засѣданіи19мая 1892 года покойный

„В. Г. Имшенецкій въ сообщеніи по поводу письма одного изъ насъ

„къ профессору П. А. Некрасову „разъяснилъ, что возраженія К. А.

„Поссе противъ статьи Имшенецкаго основаны на недоразумѣніи про

„фессора Поссе“. Мы недоумѣваемъ, какимъ образомъдокладчикъ могъ

„достигнуть такого результата, стоящаго въ полномъ противорѣчіи съ

„сущностью дѣла. По нашему мнѣнію, въ письмѣ на имя профессора

„П. А. Некрасова, доложенномъ по нашей просьбѣОбществу и прило

„женномъ къ дѣламъ его, никакихъ недоразумѣній съ нашей стороны

„не заключается, а есть подробное разъясненіе вполнѣ справедливыхъ

„замѣчаній, сдѣланныхъ впервые А. А. Марковымъ отомъ, чтоспособъ

„Имшенецкаго для розысканія раціональныхъ рѣшеній линейныхъдиф

„ференціальныхъ уравненій въ нѣкоторыхъ случаяхъ не ведетъ къ

„цѣли. Письмо это не было назначено для печати, чтобы не обострятъ

„дѣла, принявшаго и безъ того нежелательный характеръ, но въ на

„стоящее время, послѣ напечатанія протоколовъ засѣданій Общества,

„мы вынуждены просить о напечатаніи какъ настоящаго нашегозаяв

„ленія, такъ и той части письма на имя проф. П. А. Некрасова, ко

„торая касается способа Имшенецкаго, для того, чтобы читатели Ма

„тематическаго Сборника могли составить себѣ правильное понятіе о

„дѣлѣ, о которомъ протоколъ засѣданія 19 мая 1892 года даетъ не

„ясное представленіе. Примите и проч. А. Коркинъ, Д. Бобылевъ,

„К. Поссе. 30 марта 1893 года“.

Опредѣлено: настоящее письмо внести въ протоколъ, а часть письма

К. А. Поссе отъ 7 апрѣля 1892 года, относящуюся къ способуИмше

нецкаго, напечатать при протоколѣ въ видѣ приложенія. Вмѣстѣ съ

тѣмъ опредѣлено просить П. А. Некрасова возстановить, по возмож
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ности, сущность сообщенія, сдѣланнаго В. Г. Имшенецкимъ въ засѣ

даніи 19 мая 1892 года, для напечатанія въ видѣ втораго приложенія,

вслѣдъ за Означенными П1СЬМами.

Было сдѣлано сообщеніе:

1. П. А. Некрасовъ. Выводъ полныхъ условій существованія асимпто

тическихъ періодическихъ движеній въ задачѣ Гесса, основанный на

принципѣ Б. К. Млодзѣевскаго.

ПРИЛОЖЕНІЯ ВЪ ПРОТОКОЛУ 3АСѢДАНІЯ 20

АПРѢЛЯ 1893 ГОДА.

Г.

Извлеченіе изъ письма проф. К.А.Поссе(отъ него лично иотъ

имени проф. А.Н.Коркинаипроф.Д.К.Бобылева),доложеннаго

Московскому Математическому Обществу въ засѣданіи 2

апрѣля 1892 года.

. . . . Сущность замѣчанія А. А. Маркова, касающагося

статей В. Г. Имшенецкаго о раціональныхъ дробныхъ рѣ

шеніяхъ линейныхъ дифференціальныхъ уравненій, помѣщен

ныхъ въ Запискахъ Имп. Академіи Наукъ за 1887 и 1888

года, сводится къ тому, что желающимъ изучить этотъ пред

метъ лучше знакомиться съ нимъ по мемуаруЛiувилля въ 22

тетрадиЖ. Полит. Школы,чѣмъ по вышеупомянутымъ мемуа

рамъ В. Г. Имшенецкаго. Чтобы оправдать такое мнѣніе,

необходимо войти въ нѣкоторыя подробности.

Въ первомъ изъ упомянутыхъ мемуаровъ В. Г. Имшенец

каго цитируется и мемуаръ Лiувилля, но сказанное на стр.

19 о затрудненіи, будто бы встрѣчающемся въ приложеніи

способа Лiувилля и состоящемъ въ необходимости полнаго

рѣшенія уравненія Р,— О, гдѣ Р, коэффиціентъ при высшей
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производной въ данномъ дифференціальномъуравненіи, даетъ

неточное представленіе о способѣ Лiувилля.

Вамъ, конечно, извѣстно, что Лiувилль самъ, на стр. 175

своего мемуара, особенно подчеркиваетъ то обстоятельство,

что его метода не требуетъ такого рѣшенія уравненія Ра-С,

а затѣмъ подробно излагаетъ, какъ примѣнять его способъ

въ случаѣ уравненія 1-го порядка, не прибѣгая къ рѣшенію

уравненій высшей степени. Допустимъ однако, что несмотря

на отсутствіе упомянутаго затрудненія, способъ Лiувилля, въ

примѣненіи къ уравненіямъ высшаго порядка оказывается

столь сложнымъ, что желателенъ другой, болѣе удобный на

практикѣ. (Не могу при этомъ не замѣтить, что, по моему

мнѣнію, сложность способа Лiувилля относится болѣе къ

изложенію его въ общемъ видѣ, т. е. къ разбору весьма

большаго числа различныхъ случаевъ, чѣмъ къ самому про

цессу его примѣненія).

Способъ В. Г. Имшенецкаго формулируется самимъ авто

ромъ на стр. 2 и 3 второй его статьи слѣдующимъ образомъ:

«Пусть

Ру?9-н-Ру"—9--...--Ру-Т (1)

представляетъ данное дифференціальное уравненіе, съ раціо

нальными цѣлыми коэффиціентами, не имѣющими общаго

наибольшаго дѣлителя, и не допускающее раціональныхъ цѣ

лыхъ рѣшеній. Умножимъ его на интегрирующій множитель

цаР„"—“, предполагая неопредѣленіе значеніе т такимъ,

чтобы т-1 имѣло положительное значеніе, при которомъ

Р”—" остается раціональнымъ. По умноженіи на 1, урав

невіе (1) приводится къ виду:

4754). 4”334)

549-1554---54-г-1 9

гдѣ для многочленовъ 8, мы нашли выраженіе:

т. хуп. выы. п. 35
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«---(""")».14-(""")». 3- .
г-54 — 5 141.-адуту, а у е н- др

51пл„ d'я

(iа О, 1, 2,..., п) *).

«Первое условіе, указанное нами, возможности существова

нія раціональныхъ дробныхъ рѣшнній уравненія(1) состоитъ

въ томъ, чтобы при опредѣленномъ значеніи т., выполняющемъ

высказанныя выше условія, многочлены 3, при 140, 1, 3, . . . и,

имѣли общаго наибольшаго дѣлителя».

Къ этому авторъ добавляетъ, что въ 5 14 первой его

статьи показано, что всегда не трудно или найти требуемое

значеніе т, или убѣдиться въ невозможности такого значе

нія. Второе условіе возможности рѣшенія разсматриваемой

задачи (т. е. разысканія раціональныхъ дробныхъ рѣшеній

уравненія (1) состоитъ въ томъ, что уравненіе, которому

удовлетворяетъ функція заМ.у, гдѣ М есть общійнаиболь

шій дѣлитель функцій 3), должно допускать раціональныя

цѣлыя рѣшенія.

Самый процессъ опредѣленія требуемаго значенія т, ука

занный въ 3 14 первой статьи, состоитъ въ слѣдующемъ:

замѣчая, что полиномы S, при всякомъ т имѣютъ общій

дѣлитель Р."г", разсматриваютъ полиномы:

S. . 8 ..... 3
2

4-55- 4--54--- А-а-а

въ коэффиціенты которыхъ входитъ число т, и стараются

п(п–1)...(п–4-1-1)

1 . 2... а

веденное выраженіе В; содержитъ опечатку, вкравшуюся во второй

мемуаръ В. Г. Имшенецкаго; букву Р въ этомъ выраженіи должно

всюду замѣнить буквою 1). Указаніе на 5 14 есть также опечатка во

второмъ мемуарѣ В. Г. Имшенецкаго; вмѣсто 5 14должно читать 515.

тот (") «т»?9999499994-ы и пе
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его опредѣлить такъ, чтобы полиномы Т, имѣли общаго дѣ

„IIIТелIII.

Не останавливаясь на томъ вопросѣ, насколько такой про

цессъ опредѣленія числа т мотивированъ тѣмъ,что изложено

въ статьѣ В. Г. Имшенецкаго, позволю себѣ только обра

тить ваше вниманіе на то обстоятельство, что во всемъ вы

шесказанномъ опускается тотъ случай, когда полиномы Т,

имѣютъ общаго дѣлителя независимо отъ значенія т, т. е.

при т неопредѣленномъ. Для большей ясности, позвольте

васъ просить разсмотрѣть одинъ изъ безчисленнаго множе

ства примѣровъ, въ которыхъ это обстоятельство встрѣчается.

Возьмемъ уравненіе 1-го порядка;

х” (х-t-1)?у-н-2 (х-н-1)?(329-н-1929-н-172-- 5) уза

(1)

—4(9-t-92— х").

Здѣсь мы имѣемъ:

т.-55-г-г-го дня?-в-«в

—х1х.-н-1)13х1--19х1--172--5–тца-н-1)972--2),

ИДИ

Т,—ха-н-1)!)[3—7тух"-н-(19—16m)х"-н-I(17—11nitz-1-5—2ті

Т. и Т, имѣютъ общаго дѣлителя х1х-t-1)” при произволь

номъ т и ни при какомъ опредѣленномъ значеніи т, удо

влетворяющемъ требуемымъ условіямъ, другаго общагодѣли

. 5

теля не имѣютъ такъ какъ «вченіе мнѣ,

является еще общій дѣлитель х, не удовлетворяетъ условію

раціональности выраженія Р."г".Слѣдовательно, въданномъ

примѣрѣ, число т указаннымъ путемъ неопредѣляется;между

тѣмъ данное уравненіе имѣетъ раціональное рѣшеніе

при которомъ

которое весьма легко найти по способу Лiувилля.



— 390 —

Приводя этотъ примѣръ, я не хочу этимъ сказать, что

способъ В. Г. Имшенецкаго не можетъ быть дополненъ или

нѣсколько видоизмѣненъ такъ, чтобы онъ давалъ возможность

найти всѣ раціональныя дробныя рѣшенія, если таковыя

существуютъ, а только позволяю себѣ обратить ваше внима

ніе на необходимость такихъ дополненій. Въ данномъ при

мѣрѣ (и другихъ, ему аналогичныхъ), я бы могъ указать на

слѣдующее продолженіе разысканія раціональнаго рѣшенія:

замѣтивъ, что полиномы Т. и Т, при всякомъ т. имѣютъ

общаго дѣлителя х1х.-н-1)”, положимъ х1х.-н-1)"указа и, подста

тивъ въ уравненіе (1), получимъ для опредѣленія а уравненіе:

хtх--1)* 2-н-43х1-1-32-t-1)гай!-н-9х–х"); (3)

это уравненіе не имѣетъ, какъ легко видѣть, цѣлаго раціо

нальнаго рѣшенія, но можетъ имѣть дробное, которое и

можно найти по способу В. Г. Имшенецкаго. Здѣсь

Р„чад[1--2)?, Р, —443х"-н-32-t-1),

— 5. —-«

л. 555;-те-т

5 - - - ------ - - - - ---

л.-45--4.—«ла-ла-ла-ла-та-та-та
(1

При та- 4, Т. и Т. имѣютъ общаго дѣлителя х, а S., и 5

слѣдовательно общаго дѣлителя 2К, 122112-I-1)”. Полагая

х"х-t-1)"гази, получаемъ для и уравненіе:

(2--1)"и?—(1329-н-182--9)и-49-t-92—21)х1х.-н-1)",

допускающее цѣлоераціональное рѣшеніе ин-13-н-4х1)02-1-1)",

изъ котораго и находимъ:

3-4-42? 3-н-421

«-—5- ч иназ

Нельзя однако не замѣтить, что результатъ этотъ гораздо
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проще получается по способу Лiувилля, который прямодаетъ

знаменателя искомаго рѣшенія въ видѣ х1х.-н-1)".

Изъ того, что я имѣлъ честь вамъ изложить, мнѣ кажется,

вы можете ясно видѣть, почему мы отдаемъ предпочтеніе

способу Лiувилля, какъ не требующему никакихъ видоизмѣ

неній для примѣнимости его ко всевозможнымъ случаямъ и

вполнѣ строго изложенному авторомъ его, передъ способомъ

В. Г. Имшенецкаго въ томъ видѣ, по крайней мѣрѣ, въ ка

комъ онъ изложенъ въ упомянутыхъ выше двухъ статьяхъ.

Болѣе подробный разборъ этихъ статей не входитъ въ цѣли

моего письма; осмѣливаюсь завѣрить васъ, что никто изъ

насъ не сталъ бы утруждать вниманіе ваше и Московскаго

Математическаго Общества даже и тѣмъ, что заключается въ

настоящемъ письмѣ, если бы къ этому насъ не привела не

обходимость отвѣтить на упрекъ въ голословности, обращен

ный къ А. А. Маркову, а косвенно и ко всѣмъ намъ, за

явившимъ о нашемъ согласіи съ его замѣчаніями по существу.

Примите и проч. К. Поссе. 7 апрѣля 1892 года.

II.

О сообщеніи академика В. Г. Имшенецкаго, сдѣланномъ въ

засѣданіи Московскаго Математическаго Общества 19 мая

1892 года.

Составлено по порученію Московскаго Математическаго Общества проф.

П. А. Некрасовымъ).

Московское Математическое Общество въ засѣданіи 20

апрѣля 1893 года поручило мнѣ «возстановить, по возмож

ности, сущность сообщенія, сдѣланнаго В. Г. Имшенецкимъ

въ засѣданіи 19мая 1892 года», для напечатанія при прото

колѣ вслѣдъ за письмомъ профессора К. А. Поссе, вызвав

шимъ это сообщеніе.

Исполняя порученіе Общества, я прежде всего принялъ

мѣры кътому, чтобы собрать всѣ документальные слѣды это
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сообщенія В. Г. Имшенецкаго, и по этому поводу обратился

съ запросами къ Лидіи Васильевнѣ Имшенецкой, находив

шейся при В. Г. Имшенецкомъ во время пребыванія его въ

Москвѣ, и къ профессоруК. А. Андрееву, которому переданы

были всѣ рукописи В. Г. Имшенецкаго послѣ его смерти.

Эти мои розыски отчасти увѣнчались успѣхомъ. Проф. К.

А. Андреевъ, по тщательномъ осмотрѣ бумагъ В. Г. Имше

нецкаго, отыскалъ идоставилъ мнѣчерновую тетрадку, писан

ную рукою В. Г. Имшенецкаго и содержащую между прочимъ

вычисленія, осносящіяся къ примѣру, приведенному въ на

печатанномъ выше письмѣ проф. К. А. Поссе. Тетрадка эта,

изъ которой все существенное извлечено и напечатано ниже

(частію въ подстрочномъ примѣчаніи 3, частію въ текстѣ),

имѣетъ несомнѣнную связь съ сообщеніемъ В. Г. Имшенец

каго. Хотя она не даетъ полнаго представленія объ этомъ

сообщеніи, но она содержитъ главную сущность того, что

входило въ сообщеніе, и можетъ служить опорою для болѣе

полнаго возстановленія этой сущности по памяти.

Никакихъ другихъ документальныхъ слѣдовъ сообщенія не

найдено въ бумагахъ В. Г. Имшенецкаго, а по разъясненію

Лидіи Васильевны Имшенецкой другихъ слѣдовъ, надо пола

гать, и не существовало, такъ какъ В. Г. Имшенецкій не

успѣлъ обработать сообщеніе письменно и, отправляясь 19

мая 1892 года въ засѣданіе Математическаго Общества, не

взялъ съ собой никакой рукописи *). Такимъ образомъ со

общеніе В. Г. Имшенецкаго въ этомъ засѣданіи было исклю

чительно устнымъ.

*) Судя по ходу обстоятельствъ, В. Г. Имшенецкій даже не могъ

успѣть приготовить обработанной рукописи по предмету сообщенія,

такъ какъ онъ узналъ о существованіи письма К. А. Поссе только по

пріѣздѣ въ Москву въ концѣ апрѣля, а копію съ письма получилъ толь

ко въ первыхъ числахъ мая, при чемъ въ остававшійся небольшой про

межутокъ времени до 19 мая онъ не только отвлекался дѣлами испы

тательной физико-математической коммиссіи, но съѣздилъ въ Петер

бургъ къ очередному засѣданію Академіи Наукъ и въ Псковскую губер

нію къ тяжело больной женѣ.



— 393 —

Собравъ всѣ данныя и припомнивъ всѣ обстоятельства,

относящіяся къ сообщенію В. Г. Имшенецкаго въ засѣданіи

19 мая 1892 года, я возстановилъ изложенную ниже сущ

ность этого сообщенія съ возможною точностью и всячески

избѣгая вносить въ тектъ съ изложеніемъ сообщенія свое

личное сужденіе. "

Но никакая точность и обстоятельность въ исполненіи

порученія Общества не могла освободить меня отъ созна

нія всей важности пробѣла въ ходѣ дѣла именно вслѣдствіе

отсутствія обработанной В. Г. Имшенецкимъ рукописи, от

носящейся къ его сообщенію и годной для печати. Извѣстно,

что живыя устныя сообщенія не соотвѣтствуютъ требовані

ямъ печати и обыкновенно попадаютъ въ печать не иначе,

какъ послѣ особой ихъ обработки для этой именно цѣли.

Этой обработки недостаетъ сообщенію В. Г. Имшенецкаго,

которое отъ этого теряетъ слишкомъ много.

Желая восполнить этотъ пробѣлъ, я написалъ особую статью:

«Способъ В. Г. Имшенецкаго для нахожденія алгебраическихъ

раціональныхъ дробныхъ рѣшеній линейнаго дифференціональ

наго уравненія», которая напечатана выше. Статья эта, отчасти

восполняя указанный пробѣлъ, содержитъ новое изложеніе

всѣхъ основъ способа В. Г. Имшенецкаго, выставляющее на

видъ особенныя преимущества этого всегда ведущаго къ цѣли

способа и устраняющее, какъ мнѣ кажется, всѣ недостатки

прежняго изложенія, которые могли подать поводъ къ возра

женіямъ, указаннымъ въ приведенномъ выше письмѣ К. А.

Поссе.

Употребляя съ своей стороны всѣ усилія къ тому, чтобы

представить,по возможности, всестороннее и безпристрастное

научное разъясненіе возникшаго спора, я, между прочимъ,

руководился увѣренностію, что этимъ только способомъ луч

ше всего можетъ быть устраненъ изъ дѣла тотъ «нежела

тельный характеръ», о которомъ упоминается въ напечатан

номъ выше письмѣ А. Н. Коркина, К. А. Поссе и Д. К.

Бобылева отъ 30 марта 1893 года и которому Московское
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Математическое Общество такжене сочувствовало съ самаго

НАЧАЛЕК.

Перехожу къ изложенію сущности содержанія сообщенія

В. Г. Имшенецкаго въ засѣданіи Московскаго Математиче

скаго Общества 19 мая 1892 года.

Въ своемъ сообщеніи В. Г. Имшенецкій напомнилъ, что

способъ его для нахожденія алгебраическихъ раціональныхъ

дробныхъ рѣшеній уравненія

194 I 199—1

4.54-1554---56-17, а

гдѣ Р., Р, . . ., Р. и И" суть цѣлые полиномы, не имѣющіе

общаго дѣлителя, встрѣтилъ въ Московскомъ Математиче

скомъ Обществѣ возраженія, изложенныя въ письмѣ К. А.

Поссе, доложенномъ Обществу въ засѣданіи 21 апрѣля 1892

года. Главная часть этихъ возраженій состоитъ въ указанія

на недостаточность этого способа для примѣненія его ко

всевозможнымъ случаямъ и на вытекающую отсюда необхо

димость дополненій этого способа.

В. Г. Имшенецкій категорически отвергъ эту недостаточ

ность, утверждая, что способъ его истолкованъ возражаю

щими неправильно и что при правильномъ пониманіи спо

собъ этотъ не требуетъ никакихъ дополненій.

Тѣ преобразованія, которыя указываются въ письмѣ К. А.

Поссе, какъ дополненіе или продолженіе способа В. Г. Им

шенецкаго, не суть, по мнѣнію В. Г. Имшенецкаго, новыя

дополненія, такъ какъ эти преобразованія прямо вытекаютъ

изъ того, что содержится въ первомъ его мемуарѣ *).

*) Это заявленіе В. Г. Имшенецкаго должно понимать такъ. Пре

образованіе х(х -t-1)?у— а въ примѣрѣ К. А. Поссе соотвѣтствуетъ

преобразованію Муа г, указанному на стр. 8 перваго мемуара; ве

обходимость же этого преобразованія вытекаетъ въ данномъ случаѣ

изъ необходимости удовлетворить указанному въ первомъ мечта!

(стр. 24) требованію, чтобы полиномы (1 не имѣли общаго наибольшая
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Дѣлая эти заявленія, В. Г. Имшенецкій въ то же время

разъяснилъ, что способъ его не только всегда даетъ возмож

ность рѣшить задачу о нахожденіи дробныхъ рѣшеній урав

ненія (1), нодаже заключаетъ въ себѣ средства видоизмѣнять

ходъ ея рѣшенія, такъ какъ способъ этотъ допускаетъ раз

нообразіе въ выборѣ интегрирующаго множителя р. При

этомъ В. Г. Имшенецкій обратилъ особенное вниманіе при

сутствующихъ въ засѣданіи на новую форму интегрирующаго

множителя и, предлагаемую имъ взамѣнъ прежней формы

р — Р."— ", (2)

разсмотрѣнной въ его мемуарахъ и, по его признанію,удоб

ной въ томъ лишь случаѣ, когда уравненіеР.-О не имѣетъ

кратныхъ корней. Эта новая форма интегрирующагомножи

теля и такова:

19

не х-I, х-35, 45

дѣлителя, каковое требованіе вообще надо имѣть въ виду при примѣ

неніи правилъ, изложенныхъ въ 5 15 перваго мемуара.

Требованіе это, ускользнувшее изъ вниманія возражающихъ (что

главнымъ образомъ и было непосредственнымъ поводомъ къ недоразу

мѣнію К. А. Поссе, А. Н. Коркина и Д. К. Бобылева), выражено слѣ

дующими словами: „Теперь предположимъ, что дифференціальное ли

нейное уравненіе (1) допускаетъ раціональные интегралы, но коэффи

ціенты его Р; таковы, что получаемыя при помощи ихъ цѣлыя функціи

(1, 11, 1 . ., 4), не имѣютъ общаго наибольшаго дѣлителя“ (стр. 24);

Это ограниченіе В. Г. Имшенецкій имѣлъ право сдѣлать(не ограничивая

общности своего метода) именно въ виду преобразованія Му— 2,

посредствомъ котораго это требованіе всегда осуществляется.

Требованіе, чтобы полиномы (2, 4)„, . . ., О, не имѣли общаго дѣ

лителя, весьма важное въ теоріи В. Г. Имшенецкаго, могло быть упу

щено изъ виду возражающими отчасти вслѣдствіе недостатковъ въ

самомъ изложеніи мемуаровъ В. Г. Имшенецкаго. Значеніе этого тре

бованія можно полнѣе усмотрѣть изъ напечатанной вышемоей отдѣль

ной статьи о способѣ В. Г. Имшенецкаго (см. въ этой статьѣ подстрочное

примѣчаніе, относящееся къ доказательству неравенства (28), а также

доказательства неравенствъ (40) и (67)].
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гдѣ 10 есть общій наибольшій дѣлитель полиномовъ Р, и

dР. „, , .

5. всѣ вычисленія при этой перемѣнѣ формы множится

и производятся въ прежнемъ порядкѣ, но выполняются во

обще легче, при чемъ вычисленіе полинома Х не требуетъ

даже полнаго рѣшенія уравненія Р,—О *).

*) Эта перемѣна формы множителя и дѣйствительно весьма полезна

въ теоретическомъ и практическомъ отношеніи. Въ напечатанной выше

статьѣ моей о способѣ В. Г. Имшенецкаго въ основу всей теоріи по

ложенъ этотъ именно новый множитель и къ немуприсоединены вспо

могательные множители, какъ средство для дальнѣйшаго упрощенія

вычисленій,

Въ черновой тетрадкѣ В. Г. Имшенецкаго, полученной мною отъ

К. А. Андреева, интегрирующій множитель этого новаго вида примѣ

ненъ къ примѣру, взятому изъ письма К. А. Поссе. Приводимъ эти

вычисленія В. Г.Имшенецкаго и сопровождающія ихъ замѣчанія, имѣя

въ виду связь ихъ съ содержаніемъ сообщенія В. Г. Имшенецкаго,

„Дано:

44-45--46-го-те-те-т-«о-о-то,

111И

d

г. 2-гу-и,

гдѣ

Р„н- г? (2-t-119, Р,— 2 (2-- 1)" (329-н- 1929-н- 172--5)

Ин- 4 (9 -1- 92— 29).

Означая произведеніе первыхъ степеней линейныхъ множителей Р.,

черезъ Х, т. е. полагая

Х— х (х-t-1)

и умножая на Х" данное дифференціальное уравненіе, получимъ:

ха, 34-хва- их

Далѣе это уравненіе можно написать слѣдующимъ образомъ

d (Блу)

454 — 54 — их,

IIОДАГЕДЯ
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Въ связи съ этими указаніями В. Г. Имшенецкій далѣе

замѣтилъ, что искомое дробное рѣшеніе уравненія (1) мо

жетъ быть выражено такъ:

2

и — 4, 19

гдѣ г есть цѣлый полиномъ,Хопредѣляется при помощи вто

раго изъ равенствъ (3) и а есть цѣлое положительное число.

Затѣмъ, считая, число а найденнымъ,В. Г.Имшенецій сдѣлалъ

Х"Р9. „У, 45" „. . 4--444

«-ха, ха-ха-4499-г-33)–«глт-13.

Введя значенія Х, Р, и Р, мы будемъ имѣть:

s.-г- е4-1те, я--—г (44-1799 {12ты--449

-4ма— за-(чти—все-т—з1.

Отсюда видно, что S, и В, при неопредѣленномъ значеніи т имѣютъ

общаго наибольшаго дѣлителя х"""(х--1)""?; адѣлая та-3, получимъ

для 8, и 3, общаго наибольшаго дѣлителя

Ле 29(2 4, 1)?

11, полагая

2

4995

мы приведемъ данное уравненіе къ виду:

«- пу: —те-«за-ча-а-лча-г

Остается отыскать, если возможно, цѣлоерѣшеніе послѣдняго уравненія.“

Выполнивъ процессъ нахожденія цѣлаго полинома г. и сокративъ

полученное дробное рѣшеніе, В. Г. Имшенецкій заключаетъ вычи

сленія слѣдующимъ замѣчаніемъ: „Итакъ окончательно: правильно при

мѣненный мой способъ розысканія раціональныхъ дробныхъ рѣшеній

для дифференціальнаго уравненія", приведеннаго К. А. Поссе, А. Н.

Коркинымъ и Д. К. Бобылевымъ, „даетъ правильное рѣшеніе

I 429-н-3

9" вдругъ

противно тому, что они утверждаютъ въ письмѣ своемъ Московскому

Математическому Обществу (въ апрѣлѣ 1892 г.)“.
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нѣкоторыя замѣчанія, относящіяся къ деталямъ вычисленія

полинома г.Нахожуболѣеудобнымъ передать здѣсь содержа

ніеэтихъ замѣчаній по доставленной мнѣ черновой тетрадкѣ

В. Г. Имшенецкаго, изъ которой достаточно видна сущность

ихъ,хотя они примѣняются здѣсь не къ общему уравненію (1)

(какъбыло во время сообщенія), а къ уравненіювтораго по

рядка и притомъ однородному.

«Пусть предложенное диффенціальное уравненіе будетъ.

Ру”-н-Ру-н-Ру- О. (5)

Полагая у- ХГ”а, получимъ:

р. 27--р, 47-н-р, в еО, (6)

гдѣ

ран. Х1К, р.— ХЧЕ,—24;ХХ11,

р„ч. Х1Г,— а ХХ111--146-1-1)Х""— «ХХIIР.

Испытывая (на основаніи начала наибольшихъ показателей),

можетъ ли послѣднее уравненіе допускать раціональное цѣ

лое рѣшеніе, сначала найдемъ, если оно возможно, показа

тель его степени. Положимъ, что онъ равенъ т. Присоеди

няя къ уравненію (6) т. производныхъ отъ него уравненій

и выражая, что всѣмъ имъ удовлетворяетъ полиномъ г сте

пеии т, мы должны принять, что производныя отъ г. выше

т-го порядка равны нулю. Такимъ образомъ будемъ имѣть

рядъ (т. -н- 1) однородныхъ уравненій» *).

*) Главною цѣлью изложенныхъ замѣчаній В. Г. Имшенецкаго, какъ

я увѣренъ, было разъясненіе необходимыхъ и достаточныхъ общихъ

условій существованія искомаго полинома г. Къ сожалѣнію, трудно съ

бóльшею подробностью возстановить эту часть сообщенія.
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Къ статьѣ Л. К. Лахтина: „Алгебраическія Уравненія, раз
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АлЕВРАИЧЕСКІЕ ЧАСТНЫЕ ИНТЕТРАЛЫ. ДИф.

фБРЕНІШАЛЬНЫХЪ УРАВЛЕНІЙ.

Н. В. Вугаева.

(Читаио въ засѣданіяхъ Московскаго Математическаго Общества17-го

марта 1892 и Казанскаго физико-математическаго общества 2-го мая

1892-го года).

5 1. Уравненія, опредѣляющія алгебраическіе интегралы.

Положимъ, что неприводимое въ алгебраическомъ смыслѣ

дифференціальное уравненіе

dу d'у d"у.„

лью? 39. 54)-е и

не имѣетъ цѣлыхъ и дробныхъ частныхъ интеграловъ. Въ

уравненіи (1) Гесть цѣлая функція перемѣннаго х, его функ

ціи у и ея производныхъ до порядка п. 1

Можно всегда опредѣлить алгебраическіе частные инте

гралы уравненія (1), удовлетворяющіе неприводимому алге

браическому уравненію;

у?-Ру“---Ру“---...--Р„у--Р.-0 (2)

если таковые существуютъ и найти условія ихъ существо

ванія. Въ уравненія (2) Р., Р.... Р„ суть раціональныя

функціи х. .

Дѣйствительно, уравненіе (2) даетъ:

Т. ХVІП. Вып. 1П. 25



Опредѣлимъ также рядъ производныхъ:
Мы

479.5454]

dх"Т р.,(х,у)

479.5454]

dх*Т45, (х,у) 1 (4)

При послѣдовательныхъ вычисленіяхъ высшихъ производ

пыхъ, начиная со второй, мы выражаемъ всѣ результаты при

помощи только х и у, замѣняя послѣдовательно всѣ выра

т.т.2.стѣ въ

Такъ, въ выраженіи второй производной о

411. 915). 4 (519

dz””даУ, 1 " дуV1, Лах

«т.2что

Сдѣлавъ это, имѣемъ:

23-413)-41519-9dх"ГдхVI, 1 " дуVI, 13,Т4,

23-413)-41519--5dх"ГдхVI,1 " дуVI, 15,Г ф.,

Такимъ образомъ въ формулахъ (3) и (4) функціи Ф.,

4,. . . 4, 5,, 15, . . . 5, зависятъ только отъ 2, у, функцій

Р, Р.,... Р„ и ихъ производныхъ до порядка п. При вы

-"499--------------------

численіи-I-41 мыдолжны принять во вниманіе что Р., Р,...

„4. —-------------------------------I Д! "

Р, суть функціи г.
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dу d"у d"у
Вставляя выраженія Е, 2-3.... 549

Р995, 55---55
въуравненіе (1), полу

чаемъ два уравненія:

55. 3)-« «

х,у,-I-, 44,... 49) Е О (5)

1455I. I

45--449—9--...---15--- о ф

Приводя уравненіе (6) къ одному знаменателю, мы полу

чимъ уравненіе (5), расположенное по степенямъ у въ видѣ:

О.-- Слу--О, у“---...--О. Ду"—О (6)

При помощи уравненія (2) мы можемъ исключить изъ

уравненія (6) всѣ степени у выше р —1.

Уравненіе (6) при помощи уравненія (2) приведется къ

виду:

14--15--449--...---15-----о (т)

гдѣ А, В,... В. суть цѣлыя функціи 2, раціональныхъ

Функцій Р., Р.... Р, и ихъ производныхъ до порядка п.

Такъ какъ Л., 1, .. В. суть раціональныя функціи я, а

алгебраическій интегралъ есть корень неприводимаго уравне

нія (2) порядка и, то у не можетъ одновременно удовлетво

рятъ уравненіямъ (2) и (7). Чтобы данное дифференціаналь

ное уравненіе (1) могло имѣть алгебраическій интегралъ,

удовлетворяющій неприводимому уравненію (2), требуется,

чтобы уравненіе (7) удовлетворялось тождественно.

Для этого необходимо, чтобы имѣли мѣсто уравненія:

К; 0

Е,а

(8)

Такимъ образомъ, если дифференціальное уравненіе (1)

999994 частный интегралъ, удовлетворяющій неприводимому

259



—- 402 —

уравненію (2) степени и, должны имѣть мѣсто и совокуп

ныхъ дифференціальныхъ уравненій (8), содержащихъ и функ

цій Р., Р„... В. и ихъ производныя до порядка п.

Если эти уравненія имѣютъ раціональные частные инте

гралы, тоидифференціальное уравненіе (1) имѣетъ алгебраи

ческіе интегралы порядка ра, Если жеуравненія (8) не имѣетъ

раціональныхъ частныхъ интеграловъ, данное дифференціаль

ное уравненіе (1) не имѣетъ алгебраическихъ интеграловъ,

удовлетворяющихъ уравненію (2).

Вопросъ о нахожденіи алгебраическихъ интеграловъ диф

ференціальнаго уравненія порядка п, удовлетворяющихъ урав

ненію (2) порядка и, сводитсятакимъ образомъ къ опредѣленію

раціональныхъ частныхъ интеграловъ и совокупныхъ урав

неній (5) порядка и относительно функцій Р., Р„... Р.

5 2. Задача обратная вычисленію алгебраическихъ интегра

ловъ состоитъ въ томъ, что дается дифференціальное урав

неніе п-го порядка;

41у (4?

442-4444. 4)-« ч»

содержащее и раціональныхъ функцій ф, ф,... о, и тре

буется опредѣлить тѣ условія, которымъ онѣ должны удовле

творить для того, чтобы частный интегралъ удовлетворялъ

неприводимому уравненію

у“--Ру-ч- 149-94-... Р.--о (2)

гдѣ функція Р., Е,... Р. даны, а функціи и, п,... а, не

извѣстны.

Эта задача рѣшается при помощи тѣхъ же самыхъ урав

неній (8) и не представляетъ никакихъ "теоретическихъ за

трудненій. Разница заключается только въ томъ, что урав

ненія (8) будутъ обыкновенными совокупными алгебраиче

скими уравненіями относительно 4 ф.,... у... Если означен

ныя уравненія (8) имѣютъ рѣшенія въ раціональныхъ функці

яхъ, задача возможна, если нѣтъ задача невозможна.
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9 3. Частная форма обратной задачи заключается въ томъ,

чтобы опредѣлить, при какихъ условіяхъ имѣетъ мѣсто ра

венство

IIть толь-ка по до

гдѣ Ти фраціональныя функціи х и у, а само у есть алгебраи

ческая функція, удовлетворяющая неприводимому уравненію;

у“--Ру-ч-Ру“---...--Р.-о (11)

Взявъ производныя уравненій (10) и (11), получимъ урав

ненія:

I д.). I д) ду

ла она;--14; 14

44.-д. 45.

4.412412.59ѣ и въ

dхТ ру?""-н-44—1)Ру“—“---.. .Т ф, (х, у)

т ча тит. 3: «т» а тѣ

лѣ ин-15--43 саж

Уравненіе (13) при помощи уравненія (11) приводится къ

виду

В--Ду-Ку--...--19-9-10 (14)

Уравненіеже(14) даетъ въ томъ случаѣ, когда Е., Е,...

В. раціональныя функціи и уравненій:

вно

К,–

(15)

Л.; О
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которыя и будутъ условіями, при которыхъ имѣетъ мѣсто

равенство (10).

Этотъ пріемъ остается безъ измѣненія, если 4 (х, у, такая

. ., д4!

трансцендентная функція, частныя производныя которой ***,

"? - ---------------

5 т. т.«т» а т и

Чтобы уяснить этотъ общій пріемъ возьмемъ

8 4. Примѣръ Раффи, приведенный академикомъ Имшинец

кимъ на 18 страницѣ его статьи *). Этотъ примѣръ состоитъ

въ томъ, чтобы по данному алгебраическому уравненію

у”—3у-н-2х: О (16)

требуется опредѣлить значеніе интеграла

Iте-4-4-4 по

такъ, чтобы 2, 3, 5, были раціональными функціями х.

Взявъ производныя уравненій (16) и (17), имѣемъ:

- 94.... 25 ..... 44. а; . «ел19

ин-II -- и 21-е и 2--9--44); она

«-з5-й--о по

откуда

dу. 2

55---5 69

Вставляя выраженіе (20) въ уравненіе (18) и приводя къ

одному знаменателю, мы при помощи уравненія (16) полу

чимъ уравненіе:

") Имшинецкій. Дополненіе теоріи и одно приложеніе общаго способа

нахожденія раціональныхъ дробныхъ рѣшеній линейныхъ дифферен

ціональныхъ уравненій съ раціональными козффиціентами.

Читано въ засѣданіи Физико-Математическаго Отдѣленія Император

ской Академіи наукъ 29-го марта 1888 г.
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9-4-4-ое... (491-4-4-5-ль

«-433-436-1-45-1-456-45)»

45 . 5, 444....

- (44-45)»-» «ъ

Уравненіе (21) даетъ слѣдующія три уравненія:

5--з5-го а

2. „12

532—4-42-г-- о са

С „10

«--55-45-4-о за

Эти уравненія совершенно совпадаютъ съ тѣми, которыя

получаются у академика Имшинецкаго на стр. 19 вышеупо

мянутаго мемуара. Дѣйствительно, уравненіе (22) тождествен

но съ его уравненіемъ 3), уравненіе (23) съ его уравненіемъ

4), а его уравненіе 5) хотя и отличается отъ моего уравне

нія (24), но оно приводится къ уравненію (24). Дѣйстви

тельно, его уравненіе 5) имѣетъ видъ

45 . 55 . . . .4

355—443--4-453—4-ю

Если на основаніи уравненія (22) замѣнимъвъ этомъ урав

-"...-----------

пени; его питаніемъ

9...145

15ТТ9 III

получимъ уравненіе

4-я,5 ... я....55.

452—45--з5-55—4-ю

или наше уравненіе (24)
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4.»-»А-а

55--4-45—449

Изъ уравненій (22), (23) и (24) получаемъ частные инте

гралы:

—3

3

54— 5

— Я

5--34

В.— Сonst.

слѣдовательно

... Вот

(т. 9499-«

Предложенный нами способъ не измѣняется и при рѣше

ніи другихъ болѣе сложныхъ задачъ.

Такъ напримѣръ, если нужно отыскать, чтобы имѣло мѣ

сто уравненіе

IIлѣже-влади-тѣ же

(25)

---ру-12, 1)-t-...-н1руда, у

для случая, когда р, р,.... р. раціональныя функціи, а я

удовлетворяетъ неприводимому уравненію;

у“--Ру“---...--Р.-о

нужно поступать подобнымъ же образомъ.

Въ этой задачѣ 12, 4), у. (2, 4),... у.(5, 4) суть раціональ

ныя функціи х и у.

Для рѣшенія вопроса мыдолжны взять вторую производную

уравненія (25).

Сдѣлавъ это, мы бы получили уравненіе:

лѣт. 24-мъ:---тх.) я
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dу d'у

затѣмъ въ пяти сам мы должны имѣть 33, 54,

ихъ выраженіями (3) и (4). -

Полученное такимъ образомъ уравненіе слѣдуетъ привести

къ виду:

В-Ви---...--Вд?гно

Уравненія

Ка О

Ка О

Ва

будутъ рѣшать предложенный вопросъ, если существуютъ

раціональныя функціи р., р.,.... р., имъ удовлетворяющія,—

5 5. Другой пр имѣръ. Приложимъ нашъ пріемъ къ

выводу условій, которымъ должны Гудовлетворять искомыя

раціональныя функціи В., Е,... В., для того, чтобы имѣло

мѣсто равенство:

14-ти-те-а-а-а-а-а-----..хотя

гдѣ

у“--р.-О (23)

Здѣсь дь и,... т.-л. гр. суть данныя, а 5, 5--- 44

неизвѣстныя раціональныя функціи.

Рѣшая по нашему пріему эту задачу, то есть, взявъ про

изводныя уравненій (27) и (28), имѣемъ соотношенія:

4,-I-41-4-уду“---...--у...„у"""

4-49-.-94-г-г
5--3: 4---------7;

-а-а------и...»-»? «
diх



«--324-35-о во

Вставляя величину

94--1-94

de” пу"г1ds

въ уравненіе (29), приводя къ одному знаменателю и прини

мая во вниманіе соотношенія:

уга—р.

у"""—— р„у

4---55

мы получимъ уравненіе степени п-1 относительно увъ слѣ

дующемъ видѣ:

«24-мъ.-49-654.–«л.-4,39)»5 454 ""«ги " т. д." " У"15 41. Таяся " ""? Да

45 . . . . . 414. . . 1. 9954.»-

--(42 г.-м.-49---(4-12)---

откуда, полагая нулю всѣ коэффиціенты при различныхъ сте

пеняхъ у, находимъ рядъ уравненій, разрѣшающій данный

вопросъ:

45, .. У 1. 4 Ф.

«12-4)-49

«192-4)-459-й

Этотъ вопросъ находится въ связи съ нѣкоторыми задачами

Остроградскаго.

Мы не останавливаемся на всѣхъ выводахъ, которые выте

каютъ изъ разсмотрѣнія этихъ уравненій. Многіе изъ этихъ
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выводовъ изложены въ вышеупомянутомъ сочиненіи академи

ка Имшинецкаго. Мы только старались указать на то, что

вопросы этого рода и другіе болѣе сложные входятъ въ об

щую теорію нахожденія частныхъ алгебраическихъ интегра

ловъ дифференціальныхъ уравненій.

5 6. Нѣкоторые необходимые признаки существованія алге

браическаго корня.

Мы видѣли, что, если извѣстна степень и неприводимаго

алгебраическаго уравненія (2), которому удовлетворяютъ нѣ

которыечастные интегралы уравненія (1), всегда можно опре

дѣлить раціональныя функціи Р., Р„... Р., служащія коеф

фиціентами уравненія (2). Эти функціи будутъ интегралами

эовокупныхъ дифференціальныхъ уравненій (8). Вопросъ та

кимъ образомъ сводится къ разысканію раціональныхъ част

ныхъ интеграловъ совокупныхъ дифференціальныхъ уравненій,

рѣшеніе которыхъ съ теоретической точки зрѣнія всегда

ВОЗВАНОЖЕIО,

Должно однако сознаться, что практическіе пріемы вычи

сленія должны въ будущемъ подлежать значительному усо

вершенствованію.

Теперь наша задача заключается въ томъ, чтобы опредѣ

лить и самую степень неприводимаго уравненія (2). Такъ

какъ частные иптегралы уравненія (1) будутъ корнями урав

ненія (2), то изъ разсмотрѣнія частныхъ интеграловъ урав

ненія (1), можно иногда сдѣлать заключеніе о порядкѣ и

уравненія (2).

Мы знаемъ, что по началу наибольшихъ показателей мож

но отыскать разложенія частныхъ интеграловъ уравненія (1)

въ ряды по убывающимъ степенямъ перемѣннаго. Въ случаѣ

существованія алгебраическихъ интеграловъ, ряды эти долж

ны быть сходны съ рядами, удовлетворяющими уравненію (2).

Поэтому выведемъ нѣкоторыя заключенія о видѣ и формѣ

Рядовъ, удовлетворяющихъ неприводимому уравненію (2):

у?-Ру-1-94-94-...--Р.-Р.-о (2)
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Означимъ порядки раціональныхъ функцій Р, Р„... Р

черезъ 3, 4. . . 5. такъ что

91Р945, 49-5, . . 49.)–5.

Положимъ, что порядокъ старшаго члена въ разложенія

1

одного изъ корней уравненія (2) по убывающимъ степенямъ

перемѣннаго будетъ Ж. Означивъ величину старшаго члена

въ разложеніи у черезъ [у], имѣемъ:

[4] — а?

Порядки членовъ уравненія (2) будутъ выражаться числами:

ній, (4-10-1-5, (4-21--2, 2-t-5,„, а,

Возможныя величины А могутъ быть опредѣляемы изъ

уравненій

цій за (4—1)А-а-а,

ила (ц.—2)А-а-а,

(4—18)А-1-554 (у.—1)А-а-а,

44445

Эти возможныя величины будутъ заключаться въ рядѣ величинѣ;

А за р.

- Е

445

„Ригѣ

44-45

х - 19

14

Изъ разсмотрѣнія этихъ величинъ видно, что для алтб49

ческаго уравненія порядка и знаменатели возможныхъ 449

чинъ Л не превосходятъ числа у.
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Отсюда вытекаетъ

1 Заключеніе: Если въ разложеніи корня алгебраи

ческаго уравненія по убывающимъ степенямъ перемѣннаго

встрѣчаются въ старшемъ членѣ разложенія дробныя степе

ни, и если въ знаменателѣ неприводимой дроби этой степени

встрѣтится число и, алгебраическое уравненіе, которому

удовлетворяютъ, означенные корни, не можетъ быть степе

ни ниже и, хотя оно можетъ быть и степени выше рa.

2 Заключен і е: Число различныхъ разложеній, удовле

творяющихъ неприводимому алгебраическому уравненію поряд

ка и, должно быть не менѣе и, ибо неприводимое уравненіе не

имѣетъ равныхъ корней.

На этомъ основаніи, если дифференціальное уравненіе (1)

имѣетъ алгебраическіе корни, непремѣнно въ рядѣ разложе

ній его частныхъ интеграловъ, мыдолжны получить нѣкото

рые ряды, не содержащіе ирраціональныхъ степеней пере

мѣннаго. Кромѣ того въ числѣ этихъ рядовъ должно суще

ствовать нѣсколько рядовъ, удовлетворяющихъ тому илидру

гому неприводимому уравненію.

Такимъ образомъ по числу разложеній мы можемъ съ нѣ

которымъ приближеніемъ судить о степени того алгебраиче

скаго уравненія, которому удовлетворяютъ частные алгебраи

ческіе интегралы дифференціальныхъ уравненій. Для того,

чтобы ближе судить о видѣ и формѣ алгебраическаго урав

ненія (2), слѣдуетъ разсмотрѣть

5 Т. зависимость между порядками корней я коеффиціентовъ

алгебраическаго уравненія,

Положимъ, и корней неприводимаго алгебраическаго урав

ненія

у“--р.-„у?"""-нр.„у?“---...--ру--ру-рано (31)

выражены ихъ разложеніями по убывающимъ степенямъ

перемѣннаго г. Пусть эти и корней будутъ у, у.... у.

Означимъ порядки ихъ относительно перемѣннаго х черезъ

54, 4у... Бу. Очевидно, порядокъ каждаго изъ корней
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равенъ степени старшаго члена разложенія, то есть справед

ливы соотношенія:

ду,— ду,!

ву;— Ну,!

414-41

Допустимъ, что корни эти расположены по старшинству

ихъ порядковъ такъ, что

444444.---4.... а Фу,ра-19

причемъ порядки нѣкоторыхъ изъ корней могутъ быть равны.

Не трудно видѣть, что имѣетъ мѣсто слѣдующій рядъ со

отношеній между порядками коэффиціентовъ уравненія и по

рядками корней на основаніи общейзависимости между коеф

фиціентами и корнями.

40.--и,--------44).-Зтц-.

40ли,-иди,--------у..., 164 р.

44ли... у.)— и,

Будемъ называть тѣ уравненія, въ которыхъ порядки кор

ней идутъ, постоянно убывая, уравненіями съ правильными

корнями. Уравненія будутъ имѣть правильные корни дажеи

въ томъ случаѣ, когда порядки нѣсколькихъ корней равны,

лишь бы коеффиціенты старшихъ членовъ удовлетворяли нѣ

которымъ условіямъ.

Такъ, если корни выражаются рядами:

7.

у,а та-н-. . .

— 543

у, 21: 1327-н-. . .

7.

у,а тат-н-...

у,— ба!“---...
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мы будемъ называть корни съ одинакими показателями у,

у,, у, правильными, если пе удовлетворяется ни одно изъ

уравненій

а-н-3–0, a-t-55-0,... а-н-3-1-ува-С. .

аВ-в-ху-н-3у: О и т. д.

… е е с е е ва, о е е с е е л е в о: О

то есть, если сумма коеффиціентовъ при старшихъ степе

няхъ, или ихъ симметрическая функція 2аЗ, 223; ни въ ка

кой комбинаціи не равна нулю.

Въ случаѣ существованія толькотакихъ правильныхъ корней

4у-ну,---... у.)–811у1-н11--...--Гу, 11—14.)

811у,--улу,---...]-314, 1--314.)

Яицу,--улу--...141114-114-314.)

«не се о ф а р о в о с о е в о е в о е в О да, да, да! О до 49 до 4 са за да се не на 4 ча: «о

24ду,... у.)–7114-41-t-...--Ну.]

Такимъ образомъ въ случаѣ только однихъ правильныхъ

корней существуютъ слѣдующія соотношенія между поряд

ками корней и коеффиціентовъ уравненія:

4..— Лу.)

4.-„ч. 411-414]

(32)

44-41-4-41-t-...--311

откуда

Ящ145р.,

Илі-4.-„—4....

41-4-4- I.
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Уравненія (32) и (33) показываютъ, что въ случаѣ однихъ

только правильныхъ корней можно по порядку корней, то

есть только по выраженію старшихъ членовъ разложенія дѣ

лать вѣрныя заключенія о порядкѣ коэффиціентовъ неприво

димаго уравненія и наоборотъ.

Дѣло является совсѣмъ иначе, когда существуетъ непра

вильная система корней. Въ этомъ случаѣ иногда

44.-ну,--...--у.) сфа Лу.)

ибо тогда сумма старшихъ членовъ разложенія можетъ рав

няться нулю.

Такъ, если

[у]-н-Iу,I-t-Iу,Iа О

то

24,--у.--... у.)-144,

Обыкновенно тогда

54у,--у,---... —-у.)— Здр.) «251у.]

Тоже замѣчаніе справедливо и для слѣдующихъ соотноше

ній. Въ этомъ случаѣ слѣдуетъ принимать вторые и слѣдую

щіе члены разложенія. Во всякомъ случаѣ по разложеніямъ

корней уравненія, мы можемъ судить о порядкѣ коеффиціен

товъ неприводимаго уравненія.

5. 8. Опредѣленіе порядка неприводимаго алгебраическаго урав

ненія. Вышеприведенныя соображенія имѣютъ особенное зна

ченіе для опредѣленія алгебраическихъ интеграловъ, илитого

неприводимаго уравненія, корнями, котораго они служатъ.

При разрѣшеніи вопроса о нахожденіи алгебраическихъ кор

ней даннаго дифференціальнаго уравненія

фу 4"уV.—

114 и 31-38)-е о

слѣдуетъ найти всѣ разложенія функціи у по убывающимъ

степенямъ перемѣннаго и отбросить тѣ изъ этихъ разложе

ній въ которыиь перемѣнное х входитъ съ ирраціональными
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или мнимыми показателями. За тѣмъ всѣ остальныя разло

женія расположить по порядку старшихъ степеней перемѣн

наго. Число этихъ разложеній можетъ указывать на высшій

предѣлъ степени того неприводимаго уравненія, корни ко

тораго могутъ быть интегралами даннаго дифференціальнаго

уравненія. На эту степень могутъ указывать и дробныя сте

пени этихъ разложеній. Положимъ,эти разложенія, располо

женныя по порядку старшихъ степеней, будутъ:

Лл

у,— ах"-н- 3,2”"-н- 1х"-н-. ..

узнала?--329---..

(34)

Въ нихъ

Нетруднотеперьвыбрать какую-нибудь систему этихъ вели

чинъ и по ней дѣлать заключенія о порядкѣ коеффиціентовъ

предполагаемаго неприводимаго алгебраическаго уравненія.

При этомъ слѣдуетъ помнить, что порядки всѣхъ величинъ

то есть Ву, 334у„.... должны быть цѣлыми положитель

ными или отрицательными числами:

Здѣсь для краткости мы обозначаемъ:

54у,--у.--...--уда-б9,

50ти,-или,---... 14944щ.

Всякій разъ, когда это обстоятельство не будетъ имѣть мѣста,

то есть всякій разъ, когда порядки означенныхъ функцій

корней не будутъ цѣлыми числами, нужно или отбросить то

изъ разложеній, которое препятствуетъ этимъ требованіямъ,

или выбрать иную комбинацію разложеній у.

Какъ скоро найдена комбинація, удовлетворяющая означен

нымъ требованіямъ, и сдѣлано заключеніе о порядкѣ коеф

Т. ХVІП. Вып. П. 57
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фиціентовъ неприводимаго алгебраическаго уравненія, слѣ

дуетъ приступить къ тѣмъ самымъ вычисленіямъ, которыя

указаны нами въ 5 1 нашей статьи. Здѣсь можно сдѣлать

нѣкоторыя дополнительныя замѣчанія о показателяхъ стар

шихъ степеней разложеній, могущихъ въ данной системѣ

быть корнями неприводимаго- алгебраическаго уравненія съ

раціональными коеффиціентами относительно х. Такъ какъ

24,--у.--...--удницѣлому числу

то всѣ показатели старшихъ и равныхъ разложеній должны

быть цѣлыми числами. Если же величина Л,, 7,, 7, старшихъ

разложеній будутъ равными идробными числами, необходимо

тогда, чтобы сумма ихъ коеффиціентовъ равнялась нулю, ибо

только въ этомъ случаѣ ихъ сумма можетъ равняться раціо

нальной функціи х. Значитъ, если старшая степень Л будетъ

дробная и притомъ одна, это разложеніе отбрасывается изъ

системы (34) илиэто указываетъ, что данное дифференціаль

ное уравненіе не имѣетъ алгебраическихъ интеграловъ.

Точно также изъ уравненія

54у,... у.)–Чу, 14-4111-t-...-н-21у.]ацѣлому числу

слѣдуетъ, что сумма показателей всѣхъ старшихъчленовъ раз

ложенія данной алгебраической системы равна цѣлому числу.

5 9. Примѣръ. Найти интегралъ дифференціальнаго урав

ненія:

9

«-ту-чет-115-го-4-42-4-4-54129

(35)

Означимъ черезъ [у] величину старшаго члена разложенія

функціи у въ рядъ по убывающимъ степенямъ перемѣннаго;

[4]— а?

Система величинъ, выражающихъ степени хдля различныхъ

членовъдифференціальнаго уравненія, будетъ выражатьсяфор

мулами:
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44—2, 34-1, 20, 4--1, 39-1, 27, 7--1, Х-t-1, о (а)

Различныя возможныя величины А получатся изъ уравненій:

4Л.—2 —3).—1

4Л—2 ч. 2).

47.—2:

37.—1—2).

« е е с е е с о ч. а

Эти величины будутъ

I I

4-51, 5, 3, 6. —1, 5

Для этихъ значеній Л будемъ имѣть слѣдующую таблицу

величинъ (а):

1 1 1 .

* I С I Т. I (1 I „L.

IIIIIIIIII. I-г

—2

1) 4— 5 2 1 о Г11—11- «

*-I-115-1

» 4 I 2 I 1 1 III 51—4

3 I 4

» 4-1 1 I 4.I о Р. 11—4

« за I з.I 1 1 III 51—4

3 I 4

9 1-4 я 151 1 1 1 а

3 I 4

5 4-1 я 1 5 1 1 1 1 а

9) О I О I 0 I ф I 0 I р

574
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Изъ приложенной таблицы видно, что началу наибольшихъ

показателей удовлетворяютъ только двѣ величины:

Л,– 1, 7,–—1

ибо таблица показываетъ, что эти величины Ж, уравнивая

показателей чиселъ (а), дѣлаютъ ихъ въ тоже время и наи

большими показателями. Количества

1

9.— 5 , А.—
,7.–0

неудовлетворяютъ началунаибольшихъ показателей, ибовели

1

чина дня; получились въ пьяненія и — 2-о.

Уравнивая коеффиціенты перваго и девятаго членовъурав

. . 1

ненія, величинѣ 43, какъ видно изъ таблицы, не дѣлаетъ

ихъ наибольшими. Тоже замѣчаніе остается справедливымъ

1

для величинъ 7.—5-, 7,4— О.
3

Такимъ образомъ остаются возможными только двѣ вели

ЧIIIIIIIII

Я, —1, 11——1

Полагая 7, на 1, имѣемъ:

[у,Iза ох „

Для опредѣленія а имѣемъ уравненіе:

—221-4-421—22.-н-2а за-! О

откуда находимъ за 2, слѣдовательно

у,а 22-н-. . . . (36)

Полагая 7,——1, имѣемъ:

[у,] — Вхг"



— 419 —

Величина 7,–—1 уравниваетъ показателей 4-го, 7-го, 8-го

и 9-го членовъ дифференціальнаго уравненія (35). Величину

3 получаемъ изъ уравненія:

--23-1-23--23-1-1-14; О

5
откуда Ва—

слѣдовательно

1 ..... 1 1

ин-; г-...—— 5. 5---.. 45

Два частныхъ интеграла

у,а 22---. . .

-— 1.5

чье-— 5- д ------

указываютъ,что возможенъ алгебраическій интегралъ, удовле

творяющій неприводимому уравненію второй степени:

у“--Му-н-Мы О

Не трудно видѣть, что

311) на ду,--у.)–ду,1- 1

511).–604.)— 61у.]-t-61,1-О

Такимъ образомъМесть раціональная функція перваго по

рядка, а М нулеваго порядка относительно х.

Чтобы вычислить второй членъ частнаго интеграла у,

рода.Гаемъ

у,–2х-н-2

Вставляя въ уравненіе (35), получаемъ уравненіе:

453-4-4-55
(29-н-3х21-4-3х12-1-х

(38)

—421—6х2-4-12–0
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Полагая

[5] - 129

находимъ величины показателей старшихъ членовъ для деся

ти членовъ нашего уравненія:

44–2, 34—1,24, 4-1-1, 34—1, 24, р. 4-1, 24, р.-н-1,О (39)

вта печи или и быть

1 1

1 1 5 ., 9 — 1
ца1

Величинура-1 отбрасываемъ, ибо и должна быть менѣе 1.

1

встала величину и не въ систему величанъ (зо), пол

чимъ соотвѣтствующія значенія ряда (39):

1 . 3: 1 . 3 I 3

» 5 1 з; з1. 1. 5. 1, 5

1

изъ это та «тѣ то, что я — я не тет

ряетъ началу наибольшихъ показателей.

1

почти не-Iитетъсчитатьза пить

44. 44. 5, 4, 5 и 6 о

4

» 4

4

9 33 5 3 3—5, 4, 5, 7, 6, 5, 4, 5, 3, о

1)

Равняя величины, изъ которыхъ получилась величина

1

и т. д., обращаетъ соотвѣтствующія величины плать чть

1

«лютельно 5 непонятномъ началу нашихъ ве

казателей.

1

3 . . . . . . . . . . . v. х. —-.

Впрочемъ полагая [4]— 52" и приравнивая коеффиціен

ты у членовъ 4-го, 7-го и 9-го, имѣющихъ наибольшій пока

4 . . .

читель; будемъ имѣть паненіе
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1 9 3 2

—5, 57—51—51-о

изъ котораго видно, что уа О.

Величина раза О также не удовлетворяетъ началу наиболь

шихъ показателей, ибо даетъ систему (39) величинъ:

—2, —1, О, 1, —1, О, 1, О, 1, О

изъ которой видно, что величина и —О получилась изъ та

кихъ уравненій, которыя, уравнивая соотвѣтствующія вели

чины, не дѣлаютъ ихъ наибольшими. Впрочемъ и за О, хотя

уравниваетъ и дѣлаетъ наибольшими 4, 7 и 9 величину си

стемы (39), но, полагая [4]—5 и сравнивая коеффиціенты у

этихъ членовъ, мы найдемъ уравненіе:

—42”—О

изъ котораго видно, что Е–О.

Наконецъ раза—1 даетъ для системы (39) значенія:

—6, —4, —2, О, —4, —2, О, —2, 0, О

Не трудно видѣть, что и на—1, уравнивая члены систе

мы (39), дѣлаетъ ихъ въ тоже время и наибольшими.

Такимъ образомъ уда-1удовлетворяетъ началу наиболь

шихъ показателей, слѣдовательно, мы имѣемъ право положить

414-4

Сравнивая коеффиціенты 4, 7, 9 и 10 членовъ съ равными

показателями, находимъ для опредѣленія у уравненіе

2;-н-25—6;-н- 1 —О

1

откуда та

слѣдовательно



—422 —

—за-4. 1

инже-;- 3----

Изъ двухъ разложеній

. 1 1

и ч за- 1 . II --...

«--? 1- . I

пе-;- 3-----

получимъ

«-тна--44)

«-— 1-я. 13

плач- 1--4. (1

Изъ этихъ уравненій видно, что цѣлыя части величинъ

у,—н-у, и у,у, суть:

Еу,-н-у.)—2х

Еуу.)-—1

слѣдовательно въ алгебраическомъ уравненіи

у?-н- Му-н- Ма- О (46)

которому могутъ удовлетворять частные интегралы нашего

уравненія

ЕМ):—Еlу,--у,) ——2х

Чтобы узнать, имѣетъ ли функція у, удовлетворяющая диф

ференціальному уравненію (35), полюсъ ха; а, мы должны

изслѣдовать порядокъ безконечности различныхъчленовъ диф

ференціальнаго уравненія. Положимъ, что полюсъ а будетъ

у функціиупорядка Ж. Въ этомъ случаѣ въ разложеніи у въ

рядъ по возрастающимъ степенямъ х—а долженъ быть млад
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А

тить 45, натать«т»«ъ

тья т. и 49:
429

Этотъ порядокъ будетъ выражаться числомъ 51 —-2.Оче

видно, этотъ порядокъ будетъ наибольшимъ и при существо

ваніи полюса т. е. при положительномъ Л этотъ членъ не

могъ бы сократиться, слѣдовательноу функціи у нѣтъ полюса,

поэтому можно допустить, что М. и М. суть цѣлыя функціи,

Т. 65, 11ОДОЖИТЪ

и уравненіе, которому удовлетворяютъ алгебраическіе инте

гралы, будетъ:

у"—2ху—1—О

а самые интегралы

у,— z-н-у1--х“

у,–х—у.Т421

Можно было бы вести вычисленія по правиламъ 3 1, но

ограничиваемся болѣе быстрымъ ходомъ заключеній.

5 10. Опредѣленіе полюса. Чтобы привести примѣръ на

опредѣленіе полюса, возьмемъ уравненіе

„ d'у . dу

Здѣсь полюсами могутъ быть корни уравненія с— 29- О.

Изслѣдуемъ величину хан- уie.

Допуская, что полюсъ хана, у с будетъ порядка ж., то есть

въ разложеніи у шо возрастающимъ степенямъ 2 — 472 пер

вый членъ имѣетъ видъ

—4—

(2-46)?
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находимъ совокупность членовъ

42424—-22—„--А----

571СЛУНГ(4II”995999 "гге- 459 """""

члены, содержащіе въ знаменателѣ старшую степень (t-усѣ,

будутъ:

Евах894444..ц45

г-56)?""" "” (2—421"""

Эти члены не сокращаются, ибо предположеніе

—Асл.-t-1)(2--усу-Айх-о (42)

ведетъ къ уравненію

(4-1) (2--усу— а

которое приводитъ къ противорѣчію

Дѣйствительно, изъ сравненія коеффиціентовъ находимъ

7.—4-1 —1

(л.-t-1) увѣчно

откуда получаемъ для Л д ѣ величины: Т —О, 7. ——1.

, Такимъ образомъ эти два члена не могутъ сократиться и

должны сокращаться въ связи съ другими членами, а для этого

выраженіе (42) должно дѣлиться на 2—у е., то есть должно

быть справедливо уравненіе:

з-у?

I ю-ти-ха-а

откуда получаемъ уравненія:

(24--1) уer-о; 27--1 на о.

Послѣднее уравненіе даетъ для 7. отрицательную величину
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1

Л—— I

2

указывающую, что г-ну с будетъ не полюсомъ, а только точ

кою развѣтвленія.

Вопросъ о нахожденіи полюсовъ и точекъ развѣтвленія по

дифференціальному уравненію можетъ подлежать особому

изслѣдованію, но общіе методы изслѣдованія не должны по

существу отличаться отъ тѣхъ пріемовъ, которые мы здѣсь

изложили на частномъ примѣрѣ, если только эти полюсы

алгебраическаго характера. «

5 11. Другіе пріемы для опредѣленія алгебраическихъ инте

Граловъ.

Кромѣ общаго пріема, означеннаго въ 5 1, можно для вы

численія алгебраическихъ интеграловъ примѣнять и другіе

пріемы изслѣдованія. "

Если мы убѣдились, что дифференціальное уравненіе

dу d"у. „,

44494..?2).—« о

можетъ имѣть алгебраическій интегралъ, удовлетворяющій не

приводимому уравненію

у“--Ру“---Ру"""--...--Р„у--Р„н о (2)

можно повести изслѣдованіе такимъ образомъ, чтобы отдѣль

но вычислять коеффиціенты неприводимаго уравненія.

Зная, что и корней у, у.... у, удовлетворяютъ уравне

нію (1), мы можемъ получить для опредѣленія Р., слѣдующія

и -н-1 уравненій:

dу, d’у,

1144.5. 34)

dу, d"у,Л . , 1 (43

44494.... 22)-о 1"?

dу, d"у

145. 22)

и,--и,---...--ул- — и
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Исключивъ изъ этихъ уравненій и функцій у, у.... у,

получимъ то дифференціальное уравненіе, которому удовле

творяетъ раціональная функція и. Если это уравненіе не

имѣетъ раціональныхъ интеграловъ, то и дифференціальное

уравненіе не имѣетъ алгебраическихъ интеграловъ. Еслиже

оно имѣетъ раціональные частные интегралы, то и алгебраи

ческіе интегралы даннагоуравненія возможны. Впрочемъ это

только необходимый, но недостаточный признакъ. Дѣйстви

тельно, въчислѣ частныхъ интеграловъ уравненія, зависяща

го отъ и, будетъ также интегралъ и— Р, если онъ суще

ствуетъ. Однако уравненіе, зависящее отъ и, можетъ имѣть

раціональные частные интегралы,аданное дифференціальное

уравненіе можетъ не имѣть алгебраическихъ интеграловъ.

Для опредѣленія Р, слѣдуетъ послѣднее изъ уравненій (43)

замѣнить уравненіемъ:

улу,--улу,--- . ..--у.-„у, 4 и

и исключивъ у., у.... у, найти дифференціальное уравне

ніе, зависящее отъ г. Еслиэто уравненіе имѣетъ раціональ

ные частные интегралы, то и заключеніе остается подобное

предыдущему.

Не трудно видѣть, какія высшія производныя нужно брать

отъ функцій у., у.... у, для того, чтобы ихъ исключеніе

было возможно.

Дѣйствительно, легко опредѣлить до какого порядка слѣ

дуетъ дифференцировать уравненія (43) для того,чтобы полу

чить уравненіе, зависящее отъ и. Если къ уравненіямъ (43)

присоединить п. уравненій:

45.45. л. 44.59

;-114------349—3

49.94.... ..... 44....25

34-35---------359--31

(44)

94 „14. „.....„В...55
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получимъ ра--1-4-пуравненій, содержащихъ (т.-t-1) и вели

чинъ и, у.... у, и я производныхъ этихъ величинъ. Поло

жимъ, что мы произвели К дифференцированій надъ уравне

ніями:

d"у,

лѣт. 29).—«

du, d”

114ж22). 34)

Въ этомъ случаѣ прибавится (д-4-1) Б новыхъ уравненій и

ній новыхъ производныхъ функцій у., у.... у, до порядка

т -t-К.

Такимъ образомъ мы получимъ всѣхъ уравненій (43) и (44)

съ новополученными ра-а-1-t-п-п-(а-н-1) К, содержащихъ

(п-t-1-4-494. величинъ у, у.... у, и ихъ производныя до

порядка m-н-К.

Чтобы возможно было исключеніе этихъ функцій нужно,

чтобы число уравненій на единицу превосходило число вели

чинъ, слѣдовательно должно удовлетворяться равенство;

и -н-1--п-п-(ц-1-1) В—(п-t-1-t-К)р.-н-1

откуда находимъ, что К. удовлетворяетъ уравненію

Ка п(и-1) (45)

Исключивъ изъ этихъ уравненій величины у;, у... у...„

зу, съ ихъ производными, получимъ то дифференціальное урав

неніе порядка п-п-К-пу,которому удовлетворяетъ функція и.

Нужно впрочемъ замѣтить, что и будетъ только однимъ

изъ частныхъ интеграловъ этого уравненія, ибо уравненіе
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dу d"уVI

лѣт. У1, 23)

можетъ имѣть въ числѣ своихъ частныхъ интеграловъ такія

величины и ", у",... у", сумма которыхъ, составленная изъ

и величинъ, можетъ быть раціональною функціею х, но эти

величины не будутъ корнями алгебраическаго уравненія (2).

Можетъ случиться, что и будетъ раціональною функціею,а дан

ное уравненіе не имѣетъ алгебраическихъ интеграловъ и та

кимъ образомъ нашъ признакъ будетъ необходимымъ, но не

достаточнымъ.

Для выдѣленія корней алгебраическаго уравненія слѣдуетъ

прибѣгнуть къ другому пріему.

5 12. Дополнительный пріемъ для выдѣленія алгебраическихъ

интеграловъ. Получивъ уравненіе, зависящее отъ и, порядка

п-t-К

du d'u d"""ид.

гіи 31. 35.34)

мы на томъ основаніи, что

п-п-К—пр. а 1 .

имѣемъ уравненіе:

du d'u d’и

я (43, 25, 22):—« ч»

Другое уравненіе, которому удовлетворяетъ функція

у,---и,--...--ул-—Р.

получится какъ результатъ исключенія функцій

Р., Е,... Р, изъ уравненій (8).

Положимъ,этотъ результатъ выразится дифференціальнымъ

уравненіемъ:

119, 19IIР

«(454.... 22)-о въ
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Такъ какъ раціональная функція Р., есть частный инте

гралъ уравненій (46) и (47), то величина Р, опредѣлится

какъ общій интегралъ уравненій (46) и (47) или уравненій

du d'u d’и

гіи 3. 22. 23)-о «а

du d?ц d"и

«(5555. 55)-« «т

Такимъ образомъ вопросъ объ опредѣленіи Р, приводится

къ вопросу объ опредѣленіи общихъ интеграловъ двухъдиф

ференціальныхъ уравненій какой угодно степени и порядка.

5 13. Способъ симметрическихъ функцій. Иногда, разыскивая

алгебраическіе интегралы дифференціальнаго уравненія

фу д"

114ж22). 34)-о о

удовлетворяющіе неприводимому уравненію

у.-Ру“---...--Р.„у--Р.-0 (2)

можно къ уравненіямъ (8)

В,-О

Ка-0

(8)

1но

присоединять уравненіе, получаемое изъ уравненія (1) помо

щію симметрическихъ функцій.

Означая черезъ и, п, .. у, его алгебраическіе интегралы,

составляемъ уравненіе

du, d"

Удать?.. А?)–« ч»

гдѣ знакъ5 распространяется на всѣ корни у, уравненія (2).

Очевидно уравненіе (48), будучи симметрическою функціею

корней уравненія (2), даетъ функцію, зависящую отъ Р.,
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г.... Р, коеффиціентовъ уравненія (9). Дѣйствительно, че

ны уравненія (48) будутъ вида

. [449 (4747"

X44. (19)“. (9)

ду; 1 1521 1"”” 44"

ною функціею у., то каждый изъ членовъ уравненія (48)

выразится дробною симметрическою функціею корней урав

ненія (2). Эта же функція будетъ раціональною функціею

коеффиціентовъ уравненія (2). Такимъ образомъ къ уравне

ніямъ (8) можно иногда присоединять новое дифференціаль

ное соотношеніе:

Такъ какъ -Е4, 554,... —-44 могутъ бытьвыражены дроб

ф(1, Р... Р.)-о (4)

Соотношенія (8) съ соотношеніемъ (49) даютъ ца-1-1 диф

ференціальныхъ уравненій между р. функціями. Изъ этихъ

уравненій можно получить условіе, которому должны удовле

творять коеффиціенты уравненія (1) для того, чтобы инте

гралъ могъ выражаться уравненіемъ (2) съ раціональными

коеффиціентами.

Если условіе выполняется и существуютъ раціональныя

функція Р., Р„... Р., удовлетворяющія уравненіямъ (8) и

(49), то и существуетъ алгебраическій интегралъ вида (8) для

даннаго дифференціальнаго уравненія (1). При томъ самыя

функція Р., Р„... Р, должны быть раціональными корнями

нѣкоторыхъ алгебраическихъ уравненій, если только мы по

слѣдовательно исключаемъ всѣ производныя изъ уравненій (8)

и (49). Въ самомъ дѣлѣ, исключивъ всѣ функція Р., Р„... Р.

изъ у.-1-1 уравненій, мы получимъ для Р, два дифференцi

альныхъ уравненія вида:

4Р. d'Е, у.

да г. 24.99).—«

41, 421

л (4 г. 24.99).—«

(50)
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Изъ уравненій (50) всегда можно исключить всѣ производ

ныя функціи Р, и получить алгебраическое уравненіе вида

ф(х, Р.)—О (51)

Если оно имѣетъ раціональные корни, то и существуетъ

раціональная функція Р., удовлетворяющая уравненіямъ (8)

и (49).

Тоже заключеніе имѣетъ мѣсто и для всѣхъ остальныхъ

функцій Р., Р... Р.

5 15. Линейное уравненіе 1-го порядка. Найти при какихъ

условіяхъ линейное уравненіе съ раціональными коеффиціен

ТIIIIIII

5--46---9 (за

имѣемъ алгебраическій интегралъ въ формѣ неприводимаго

уравненія

у“--Ру--Р.- О (53)

съ раціональными коеффиціентами Р, и Р.

Опредѣляемъ изъ уравненія (53)

45.45

4..?24IIIЕ О0

dхТ2у--Р,

» «тъ тѣ теор.утеса послѣ та

Фу ..... ..... .

на 12 его мечтою саю, тепени въ одному знаменатель

и замѣны у" величиною

у":—Ру—Р,

даетъ уравненіе

(29-г-4) -55-аги-на-ть–то

Уравненіе (55) дастъ два дифференціальныя уравненія

т.хуп. выы. п. 28
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24-ага-зо-о «о

(56)

9-гв.— г-го-го и

Если къ этимъ уравненіямъ присоединить уравненіе

9 . ты....

55--ви-за

гдѣ

X2-52-55---5945Тода; Т dg Г der

Жу: у,--у,–—Р,

получимъ уравненіе

45 . 5.ъ „L

или уравненіе

24-г-зо-о от

Изъ уравненій (56) и (57) послѣ вычитанія получаемъ урав

неніе

РР.-0 " (58)

Уравненіе (58) показываетъ, что рѣшеніе возможно въ

двухъ случаяхъ:

1) Первый случай. Р,аО

Въ этомъ случаѣ находимъ изъ уравненія (56)

Оч.О

Такимъ образомъ линейное уравненіе имѣетъ алгебраиче

скій интегралъ вида

у“-- Раt. О

если (?): О



то есть для уравненія

можно отыскать алгебраическій интегралъ вида

у“--Р.--- О

Уравненіе (66) даетъ при Р, —0, (4-о уравненіе

41Р

43ъ котораго найдемъ

„—499

Ч9994 Р. было раціональною функціею, необходимо, что

бы удовлетворялось условіе

гдѣ 92) есть раціональная функція г.

Изъ послѣдняго уравненія находимъ, что

I - 1 Фiх)

4---555

Такимъ образомъ только уравненіе

95.1975).—

4—551 г.?

99999 ччтебраическій интегралъ, удовлетворяющій неприво

димому уравненію второй степени,

994999тай случай. Р.-0, даетъ уравненія

dу

45Т

dР.

59---29-го 1, а)

994.... пл.

554-55-го

559
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Изъ уравненія (59) видно, что

Р, —-21045

Р, —2194194

слѣдовательно у удовлетворяетъ уравненію

у?-21045. у--2104104).-О (60

гдѣ

1014 и 1015104) должны быть раціональнымъ функціями

Такъ какъ частные интегралы, удовлетворяющіе неприво

димому уравненію (60), суть алгебраическія функціи, а О есть

раціональная функція, то изъ уравненія

видно, чтоутоже раціональная функція, слѣдовательно урав

неніе

не имѣетъ алгебраическихъ корней, удовлетворяющихъ не

приводимому уравненію (53).

5 15. Условія интегрируемости уравненія:

dу

I-г-о-в- о ф

въ формѣ неприводимаго уравненія

у“-н- Ру-н- Р„на О (62)

отать:«тътѣ

44. „. 513

4.423:

аг´´"бу 11,

Замѣняя въ уравненіи (61) величину у“, опредѣляемую изъ

уравненія (62), получимъ уравненіе:
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2-го-го--и-гв. о «а

Изъ сопоставленія уравненія (63) съуравненіемъ (52) вид

но, что для опредѣленія условій интегрируемости мы можемъ

прямо переписать уравненія (56), въ которыхъ слѣдуетъ толь

ко замѣнить величины Р и О величинами:

Р величиною (1—РР,

О величиною РР.—К

Сдѣлавъ это, имѣемъ для нашего случая уравненія

29-го-го-г.–пью «и

dР,

354---за-гра-о-геог-си,–пол-офь

Сложивъ два уравненія

31- «-— гдѣ-и-г. о

dу,

3--о — гдѣ-ли— иг-I б

и принимая во вниманіе, что

у,-н-у,——Р,

44. 444.... 44",

45Та-"“Глаг

получаемъ уравненіе:

419

554-о—явля-зага.—ло- о со

Вычитая взъ уравненія (65) уравненіе (66), получаемъ

(9—РР.)Р,—О (67)

Условіе (67) ведетъ къ двумъ случаямъ

а) Первый случай Ра- о (68)

Условіе (68) обращаетъ уравненія (64) и (65) въ уравненія



— 436—

РР.,—ВыО (69)

25-гов- о со

Уравненія (69) и (70) даютъ

—aloue В

в.г59-3

откуда получаемъ условіе интегрируемости

4115 ., 4119

152— 455

Въ случаѣ выполненія условія (71), интегралъ уравненія

(61) опредѣлится изъ равенства

--2В0Кн. О (71)

ж-3-о та

или изъ уравненія

-т9: —» «т»

1) 2-й случай: Условіе (67) выполняется и тогда когда

(!)—РР. н- О (73)

Въ этомъ случаѣ уравненія (64) и (65) даютъ:

99 . » въ ты —

99 . въ „ такъ „

Изъ уравненій (74) и (75) получаемъ уравненіе

dР. . „, dВ, I

459—259.—

откуда

ра

254—2К,--С. (76)
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Пзъ уравненій (73) и (75) находимъ

II9 I (29

гн. 1, гл. 4-а-1-à en

Такимъ образомъ уравненіе

dу

55--ви-от--я-о

имѣетъ своимъ интеграломъ уравненіе

4

«-34-35--с--о та

при условіи, которое получается изъ уравненія (74) если Р;

и Р, замѣнимъ ихъ величинами:

99 ш. л. 17 . . 1492 г. кн. 14М „L

45—«191-449— пе-ст.)-« ч»

Такъ какъ уравненіе (78) можетъ быть представлено въ

видѣ

(4-51-о-о «

и такъ какъ уравненіе (80) не есть неприводимое, то второй

случай не можетъ имѣть мѣста, то есть во второмъ случаѣ

не существуетъ неприводимаго уравненія второй степени

могущаго быть интеграломъ уравненія (61).

При мѣръ: Уравненіе

за-та-та-та-та-тю

---(2х2—а— Б)у—242— а)(х—Б)—О (81)

послѣ раздѣленія на коеффиціентъ приводится къ виду

9-г-г-г-г-41-4-4-4-У-г
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Здѣсь

Рачь (х— а) (х—Б)

Условіе (71) выполняется, слѣдовательно интегралъ найдет

ся изъ уравненія (72)

, 1

т—555— 1

Частнымъ интеграломъ уравненія (81) будетъ величина

1

"— удара



къ ткови тввкмлюнныхъ увлвнній.

П. А. Некрасова.

Сочиненіе мое «Изслѣдованіе уравненій вида: и”-ри"—

g-0» *) не содержитъ достаточныхъ указаній литературы,

относящейся къ трехчленнымъ уравненіямъ. Недостатокъ этотъ,

вытекшій главнымъ образомъ изъ незнакомства моего съ нѣ

которыми мало распространенными нѣмецкими сочиненіями,

о существованіи которыхъ я узналъ лишь впослѣдствіи, и съ

англійскими сочиненіями, здѣсьустраняется по возможности.

Привожу въ хронологическомъ порядкѣ подробный списокъ

всей извѣстной мнѣ въ настоящее время литературы, со

прикасающейся съ теоріей трехчленныхъ уравненій (пропу

ская отчасти то, чтó приводится въ курсахъ анализа въ видѣ

примѣровъ).

Lambert. Аctа Нelvetica, Vol. П1, р. 154. 1757.

Батѣert. Оbservations analуtiques. Nouveauх mémoires de

1’Аcadémie de Вerlin, р. 225. 1770.

Еuler. Оbservationes circa radices аеquationum. NoviСom

mentarii Асademiae Реtroрolianae, t. ХV, р. 51. 1770.

Еuler. De serie Lambertiana plurimisque ejus insignibus

рrорrietatibus. Асtа Асаdemiaе Рetroрolianae, р. 29. 1779

*) Матем, Сборникъ, т. ХI, вып. 1. 1883.
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Gauss. Вeitrage 2ur Тheorie der algebraischen Gleichungen.

Аbh. der Кбnigl. Gesellschaft d. Viss. 2u Gottingen, Вand 1V.

1849.—Gauss Verke, Ваnd П.

Иlestphal. Еvolutiо radicum aeguationum algebraicarum e

ternis terminis сonstantium in series infinitas. Gottingaе. 1850.

Саuchу. Каррort sur nouvelles recherches relatives à lа série

de Lagrangе et рrésentées à l’Асadémie раr М. Еeliх Сhiо de

Тurin. Note troisiéme. Сomрtes rendus del’Аcadémie de Рaris,

t. ХХХIV, 1-e sem., р. 345—349. 1852.

Киssel. Оn the Тheorу of Пefinite 1ntegrals. Рhilosорhiса

Тransactions, Vol. 145, р. 157—178. 1854.

Наrlеу. Оn the Тheorу of the Тranscendental Solutіon оl

Аlgebraiс Еquations. Рroceedings of the Literarу and Рhilo

sорhical Societу оf Мanchester, Vol. П, Sessions 1861—62, р.

181—184, 199—201, 237—241. 1862.

Наrlеу. Оn the Тheorу of the Тranscendental Solution оl

Аlgebraiс Еquations. Оuarterlу Лournal оt Мathematics, Уо!

V, р. 337—360.

Сауleу. Note on a Differential Еquatіon. Рroseedings of thе

Literarу and Рhilosophical Societу of Мanchester, Vol. П,

Sessions 1861—62, р. 193. 1862.

Сochle. Сommunication from Мr. Сockle. Рroceedings of thе

Literarу and Рhilosорhical Societу of Мanchester, Vol, П,

Sessions 1861—62, р. 202—203. 1862.

Наrlеу. 1) Оn a certain class оt Linear Differential Еqua

tions. 2) Кemarks. Рroceedings of the Literarу and Рhilosорhiса

Societу оt Мanshester, Vol. П1, Sessions 1862—1863, р. 11—14

17—20, 1864.

8рottismoоde. Note on Differential Кesolvents. Тамъже, р. 14

Сochle. 1) Оn certain Linear Differential Еquatіons. 2) Ои

the Тheorу of Еquations. Тамъ же, р. 16-17; 171—174.

Киsselt. Оn the Solution of the Differential Кesolvent. Тамъ

же, р. 72—73.

Вооle. Оn the Differential Еquations vhich determine lie

form of thе Кооts of Аlgebraiс Еquations. РhilosорhiсаlТгап

sactions, Vol. 154, р. 733—755. 1864.
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Вооle. Тreatise on Differential Еquations. Suррlementarу

Volume, р. 190—199"). 1865.

Оebhardt. Die Аuflosung dreigliedriger algebraischer Gleichun

gen durch Reihen, mit einer Тabelle von log Г(х). Рrogramm

des Nicolaigуmnasiumszu Leiрzig auf dasschujahr 1872—1873.

Leiрzig. 1873.

Маngoldt. Lieber Darstellung der Vurzeln einer dreigliedri

gen algebraischen Gleichung durch unendliche Кeihen. Іnau

gural-Пissertation. Вerlin. 1878.

Вашкоп. Оn a nev. method of determining the Differential

Кesolvents of Аlgebraical Еquatіons. Рroceedings of the London

Мathematical Societу, Vol. 1Х, р. 202–215. 1878.

Наrlеу. Аddendum. Тамъ же, р. 216—221.

Наrlеу. Оn certain Linear Differential Еquations. Кероrts of

the meeting of the Вritish Аssociation for the advanсement

оf Scienсe, 1878, р. 466—470. 1879.

Каrtas. Аuflбsung der dreigliedrigen algebraischen Gleichun

gen. Аrchiv der Мathematikund Рhуsik,ВаndLХIV, s.24—29.

1579.

Некрасовъ. Изслѣдованіе уравненій вида: и”-ри"—4- О.

Математическій Сборникъ,томъХ1, вып. 1, стр. 1—174. 1883.

Schapirа. Пarstellung der Vurzeln einer allgemeinen Glei

chung n”"Grades mit Нilfe von Сofunctionen aus Рotenzreihen

in elementarer Вehandlungveise. Leiрzig. 1883.

Вessо. 1) Soрrа una classe di equazioni trinomie. 2) Sull’

eauazionе del quintо gradо. Аtti della reale Ассademia dei

Linсei, Vol. ХІХ, 631—642; 232—244. 1884.

Меll. Пie Аuflosung dreigliedriger Gleichungen nach Gauss.

Аrchiv der Мathematik und Рhуsik, zweite Кeihe, erste Тeil,

s. 311—333. 1884

Веssо. Sullе eguationi trinomie e, in рarticolare, su quelle

del settimо gradо. Аtti della reale Аccademia dei Linсei. Кen

diсоnti, serie quartа, Уol. 1, 237—243. 1885.

Неутапт. 1) Цeber die Аuflosnng gevisser algebraicher

*) Сюда вошли замѣчанія, сдѣланныя Тоdhunter'омъ.
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Gleichungen mittels Іntegration von Differentialgleichungen.

2) Пeber die Аuflosung der allgemeinen trinomichen Gleichung

19--да!"г"ч-Ба- О. 2eitschrift fur Мathematique und Рhуsik,

Вand ХХХП, s. 102—120, 129—146; 223—240. 1886.

Неутат. Тheorie der trinomischen Gleichungen. Мathema

tische Аnnalen, Ваnd. ХХVІП, s. 61—80. 1886.

Меltrassof. Цeber trinomische Gleichungen. Мathematischе

Аnnalen, Вand ХХІХ, s. 413—430. 1887.

Некрасовъ. Выраженіе корней трехчленнаго уравненія по

средствомъ опредѣленныхъ интеграловъ. Математическій

Сборникъ, томъ ХП, стр. 739—748. 1888.

Лахтинъ. Выраженіекорней трехчленнаго алгебраическаго

уравненія посредствомъ опредѣленныхъ интеграловъ. Мате

матическій Сборникъ, томъ ХV, стр. 61—82. 1890.

Неутапт. Studien uber die Тransformation und Пntegration

der Differential—und Differenzengleichungen. Пrittes Каріtel

s. 213—297, 373—403. Leiрzig. 1891.

Лахтинъ. По поводу мемуара М. А. Рujet «Sur lа fonction

résolvante de l'éguation z”-н-рх.-н-фа О», помѣщеннаго въ

91 томѣ Сomptes Кendus. Математическій Сборникъ, томъ

ХVП, стр. 334—336. 1893.

Приведя этотъ списокъ”), считаю должнымъ пополнить

введеніе къ моему «Изслѣдованію уравненій вида: и”-ри"—

g-О» слѣдующими замѣчаніями, разъясняющими значеніе тру

довъ другихъ авторовъ и отношеніе ихъ къ этому «Изслѣдо

ванію».

Однаизъ болѣе существенныхъ частей «Изслѣдованія» есть

та, въ которой изучаются законы распредѣленія корней трех

членнаго уравненія въ связи съ выраженіями этихъ корней

какъ посредствомъ опредѣленыхъ интеграловъ, такъ и по

*) Въ этотъ списокъ не включены статьи, относящіяся къ вычисле

ніюдѣйствительныхъ корней трехчленныхъ уравненій способами послѣ

довательныхъ приближеній,а также статьи, относящіяся къ выраженію

корней трехчленныхъ уравненій при посредствѣ символовъ, подобныхъ

безконечнымъ непрерывнымъ дробямъ.
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средствомъ безконечныхъ рядовъ. Эти законы, вполнѣ опре

дѣляющіе такъ называемое аналитическое продолженіе функ

ціи, представляемой корнемъ трехчленнаго уравненія, при

непрерывномъ переходѣ перемѣннаго изъ одной области въ

другую (въ частности при всевозможныхъ обходахъ около

особыхъ точекъ)и вообще характеризующіе многія основныя

свойства корней трехчленнаго уравненія, вовсе незатронуты

въ трудахъ другихъ авторовъ и составляютъ главную отли

чительную особенность моего «Изслѣдованія» сравнительно

съ трудами другихъ авторовъ.

Но въ нѣкоторыхъ частяхъ мое «Изслѣдованіе» сходится

съ трудами другихъ авторовъ, при чемъ въ двухъ пунктахъ

я долженъ признать пріоритетъ за другими авторами.

Въ предшествующей моимъ трудамъ литературѣ установ

лены были всѣ главныя формы рядовъ, въ которые разлага

ются корни трехчленнаго уравненія, иуказаны условія сходи

мости этихъ рядовъ. Такимъ образомъ въ этомъ отношеніи

мнѣ не принадлежитъ никакого пріоритета. Въ полномъ объ

емѣ вопросы эти впервые рѣшены въ трудѣ Иestphal, увѣн

чанномъ преміей отъ имени философскаго факультета въ

Геттингенѣ. Потомъ эти результаты изложены были вновь

въ трудахъ Оebhardt, Маngoldi и другихъ. Мое «Изслѣдованіе»

дополняетъ эти результаты 1)указаніемъ (стр. 77—94)тѣхъ

особенностейвъходѣубыванія коэффиціентовъ рядовъ, пред

ставляющихъ корни трехчленнаго уравненія, которыя имѣютъ

значеніе при вычисленіи высшихъ предѣловъ дополнитель

ныхъ членовъ этихъ рядовъ, и2) указаніемъ (стр. 101—109)

способовъ повышенія быстроты сходимости тѣхъ жерядовъ.

Въ вопросѣ о выраженіи корней общаготрехчленнаго урав

ненія посредствомъ опредѣленныхъ интеграловъ мое «Изслѣ

дованіе» встрѣчается съ предшествующими емуизслѣдованіями

Киssel и Вооle. Новыраженія корней трехчленнаго уравненія

посредствомъ опредѣленныхъ интеграловъ, равносильныя, въ

сущности, интегральнымъ вычетамъ (Сauchу), способнымъ,

какъ извѣстно, представлять корни любаго алгебраическаго

уравненія, если они отдѣлены другъ отъдруга контурами, не
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могли считаться окончательными, пока не были указаны эти

контуры или законы распредѣленія корней для трехчленнаго

уравненія. Поэтому вполнѣ законченное рѣшеніе вопроса о

выраженіи корней трехчленнаго уравненія посредствомъ опре

дѣленныхъ интеграловъ дано впервые не въ трудахъ англій

скихъ математиковъ, а въ моемъ «Изслѣдованіи», гдѣ для все

возможныхъ случаевъ опредѣленно указаны пути или предѣлы

интегрированія въ этихъ опредѣленныхъ интегралахъ.

Впослѣдствіи вопросомъ овыраженіи корней трехчленнаго

уравненія посредствомъ опредѣленныхъ интеграловъ занимал

ся Нeутаnn, труды котораго побудили меня ещеразъ пере

смотрѣть иулучшить рѣшеніе вопроса, изложенное вновь въ

моей статьѣ: «Выраженіе корней трехчленнаго уравненія по

средствомъ опредѣленныхъ интеграловъ». Тѣмъжевопросомъ

потомъ занимался Л. К. Лахтинъ, улучившій пріемы рѣше

нія Буля *).

Обозрѣвая приложенія теоріи трехчленныхъ уравненій къ

различнымъ вопросамъ анализа, я долженъ уступить англій

скимъ математикамъ Гарлею, Булю и другимъ пріоритетъ

въ разсмотрѣніи одного случая интегрируемости дифферен

ціальнаго уравненія

«--124-1-4-354---«но и

посредствомъ корней трехчленнаго уравненія. Упомянутые

англійскіе математики разъяснили, что дифференціальное

уравненіе

*) Выводъ выраженій корней трехчленнаго уравненія посредствомъ

опредѣленныхъ интеграловъ, употребляемый англійскими математиками

и основанный на разсмотрѣніи резольвенты въ формѣ линейнаго диф

ференціальнаго уравненія (2) (см. ниже), мнѣ представляется длиннымъ

и сложнымъ даже послѣ упрощеній, сдѣланныхъ Л. К. Лахтинымъ и

Гейманомъ. Выводъ этотъ короче и проще всего дѣлается изъ раз

смотрѣнія интегральныхъ вычетовъ.
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9II.„

54—

(2)

m-—и—1 т-1

5-449). II(55—999999IIIII—449). II(55—99999991

сыщу Фели-т

имѣетъ интегралы, представляемые такъ:

у-а?, т-ma“--п—я на о.

Легко убѣдиться, что уравненіе (2) есть частный случай

уравненія (1).

Въ трудахъ Наrlеу, Соскle, Вооlе, Кауson и въ позднѣй

шихъ трудахъ Вessо, Неуmann и Л. К. Лахтина дифферен

ціальное уравненіе (2) разсматривается какъ дифференціаль

ная резольвента трехчленнаго уравненія *). При цѣломъ К

порядокъ этой резольвенты легко понижается на единицу.

Нужно сказать, что въ моемъ «Изслѣдованіи» случай, когда

уравненіе (1) интегрируется при посредствѣ трехчленныхъ

уравненій, представленъ въ несравненно болѣе общемъ видѣ

(стр. 146—160). Этотъ случай есть тотъ, когда уравненіе (1)

приводится къ виду:

г. Ту а л

32—1115-«)

2.— 1 III5--- а,I 1 у, (3)
ду” I II Ч. 411дуу: " "?

у меня тут

гдѣ величины а, а,,..., а., опредѣляются такъ:

К–та

474—174
1) а;— А-а-ту,— I—- при а сот-m,

т0т-t-1—т.).— К

з) «на-ть–4-----
при а е т—п,

при чемъ Л, р., и,...,р., означаютъ произвольныя цѣлыя

*) Въ нѣкоторыхъ изъ этихъ трудовъ дифференціальная резольвента

берется не подъ формой (2), а подъ иными, близкими къ ней формами,

выводимыми изъ нея преобразованіемъ перемѣнныхъ.
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числа. Уравненіе (3), обнимающее уравненіе (2), какъ част

ный случай, интегрируется при посредствѣ корней трехчлен

ныхъ уравненій

244т9

пe"—т е " ха“--т—п-t-1 0,(r- О, 1,..., т.—1).

Дѣлая вышеизложенныя замѣчанія, яжелалъ главнымъ обра

зомъ засвидѣтельствовать свое признаніе за другими авто

рами тѣхъ заслугъ ихъ, которыя, принадлежа имъ по спра

ведливости, были упущены мноювъ «Изслѣдованіи уравненій

вида: и”—ри“—да. Ок.

26 сентября

1893 года.



КЪ ТЕОРІИ КРИВЫХЪ ДВОЙНОЙ КРИВИВНЫ.

В. А. Анисимова.

5 1. предлагаемыя вниманію математиковъ замѣтка имѣ

ютъ своею задачею развить нѣкоторыя геометрическія слѣд

ствія, вытекающія изъ общеизвѣстныхъ аналитическихъ фор

мулъ, относящихся къ теоріи кривыхъ двойной кривизны.

Получаемые такимъ образомъ выводы способствуютъ выясне

нію геометріи кривыхъ въ пространствѣ и приводятъ къ

нѣкоторымъ довольно интереснымъ зависимостямъ между

геометрическими элементами, свойственными кривой въ дан

ной ея точкѣ.

5 2. Относимъ кривую къ системѣ прямолинейныхъ прямо

угольныхъ координатъ въ пространствѣ; имѣемъ для точки

М(х,у, 4) кривой уравненія

ха ф(s),

у— 348), 1 . . . . . (1)

-«!

гдѣ параметръ з есть длина дуги нашей кривой, отсчиты

ваемая отъ нѣкотораго опредѣленнаго начала на кривой до

точки М.

Въ точкѣ М проводимъ касательную къ кривой, главную

нормаль и нормаль полярную (такъ будемъ называть прямую,

т.хуп. выы. п. 29
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проходящуючерезъ Мпараллельно полярной оси). Называемъ

вмѣстѣ съ Беrret соотвѣтственно черезъ

а, В, т.

5, т. С

Я, 4, у

углы съ осями координатъ касательной, главной нормали и

нормали полярной, черезъ

dа, dit

углы соприкосновенности и крученія для М., а черезъ

к и т .

оба радіуса кривизны (радіусъ кривизны и радіусъ крученія)

для той же точки М. Имѣемъ формулы *)

dх: сова. ds,

Э!..»

dга сову.ds;

«.

dcos3–соsn.dа, . . ..... (3)

dcosуасоs”. dа,

dcos).—cost. dr, j

!

dсоздасоsn.dr, 1 . . . . . (4)

«1

” deоstа-–сова да-солда,

Г?... А

«----------!

*) Serret.–Сours de caleul différentiel et intégral, t. 1, р. 408-409.
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ds . ds

44-55, 14-15----. 10

Пользуясь этими формулами, легкодокажемъ нижеслѣдую

щія теоремы. ”

Г. Теорема. Двѣ смежныя касательныя къ кривой въ про

странствѣ пересѣкаются.

Доказательство. Смежными называемъ касательныя въ без

конечно близкихъ точкахъ кривой. Изъ опредѣленія каса

тельной вытекаетъ непосредственно, что двѣ смежныя каса

тельныя пересѣкаются. То же самое можно доказать и ана

литически, если разсмотрѣть уравненія двухъ смежныхъ ка

сательныхъ; придется воспользоваться формулами (2).

Геометрическое мѣсто касательныхъ къ кривой двойной

кривизны есть развертывающаяся линейчатая поверхность.

ГГ. Теорема. Двѣ смежныя главныя нормали къ кривой

двойной кривизны вообще не пересѣкаются,

Доказательство. Разсматриваемъ главныя нормали въ двухъ

смежныхъ точкахъ М(х,угу и М"(2-t-dху н-dуг-г-da).

Имѣемъ уравненія

Х–х. Е-у.2-я

соs? Т сosm Т сost."

Х–х–dх Е-у–dу I 2-г-de

соs3-1-дсos? Тсоsг-н-dcosn Тсost.-t-deоs”

Одинъ изъ косинусовъ соsé, сosa, сos”, напр. соst, обяза

тельно отличенъ отъ нуля. Тогда, опредѣляя Е-у, 2–з изъ

первой системы уравненій и вставляя во вторую систему,

найдемъ

„„(5—443-4555.(155555445.

соs?-н-dcos? Т сова--асова

I(Х–2)cos”-da cos?

ТТсозсіieris;

Примѣняя затѣмъ формулы (2) и (5) и помня, что каса

тельная, главная нормаль и нормаль полярная взаимно пер

пендикулярны, находимъ:

294
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МыХ—т.,

и тогда, пользуясь формулами (2), (5) и (6), получимъ:

соsа 1 сов. 1

«4-х–4 (5--з5),

Т

«-х-159-93)

«-х-I94-95}

Отсюда

Х—х:

554-9,

или, такъ какъ Х-–х отлично отъ нуля,

1

549,

1

для привыкъ двойной причины величина, вообще не

равна нулю, а потому двѣ смежныя главныя нормали не пе

ресѣкутся *). Геометрическое мѣсто главныхъ нормалей къ

подобной кривой представляетъ неразвертывающуюся (косую)

линейчатую поверхность.

Для кривой плоской всѣ главныя нормали, находясь въ

плоскости самой кривой пересѣкаются.

Ту же теорему весьма просто можно доказать и геоме

трически.

Беремъ четыре безконечно близкія точки М, М", М”,М"

кривой. Главная нормаль для точки Млежитъ въ плоскости

*) Исключеніе представятъ тѣ точки на кривой (ихъ конечноечисло)

1

7

кость имѣетъ съ кривою соприкосновеніе 3-го порядка и по Сауlеу

носитъ названіе стаціонарной.

для которыхъ , за О. Въ подобныхъ точкахъ соприкасающаяся плос
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ММ"М” и перпендикулярна къ ММ", а главная нормаль въ

точкѣ М" находится въ плоскости М? М"М” и къ прямой

М"М” перпендикулярна.

При пересѣченіи главныхъ нормалей для точекъ М. и М"

обѣ плоскости ММ"М” и М"М"М” совпадали бы, что для

кривой двойной кривизны вообще невозможно.

ПГ Теорема. Двѣ смежныя полярныя нормали къ кривой

двойной кривизны вообще не пересѣкаются.

Доказательство. Имѣемъ двѣ смежныя полярныя нормали

Х–х-нах. 17-у-dу j; 2-г-de

cosл--дсost Тсosа--дсова "сад-Iliene”

Считая соs) отличнымъ отъ нуля и пользуясь формулами

(2), (4), (6), получимъ

12

—«ста-х-а?5,

—«зем-Iх-491.

—«ста-ж-то",

И Отсюда

1

544

что вообще для кривой двойной кривизны невозможно. Гео

метрическое мѣсто полярныхъ нормалей къ подобной кривой

представляетъ неразвертывающуюся линейчатуюповерхность

Въ случаѣ кривой плоской полярныя нормали, будучи пер

пендикулярны къплоскости кривой, параллельны между собою

и потому пересѣкаются въ безконечно удаленной точкѣ.

Такимъ образомъ кривая двойной кривизны можетъ быть

разсматриваема, какъ линія пересѣченія трехъ линейчатыхъ
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взаимно ортогональныхъ поверхностей, изъ которыхъ одна

развертывающаяся и двѣ косыя.

5 3.Систематрехъ взаимно-перпендикулярныхъ прямыхъ—

касательной, главной нормали и нормали полярной—пред

ставляетъ при изученіи свойствъ кривой двойной кривизны

выгодную систему осей координатъ. Отнесемъ, какъ это дѣ

лаетъ Нermite, къ подобной системѣ осей нашу кривую, по

мѣстивъ начало координатъ Х, 1, 2 въ точкѣ Мих.,у, 4)

кривой, и за перемѣнное независимое примемъ дугу s

кривой, считая ея дугу отъ начала координатъ Х, 1,2. Наши

уравненія (1) обратятся въ ")

—Аs-t-А's”-н-А"я?--...,

КнВ?--В994- . ..,

2:Сis”-н-С's“---. . . .

Имѣя при всякомъ з соотношеніе

447, 1454, 1461, 5

5) """); 1-1-14; 1 9 4

легко найдемъ

А”— 1, 4ААн- О, 4А?"-н-6ЛА?-н-4В9- О,...

Пользуясь произволомъ въ выборѣ положительнаго напра

вленія оси Х, всегда можемъ достигнуть того, чтобы Ан-1;

» «т» т.---34 и «т» «т»

х--Еге-.

ЕщеВ?--В?59---. . .,

2:Сis?-н-С'es”-н—. . .

Съ другой стороны, при заво имѣемъ формулы **):

") Нermite. Сours d'Аnalуse, р. 1з7. Рaris, 187з.

**) Неrmite. Loc. citat, р. 472,
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454VIIIIIIIIIV. 194):„I.

33)-(241-(99)-4.

. . . . . 144):

(49)-(99-149}-45-1-74
1 I- 1 1 1 1-11) Чугу?"—уг—1154 I Т15979 " (134

гдѣ В и Т радіусы кривизны и крученія въ точкѣ М(х, у, 4).

Изъ этихъ формулъ получимъ

- 1 ..... 1 1

44-55, 608-55

выбирая соотвѣтственнымъ образомъ положительныя напра

вленія осей Т и 2., достигнемъ того, чтобы

в- 44 сн-Е

Тогда для точекъ кривой будемъ имѣть уравненія

1

Ж-ховна-I4----..

44-55-45---..) съ

жь я 1 . . . .»

2446--54-99.

5 4. Изучаемъ проэкціи нашей кривой на плоскости ко

ординатъ ХК, 172, 23. "

Для проэкціи на плоскости ХУ имѣемъ уравненія

Точка Мх, у, 2) есть обыкновенная точка проэкціи, и ось

Х служитъ касательною къ проэкціи въ точкѣ М. Радіусъ
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кривизны проэкція въ точкѣ Л назовемъ черезъ К.; бу

демъ имѣть

В.-В. (8)

Ясно, что центръ кривизны кривой (двойной кривизны) въ

точкѣ М совпадаетъ съ центромъ кривизны проэкціи на со

прикасающуюся плоскость для той же точки М.

Проэктируемъ нашу кривую на плоскость Т2; для точекъ

этой проэкціи будемъ имѣть уравненія

1 . . .»

—5--15---....

2---4--ска

gу т - - - ----

Точка М(х,у, а) для разсматриваемой проэкціи будетъ точ

кою возврата 1-го вида, и ось У будетъ служить общею ка

сательною къ обѣимъ вѣтвямъ проэкціи, имѣя съ ними со

- Я - - - -

прикосновеніе порядка. Радись чинны почти въ точь

М”будетъ безконечномалымъ, и съточностью безконечно ма

лыхъ перваго порядка будемъ имѣть

52

4.–554, 6

Разсматриваемъ наконецъ проэкціи нашей кривой двойной

кривизны на плоскость 2Х.Точкиэтой проэкціи будутъ опре

дѣляться уравненіями

-- 1 4

---15------

2----3-се

gу“ - - - - - -- "

Точка М(х, у, 2) для этой новой проэкціи будетъ точкою

перегиба и ось Х будетъ касательною къ проэкціи въ этой

точкѣ, причемъ касаніе будетъ 2-го порядка. Радіусъ вра

визны проэкціи въ точкѣ М будетъ безконечнобольшимъ я
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ограничиваясь первымъ членомъ разложенія по восходящимъ

s, найдемъ о

III”

л. —5. (по

Сопоставимъ формулы (9) и (10); легко получимъ

В.В. н-327". (11)

Плоскость ЕЕ" есть плоскость нормальная къ кривой, пло

скость же 2Х, проходящую черезъ касательную и полярную

нормаль къ кривой, будемъ называть плоскостью полярно

касательною. Тогда формулою (11) выражается.

ГТ” Теорема. Произведеніе радіусовъ кривизны проэкцій на

плоскости нормальную и полярнокасательную въ данной

точкѣ М кривой двойной кривизны равняется удвоенному

квадрату радіуса крученія для той же точки.

5 5. Ни главныя смежныя нормали, ни смежныя полярныя

нормали къ кривой двойной кривизны, какъ это мы видѣли

въ 5 2, вообще не пересѣкаются.

Будемъ нормалью называть вообще всякую прямую, которая

проходитъ черезъ дашную точку Мах, у, 2) съ координатами

харіt), уве! (t), г–611),

перпендикулярно къ касательной и лежитъ потому въ нор

мальной плоскости. Уравненія этой нормали будутъ

х—у. Еяца

сокійТ сож?Тсоко?"

Косинусы сosА, соs В, соsС будутъ нѣкоторыми функціями

параметра 1 и будутъ, согласно опредѣленію, удовлетворять

условіямъ

(12)

соs"А-а-сокЧВ-н-соs"Са-1,

(13)

соsacosА-t-cosЗсоsВ-н-соsуcosСаО.

Разсматриваемъ нормаль смежную

X354. 151—41.5--44

соsil-t-deоsii ТeоsБ-н-1совВТeоsС.-н-1сок0"
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При какихъ условіяхъ разсматриваемыя двѣ смежныя нор

мали пересѣкутся? Отыщемъ эти пересѣкающіяся нормали,

буде онѣ существуютъ.

Пользуясь формулами (2), (12) и (13), получаемъ изъ по

слѣдняго уравненія, считая соsl отличнымъ отъ нуля,

(Х-гусаран-фасал. (Х—х: соs В— dусочлi.

сокія-нисоваяТТ ТсокЛ9 4. дeоsВТ

„Все?Iос1924. 55.,

Т 5015-415(2ТТ""Т”

а тогда уже легко найдемъ

—cosа.сosА.ds–(Х–х)dcosА,

— соst. cosА. ds-I(Х–хуdcos В,

—соsg.соsl. ds:—(Х–2)dсоsС.

Получаемъ такимъ образомъ дифференціальныя уравненія

deоsil. deоs В.I deоsС

64"Гдѣ?"Г са- I

(14)

которыя вмѣстѣ съ условіемъ

соs"А-а-соs?В-н-соs"Саl1

опредѣляютъ намъ всѣ три косинуса сosА, соsiВ, соsС въ

функціи перемѣннаго параметра t.

Уравненія (14) имѣютъ интересное геометрическое значе

ніе; выяснимъ его. Прибѣгаемъ, какъ это дѣлаетъ 8erret").

къ построенію сферическихъ изображеній. Строимъ сферу

радіуса единицы съ центромъ въ произвольной точкѣ, напр.;

въ началѣ координатъ О, и черезъ этотъ центръ проводимъ

прямыя параллельно пересѣкающимся нормалямъ. Въ пере

сѣченіи этихъ нормалей со сферою получится кривая, такъ

что точкѣ Мagуа) данной кривой двойной кривизны бу

детъ соотвѣтствовать на сферѣ точка Мах,у,з?), гдѣ

*) Serret.–Пос. сitat, р. р, 383—384, 403—404.
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хасosl, у насos В, 2-есоsС.

Самыя простыя вычисленія показываютъ, что косинусы

угловъ наклоненія къ осямъ координатъ касательной къ раз

сматриваемой сферической кривой въ точкѣ М"(х, у, 4) про

порціональны величинамъ dcosill, dсоs В, dcosС, а слѣдова

тельно, въ силу формулъ (14), и косинусамъ

соsa, сos3, соsу.

Отсюда становится очевидною

Т Теорема. Касательныя въ соотвѣтственныхъ точкахъ къ

данной кривой (двойной кривизны) и къ сферичекой кривой,

соотвѣтствующей пересѣкающимся смежнымъ нормалямъ, па

раллельны между собою.

5. 6. При опредѣленіи соsА, соsiВ и соsС, соотвѣтствую

щихъ пересѣкающимся смежнымъ нормалямъ, мы вмѣсто си

стемы (14) и уравненія

соs”А-1 сов. В-н-соs"Саl

можемъ воспользоваться системою (13) вмѣстѣ съ уравне

ніемъ

соsа Т сos ”

9994-959. 15

Въ самомъ дѣлѣ, ясно, что система (14) есть простое слѣд

ствіе системы уравненій (13) и уравненія (15). Пользуясь же

уравненіями (13) и (15), мы можемъ, во первыхъ, исключить

соsО, благодаря чему получимъ тогда

« Глѣлъ. Альба У 3

начата4994-3444)соsу соsу у -

Дифференцируя затѣмъ полученное уравненіе по параметру

й и упрощая найденный черезъ это дифференцированіе ре

зультатъ, придемъ къ уравненію

4994. „............Г.., 41сяЛ ..... 4 (совѣ

59-т1та (155)-тва?)Iно по
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Далѣе за неизвѣстную, подлежащую опредѣленію функцію

можемъ принять

--25. «и

Для этой функціи и безъ особыхъ затрудненій получимъ

дифференціальное уравненіе

dи

дй Га сам а сов

——--совасовуIТа. ТТЕ —ч-иЕ”Iа:О. (18

„I-41449-4531-- «

(20572

Найдя и при помощи уравненія (18), мы изъ уравненій

(13) опредѣляемъ затѣмъ и совл, соs В, соsС.

Уравненію (18), воспользовавшись формулами (3) въ 5 2

нашей статьи, а также формулами (5) у Бerret, loc. citat,

р. 392, можемъ дать болѣе простой видъ

та? -«-то».-«В-го
5 г-- ------- - ------ I

Уравненіе для опредѣленія и, беремъ ли его въ формѣ

(18) или же въ формѣ (19), есть обыкновенное дифферен

ціальное уравненіе перваго порядка, но не линейнаго вида

и вообще не принадлежитъ кътѣмъ классамъ дифференціаль

ныхъ уравненій, общій интегралъ которыхъ намъ извѣстенъ.

Въ виду этого можетъ оказаться полезнымъ при рѣшеніи

интересующаго насъ вопроса избрать нѣсколько иной путь.

Можемъ въ самомъ дѣлѣ, изъ уравненія (16) опредѣлить

соsВ и черезъ дифференцированіе по параметру 1 вычислить

«lcosВ

417 "

Тогда, само собою очевидно, получимъ при помощи урав

ненія (15) для создА линейное дифференціальное уравненіе

2-го порядка.

d'cosА „ dcosА

55---593-го-льно, а

затѣмъ

Р,
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гдѣ Р., Р,Р, суть цѣлые раціональные алгебраическіе мно

гочлены относительно сока, созЗ, соsу и производныхъэтихъ

функцій по параметру 1. Въ нѣкоторыхъ случаяхъ уравненіе

(20) можетъ оказаться болѣе удобнымъ для изслѣдованія, не

жели уравненія (18) или (19). "

Надѣясь впослѣдствіи вернуться къ болѣеподробному изу

ченію уравненій (18) или (19) и (20) мы въ данномъ случаѣ

приложимъ наши общія формулы къ обыкновенной винтовой

линіи, начерченной на прямомъ кругломъ цилиндрѣ и выве

ведемъ для нея уравненія (19) и (20). Имѣемъ для коорди

натъ точки Мах, у, 2) винтовой линіи выраженія

2 — а соsg,

у— а sing,

у— а; сіуi,

гдѣ а радіусъ основанія цилиндра.

Легко получимъ

соsа: —sini sing,

соs2–віni. соsg,

соsge сosi,

и тогда уравненіе (19) будетъ

5-ти та-та-то

dg

Подобнымъ же образомъ найдемъ, что уравненія (15) и

(16) будутъ для винтовой линіи

9994...„999915

5--«еду-—«

соsg

deоsl

dg -«ты! та-тата 1-го

Изъ этихъ уравненій уже безъ труда получимъ для урав

ненія (20) выраженіе
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. истл 1. «А

«-55-45

Наконецъ черезъ подстановку

—sin’ising сosА-Ф.

sing — t

уравненіе (20) для винтовой линіи приведется къ виду

d'cosА ..... ..... dcosА

59–а–959—«читано,
t(1–11)

обыкновеннаго уравненія для Гауссова гипергеометрическаго

ряда.

Замѣтимъ въ заключеніе, что геометрическое мѣсто нор

малей (12) съ условіями (14) составляетъ поверхность пере

сѣкающихся нормалей. Уравненіе этой поверхности получимъ

исключая изъ уравненій (12) перемѣнный параметръ 1. Ко

ординаты точки пересѣченія двухъ смежныхъ нормалей, какъ

не трудно убѣдиться, удовлетворяютъ уравненіямъ

г.-......... 9949 I

--------

ш..„ш„а 99959 I

т-ча--«азадъ; а

«а l

4----«. 5,

Исключая изъ этой системы (21) перемѣнный параметръ

1, найдемъ уравненія ребра возврата разсматриваемой раз

вертывающейся поверхности–поверхности пересѣкающихся

нормалей.

Варшава.

Октябрь, 1892,



О КРИТИЧЕСКИХЪ ДЕНТРАХЪ КРИВЫХЪ

3-го ПОРЯДКА.

Е. В. В ори с о в а.

При изслѣдованіи кривыхъ 3 порядка по методу Шлюкера

(8аlmon «Сourbes рlanes»—п" 211; Рlicker «Sуstem der Аnal.

Geom. 55 2–5) важную роль играетъ опредѣленіе критиче

скихъ центровъ кривыхъ, т. е. тѣхъ точекъ, въ коихъ кри

выя могутъ имѣть двойныя точки.

Плюкеръ принимаетъ за исходный пунктъ уравненіе си

стемы кривыхъ 3 порядка, имѣющихъ 3 вещественныя асим

птоты, представляющееся въ видѣ

рут-1- дваО,

гдѣ рано, даО, ты–0 суть уравненія 3-хъ асимптотъ, а заС

уравненіе прямой, соединяющей три точки пересѣченія кри

вой съ асимптотами, лежащія на конечномъ разстояніи (эта

прямая называется «спутникомъ безконечнодалекой прямой»).

Параметръ и неопредѣленъ, и его различныя значенія со

отвѣтствуютъ различнымъ кривымъ системы. Чтобы опредѣ

лить какую-нибудь кривую системы, надо либо задать вели

чину параметра и, либо дать еще одну точку, черезъ кото

рую должна проходить кривая,и тогда опредѣлить ра

IIIIIТа

85

ца:— у
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гдѣ р., д., пt, s, значенія, соотвѣтствующія заданной точкѣ.

Этотъ послѣдній пріемъ и употребленъ Плюкеромъ при его

изслѣдованіи, причемъ самое изслѣдованіе ведется на коор

динатахъ р, д, т.

Если вести изслѣдованіе иначе: задавать и, и разсматри

вать соотвѣтственныя кривыя, то тогда задачу о нахожденіи

критическихъ центровъ можно поставить такъ: Найти тѣ

и, при которыхъ соотвѣтствующія кривыя системы (1) имѣ

ютъ двойную точку.

Въ настоящей замѣткѣ я имѣю въ виду рѣшить вопросъ

въ этомъ видѣ, причемъ методъ, употребленный мною, является

какъ результатъ сопоставленія метода Плюкера съ методомъ

Ньютона.–Я ограничусь разсмотрѣніемъ только того общаго

случая, когда всѣ три асимптоты вещественны, и притомъ

образуютъ при взаимномъ пересѣченіи треугольникъ (а не

пересѣкаются всѣ три въ одной точкѣ). Это–самый инте

ресный случай, и переходъ отъ него къ частнымъ случаямъ

не представляетъ особыхъ затрудненій.

Напишемъуравненія соотвѣтствующихъ прямыхъ въ видѣ

(р). . . . 2 —О

(g).... х-н- ау-н— Б—О

(r).... х—ау-н- Б —О

(s).... х.-н-су-н-d"— 0 *)

При этомъ уравненіе (1) принимаетъ видъ

х{2-t-ау-t-b)(х–ау-н-6)-н-412--су-н-d)–0 (1а!

и слѣдовательно приводится къ виду, данному Ньютономъ:

«—34--51-4-49-64-41

*) Слѣдовательно за ось у–овъ взята одна изъ асимптотъ, а за

ось х-овъ медіана треугольника асимптотъ изъ противоположнаго

угла.—Оси могутъ быть и косоугольными.
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Откуда, рѣшая относительно у,

99 . 1 ———

уч-II 555, 55757, 9

означая для сокращенія

III. 9

«за выче-за-а-а-а--15--

«. . . . . . . . . 9

4-49--46--4-49-45. 65

Многочленъ ф(х, 4)—4-й степени относительно х,—разла

гается на 4 линейныхъ множителя и, какъ извѣстно, кривая

будетъ имѣть двойную точку, если два корня этого много

члена станутъ равны между собою.–Ввестиусловіе для этого

по общему пріему и отсюда опредѣлить значеніе и былобы

слишкомъ сложно, а потому я и употребляю другой пріемъ.

Предположимъ, что намъ извѣстно значеніе ц., соотвѣт

ствующее двойной точкѣ; тогда уравненіе

ф(х, 4)—0 (4)

опредѣляетъ значенія х, при которыхъ подкоренной много

членъ въ рав. (2) обращается въ нуль, слѣдовательно одно

изъ нихъ даетъ абсциссу двойной точки (при сдѣланномъ

предположепіи относительно улу, а затѣмъ изъ уравненія (2)

получимъ соотвѣтствующую ей ординату.

Теперь я говорю, что значеніе и, соотвѣтствующее двой

ной точкѣ, представляетъ одно изъ значеній тахimа или ті

пiта ра, опредѣляемаго изъ уравненія (4), какъ функція отъ 2.

Въ самомъ дѣлѣ, уравненіе (4) можетъбыть рѣшено отно

сительно и, и даетъ:

--314-1-443-444994494 ч9

г.хуп. выы. п. 39
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а отсюда, означая эти корни черезъ р., и уц,;

«—Да-да-да,

При нѣкоторомъ заданномъ значеніи х, у, и р., будутъ

величины извѣстныя, и для цы, заключающагося между цѣ и

ра, ф(х, 4) будетъ «с О, а для ра— внѣ этихъ предѣловъ,

ф(х, 4) С. О. Слѣдовательно, такъ какъ графически и,— и,

и уѣ-ца, представляютъ уравненія двухъ вѣтвей кривой (4),

то на части плоскости, заключенной между ними, т. е. для

значеній х и уц, соотвѣтствующихъ точкамъ этой части, ве

личина ф будетъ отрицательна, а внѣ этого промежутка—

IIОЛОЖИТЕЛЬНА.

Проводя линію ММ., параллельно оси х-овъ и пересѣ

кающую, напр., вѣтвь учащ, въ точкахъ М. и М.,мы будемъ

имѣть, при значеніи и, — (1У (черт. 2), что для значеній 2

въ промежуткѣ отъ 11 до О, кривая у по (2) уравненію бу

детъ мнимая, потому что величина подкореннаго многочлена

; въ этомъ промежуткѣ будетъ ко О. Двойную точку полу

чимъ только тогда, если О и О, сблизятся до совпаденія, а

это будетъ при положеніи Р, соотвѣтствующемъ касательной

въ точкѣ М., параллельно оси х-овъ. Значеніе раз- МР.

будетъ тахimum u., а соотвѣтственная точка на кривой у

будетъ обыкновенная узловая точка.Тожебудетъ и дляниж

ней вѣтви въ точкѣ М, которой соотвѣтствуетъ тітітит и,

но для точки М, на нижней вѣтви, гдѣ будетъ тахimum ju,

будемъ имѣть уединенную двойную точку.

Такимъ образомъ вопросъ объ опредѣлеиіи критическихъ

центровъ сводится къ вопросу о нахожденіи тахimа и та

пйта функціи и.—Составляя производную отъ и по формулѣ

(5), получаемъ

—5. 54-ха-а-1-94559949449 въ

2а” de ""”“ """"" уб4554154555

Отсюда уравненіе для опредѣленія тахiта и тітіта бу

детъ:
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[4-ма-а-а-а-а!

—«ла-а!»-г-г-4)-о,

что, послѣ приведеній и сокращенія на общаго множителя

с"Сх–4-6) даетъ *)

с”12--6) 22--6)?—2а”12-t-d)(2х-t-d)(22--Б)-

(7)

--а”12-t-b)(2х-1-4)?—0,

или, окончательно:

41с"—a")г-н-816с"—da?)х1-4-1561с"—2bda?–5d’а”)х-

(8)

—-bible”-d'a?).-0.

Такимъ образомъ рѣшеніе предлагаемой задачи сводится

на рѣшеніе этого уравненія 3-й степени, и три его корня

опредѣлятъ три критическихъ центра.

Обращая вниманіе на значеніе входящихъ въ (8) уравне

ніе буквъ, видимъ, на основаніи первоначальвыхъ условій,

что (фиг. 3)

— d. есть отрѣзокъ ВО спутника АЕна оси х.

—? - - а . . . 4

—Б » » ПО асимптотъ на оси х.

- «т»«т» «на- - - -

Приэтомъ принимаемъ а и ѣ положительными, тогда какъ

с и d могутъ быть какими угодно, въ зависимости отъ поло

женія спутника относительно асимптотъ. При этомъ можемъ

считать со-О, потому что случай своО можетъ быть полу

ченъ, перевертывая чертежъ, и ничего новаго не представ

*) Сократить на (х-н- Б) возможно потому, что хe—b не представ

ляетъ значенія, дающаго двойную точку (случай и ч-О исключается).

309
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ляетъ. Слѣдовательно только одно д. можетъ быть и «б0

и С.-О.

Различныя положенія спутника относительно асимптотъ

влекутъ за собою и различное расположеніе критическихъ

центровъ. Спутникъ можетъ пересѣкать двѣ стороны тре

угольника асимптотъ и продолженіе третьей, или пересѣ

кать продолженія всѣхъ трехъ сторонъ, причемъ, въ частно

сти, онъ можетъ проходить черезъ одну изъ вершинъ тре

угольника или быть параллеленъ одной изъ сторонъ треуголь

НИКА.

Я не стану останавливаться здѣсь на разборѣ всѣхъ этихъ

случаевъ, потому что разборъ этотъ не представляетъ ничего

существенно различнаго сравнительно съ разборомъ Плюкера,

и для иллюстраціи метода остановлюсь только на двухъ част

ныхъ случаяхъ и затѣмъ приведу фигуры кривыхъ и для

главныхъ случаевъ, дающихъ достаточно ясное представленію

о взаимномъ расположеніи центровъ.

Г-й частн. случай. diab; спутникъ проходитъ черезъ одну

изъ вершинъ А-ка асимптотъ. Тогда

«--31-449914-й. «

а уравн. (7), послѣ сокращенія на с.-а” обратится въ

(х-1-6)(22--Б)?–0 (10)

Въ этомъ случаѣ уравненіе (9) представляетъ при аСес

двѣ параболы (фиг. 4), вершины которыхъ соотвѣтствуютъ

ть ч--5,ты что тѣта

черезъ точку 1) на оси х въ разстояніи —Б отъ О, т. е.

черезъ ту вершину А-ка асимптотъ, черезъ которую прохо

дитъ и спутникъ (если предположить,что чертежъ кривой и

дѣлается на тѣхъ же осяхъ, что и кривой у.). При аас, обѣ

параболы совпадаютъ въ одну, а при асс., онѣ мнимыя.

Значитъ, два критическихъ центра соотвѣтствуютъ одному

. Б

и тому же значенію ан-— 55 лѣ нихъ одинъ лежитъ чт
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А-ка асимптотъ и представляетъ уединенную двойную точку

при значеніи и, соотвѣтствующемъ нижней параболѣ, адру

гой—внѣ треугольника и представляетъ узловую точку, со

отвѣтственно значенію и для верхней параболы. Такъ какъ

корень ха:—b непредставляетъ въточкѣ 10 нитах. ни тіn.,

то третій критическій центръ въ этомъ случаѣ не суще

. . Б .

«тетъ значенія и «отчетна-—5, т. е. тата

ри, Суть

2

а соотвѣтственныя значенія у:

---54-599ин-54-ха

Обозначая ихъ черезъ у, и у, и перемножая, получимъ

II

мина-48" (фиг. 5)

отсюда и видно, что (у,) со СLК), а (у,) с.-(LК).

При сеС, т. е. когда спутникъ АЕстановится параллеленъ

оси у, получимъ у,аб., у;— соз; т. е. одинъ центръ совпа

даетъ съ К, а другой удаляется въ безконечность.

Кривыя 3 порядка, имѣющія своими двойными точками О,

и О,, означены на фиг. 5 цифрами 1 и 2.

Въ точкѣ 10 всѣ кривыя системы касаются къ спутнику

АЕ, потому что въ этой точкѣ двѣ точки кривой, лежащія

на спутникѣ, совпали въ одну.

Если при д.—Б еще и ане, то кривая 3-го порядка со

стоитъ изъ прямой линіи и гиперболы.—Въ этомъ случаѣ

двѣ вышеполученныя параболы, представляющія графически

функцію ри, совпадаютъ въ одну, а оба критическихъ центра

совпадаютъ въ точкѣ Л.

П частн. случай: а-ас. Спутникъ безконечно далекой пря

май паралеленъ одной изъасимптотъ.—Можемъ принять, что
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спутникъпараллеленъ той асимптотѣ, которая взята за ось

у—oвъ. Значитъ въ общихъ результатахъ надо положиться!

Тогда

гунну1874) (11)

II

а"дх, цѣнах"(х--6)?--хtх--d)ц. (11)

Слѣдовательно уравненіе для опредѣленія корней и будетъ *):

х1х1х.-н-6)“--(х-t-d)ц.).–0; (13)

откуда

I. III, 22-t-b)?

н—-ея, да

а уравненіе для отысканія корней х (послѣ сокращенія на

(2х-1-4):

(х-t-b)(2х-t-d)—2(х-1-4)(2х-1-6).-0, (15)

ИДИ

229-н-3da-t-db-0; (16)

отсюда

При 4—ѣ, т. е. если спутникъ проходитъ черезъ вершину

Г) треугольника асимптотъ, кривая и представляется пара

болою

ца— х1х-t-b) (18)

и прямыми хлаО, ха–—Б (фиг. 6).

При этомъ корни (17) обращаются въ

*) Здѣсь знаки (х-t-b)?х--tх--t-d)ц ) и потому при переходѣ изъ плоско

сти положит. х въ плоскость отрицат. х, у, мѣняетъ знакъ, если много

членъ въ скобкахъ сохраняетъ его. Отъ этого зависитъ разстановка

знаковъ на слѣдующихъ за этимъ чертежахъ кривыхъ на- Въэтомъ слу

чаѣ кривая и остается кривою 4 степ., но состоитъ изъ кривой 3 по

рядка и прямой линіи, изображаемой осью у-овъ.
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5
х,–—b, х,—— 5,

но при х,——b не имѣемъ ни тах. ни тіn. и потому по

лучается только одинъ критическій центръ, соотвѣтствующій

4--5 ст. тѣ что

ща- ----; ува-10.

При d2с-Б, оба корня (17) вещественны, и одинъ «с-d,а

другой 2-—b, и кривая ул имѣетъ видъ, изображенный на

фиг. 8. Это ничто иное, какъ кривая 3 порядка, называемая

Ньютономъ трезубцемь (Тrident-cure).—Соотвѣтственное и

будетъ

I (344уда-96) (46-34)-ну 194-34)

16(dьуда-186)

а обоимъ корнямъ х соотвѣтствуетъ ува-10 (фиг. 9).

Приd . Б, корни (17) остаются вещественными, пока 9dась8d

5

т. е. пока да-I. Б; при этомъ пива и имѣетъ видъ, по

и за

браженный на фиг. 10, а система кривыхъ 3 порядка, со

отвѣтствующая этому случаю изображена на фиг. 11.

Оба корня х; въ этомъ случаѣ численно меньше ѣ, ипри

томъ одинъ соотвѣтствуетъ тах. у., т. е. уединенной двойной

точкѣ, а второй тіn. р., т. е. узловой двойной точкѣ

8 „ . . 3

прин-14 оба понятны между собою ана-—44—

4

-—14-ти--3. и тна на то и

имѣемъ точку перегиба (фиг. 12), а соотвѣтственная кривая

14

зловчасши н-3) имѣетъ въ тотъ сопщеніи двухъ

критическихъ центровъ точку возврата (фиг. 13).

нѣтъ так.); и та-«.«т»«т»

мые и потому оба критическіе центра мнимые.
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При 440 снова является совпаденіе критическихъ цент

ровъ (въ началѣ координатъ), но приэтомъ кривая 3 порядка

не собственная, ибо состоитъ изъ прямой и гиперболы.При

déc'О и до dit:—со корни х, и х, снова вещественны и

различны: одинъ положителенъ, другой—отрицателенъ; при

этомъ отрицательныйкорень соотвѣтствуетъ уединенной точкѣ

внутри А-ка асимптотъ, а положительный корень двойной

узловой точкѣ внѣ его. Для обоихъ учено (фиг. 16 и 17).

Переходя къ общему случаю, когда функція и имѣетъ видъ

«-—344-4-44994949494

мы замѣчаемъ, что здѣсь многочленъ подъ корнемъ разла

Гается на два линейныхъ множителя:

а”(х–н-d)”—e”(х-t-b)?—

а)(a–с)х--(аd–ѣс)I(а-н-с)х--tad-н-bс)] (19)

и поэтому корни этого многочлена будутъ:

44-55, 55-545. «о
оди-62 " " О-4—С

При этомъзамѣчаемъ, что х, и х, суть ничто иное, какъ аб

сциссыточекъ пересѣченія спутникабезконечнодалекой прямой

2-н-су-н-dе-С. съ асимптотами х-1-ау-t-beО; х— ау-ч- Б —О,

причемъ первый корень соотвѣтствуетъ первой (нижней)

асимптотѣ, а второй–верхней.

Можемъ ограничиться случаемъ ассес., потому что обрат

ный случай отличается только расположеніемъ осей.1 .

При такомъ предположеніи, точки пересѣченія спутника

съ асимптотами или обѣ будутъ находится въ плоскости

между точками 10 и О, или же обѣ влѣво отъ точки Д

Изъ выраженія функціи и видимъ, что она на плоскости

между"двумя параллелямп АВ и СЕ къ оси у (фиг. 18 я

19), проходящими черезъ точки встрѣчи спутника съ аспи

птотами, будетъ мнимою, и принимая за исходный пунктъ
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случай дача Б., когда функція и, графически представлялась

двумя параболами, проходящими черезъ точки 1)и О, нетруд

но видѣть, что при небольшомъ измѣненіи д, такъ чтобы оно

стало одинъ разъ всѣ, а другой разъ Свѣ, фигура кривой,

состоящей изъ двухъ параболъ, измѣнится въ фигуры кри

выхъ, изображенныхъ на 18 и 19 черт., которыя, такимъ

образомъ, представляютъ видъ кривой и для 1-го и 2-го

общихъ случаевъ, при измѣненіи д., начиная съ дачѣ.

Дальнѣйшее разсмотрѣніе этихъ кривыхъ приводитъ насъ

къ заключенію, что кривая ул., въ 1-мъ общемъ случаѣ, при

цослѣдовательномъ уменьшеніи д, можетъ получить такой

видъ, что тахiтит и тахimum; на нижней ея вѣтви совпа

дутъ въ одну точку перегиба съ касательною въ ней парал

лельною оси х, а этому случаю соотвѣтствуетъ въ кривыхъ

3 порядка совпаденіе двухъ критическихъ центровъ въ одинъ,

опредѣляющее точку возврата на соотвѣтственной кривой

3 порядка. Кромѣтого, такъ какъ произведеніе двухъ корней

щ, и у будетъ4

4а?2942-t-b)?

ра, и,— 7----------- (21)
62

и соотвѣтственное произведеніе корней у:

с” . . . (2-t-b)?

имѣч. 554---559— 29

(х-t- 6)?

и въ тоже время 4-----«ть «мнаты точекъ на «не

птотахъ, соотвѣтствующихъ тому же х, то нетрудно заклю

чить отсюда, принимая во вниманіе фигуру кривой уц, что

одинъ критическій центръ лежитъ въ этомъ случаѣ внѣ А-ка

асимптотъ, а два другіе–внутри этого 4-ка, и эти два по

слѣдніе, при своемъ совпаденіи, даютъ точку возврата вну

три Д-ка.

Отсюда видимъ также, что для того, чтобы два критиче

скихъ центра совпадали, необходимо, чтобы кромѣ

9-м...-399.—

5—4чел.; 4-е, т. е.
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дg 1. д."g

дуТ"?159

а это даетъ намъ уравненія

2х1х--6)(2х-t-b)-t-12х-t-d)цаО

(2х-1-6)“-4-2х1х-1-6)--ца. О

которыя вмѣстѣ съ уравненіями

опредѣляютъ положеніе точки возврата. Изъ нихъ легко

исключить и, с., d, и тогда получимъ

а"у?-н-3х1-t-262.–0. (24)

Это есть геометрическое мѣсто точекъ возврата; оно пред

ставляетъ эллипсъ, вписанный въ Д-къ асимптотъ, касающійся

сторонъ Д-ка въ ихъ срединахъ, и имѣющей центръ свой

въ центрѣ тяжести А-ка. Какъ замѣчаетъ Плюкеръ,это есть

эллипсъ наибольшей площади изъ всѣхъ эллипсовъ, могущихъ

быть вписанными въ А-къ.Изъ полученныхъуравненіймымог

ли бы также исключить у, х, у, и получить условіе, связываю

щее с и d съ а и ѣ, т. е. обусловливающееположеніе спут

ника, при которомъ имѣемъ совпаденіе двухъ критическихъ

центровъ.

Фигура (19) кривой ул., соотвѣтствующая 2-му общему слу

чаю, показываетъ, что здѣсь ничего подобнаго случиться не

IIОЖЕIIIIЬ.

Формула (22) по соображенію съ фиг. 19 показываетъ,

что въ этомъ общемъ случаѣ одинъ центръ лежитъ внутри

А-ка асимптотъ, а два другихъ внѣ его, и изъ нихъ одинъ

въ углѣ противоположномъуглупри вершинѣ 1) вътреуголь

никѣ, а другой противоположно относительно стороны А-ка.

Фигуры кривыхъ 3-го порядка, соотвѣтствующія тремъраз

смотрѣннымъ случаямъ, изображены на черт. 20, 21, 22.

Сравнивая фигуры кривыхъ общаго случая съ фигурами соот

вѣтственныхъ кривыхъ2-гочастнаго случая са-0, видимъ, что
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послѣднія отличаютсятолько своею правильностью: для нихъ

ось х-овъ есть діаметръ, дѣлящій пополамъ всѣ хорды па

раллельныя оси у; точно также и кривыя и, соотвѣтствующія

другъ другу въ общемъ и упомянутомъ частномъ случаѣ,

отличаются только тѣмъ, что у кривой частнаго случая верх

няя вѣтвь удаляется вершиною въ безконечность, обращаясь

въ прямую, представляемую осью у-овъ, или въ системудвухъ

параллельныхъ прямыхъ, соотвѣтственноудаленію въ со одного

критическаго центра.

Кривыя и, разъ онѣ достаточно точно построены, а не

изображены схематически, позволяютъ составить понятіе

нетолько о положеніи критическихъ центровъ, но и о всякой

изъ кривыхъ системы, соотвѣтствующей заданному напередъ

4. Для этого, откладывая на оси ц величину заданнаго ра

проводимъ черезъ полученную точку параллель къ оси х, и

по ходу этой параллели, т. е. смотря по тому, пересѣкаетъ

ли она верхнюю или нижнюю вѣтвькривой и, или обѣ вмѣстѣ,

причемъ она переходитъ изъ области положительной ф въ

область отрицательной ф и обратно, заключаемъ, между ка

кими абсциссами х кривая 3-го порядка будетъ мнимою, гдѣ

будетъ заключаться овалъ кривой, или овала совсѣмъ не бу

детъ и т. д., и нанося соотвѣтственныя абсциссы на коорди

натныя оситой плоскости, въ коей строится кривая 3 порядка,

видимъ до нѣкоторой степени ея общее расположеніе; но

разумѣется расположеніе различныхъ вѣтвей кривѳй еще

яснѣе представится когда уженачерчены тѣ кривыя 3-го по

рядка, которыя обладаютъ двойными точками.

Изложенный въ настоящей замѣткѣ пріемъ изслѣдованія

кривыхъ3-го порядка приложимъ и ко всѣмъ другимъ классамъ

этихъ кривыхъ;такъ, напр., случайдвухъ мнимыхъ асимптотъ

получается почти непосредственно, замѣняя коэффиціентъ

а въ первоначальныхъ формулахъ черезъ ау!—1, и изслѣдуя

соотвѣтственныя измѣненія въ кривыхъ ра



(!) Ж113НИ И НАУЧНЫХЪ ТРУДАХЪ

IIIIII0IIАЯ IIIВАНОВИЧА „IIIIIАIIIIIЕIIIIIАIV).

(по поводу столѣтней годовщины дня его рожденія).

Л. Е. Лахтина.

22 октября 1893 года исполнилось 100 лѣтъ со дня ро

жденія Николая Ивановича Лобачевскаго.

Свѣдѣнія о первыхъ годахъ его жизни очень смутны *).

Онъ родился въ Нижегородской губерніи; но гдѣ именно–

точныхъ указаній нѣтъ. По словамъ проф. Попова, родина

Николая Ивановича Лобачевскаго самый Нижній-Новгородъ;

Янишевскій жеуказываетъ на Макарьевскій уѣздъ. Объ отцѣ

*) Мнѣ извѣстны только слѣдующіе источники для біографіи Н. И.

Лобачевскаго.

1) Предисловіе къ „полному собранію сочиненій по геометріи Н. И.

Лобачевскаго.“ Казань 1883 года.

2) Лanichefskу. «Notice sur la vіe et les travauх dе Nicolas Гуаnо

vitch Lobatchefskу». Пisсоurs рrononсé dans la séance solennelle de

1’université1mрériale de Каzan le?],, novembre 1868. Тraduit du russe

раr А. Роtocki. Вullettinо di biblіografia et di storia da Вonсomрagni.

Тоmо П. Коma 1869.

3) А.Ѳ. Поповъ. «Воспоминаніе о службѣ и трудахъ профессора

Казанскаго УниверситетаЛобачевскаго». Извѣстія Физико-Математиче

скаго общества при Казанскомъ Университетѣ. Вторая серія,томъ П1,

№ 2. Казань 1893 г. "

4) Буличъ. Рѣчь передъ гробомъ Николая Ивановича Лобачевскаго.

Тамъ же.
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Николая Ивановича Лобачевскаго извѣстно тоже очень мало.

Янишевскій говоритъ, что онъ былъ мелкій чиновникъ, жив

шій очень бѣдно на свое небольшое жалованье. Онъ имѣлъ

трехъ сыновей. Николай Ивановичъ былъ средній.

На 5-мъ году своей жизни онъ лишился отца. Нѣсколько

лѣтъ спустя мать его съ своими дѣтьми переѣхала въ Казань,

гдѣ и опредѣлила ихъ затѣмъ въ гимназію.Въ 1802 году Нико

лай Ивановичъ Лобачевскій числится уже казенно-коштнымъ

ученикомъ. По отзывамъ гимназическаго инспектора,Николай

Ивановичъ Лобачевскій отличался прилежаніемъ и безупреч

нымъ поведеніемъ. Въ концѣ своихъ ученическихъ лѣтъ онъ

съ особеннымъ усердіемъ занимался математикой и латин

СКІIIXIIIЪ ЯЗЫКОМЪ.

14 февраля 1805 года былъ основанъ Казанскій универ

ситетъ.На каѳедры были приглашеныучителя гимназіи; упра

вленіе университетскими дѣламибыло поручено совѣту учителей

подъ предсѣдательствомъ директора гимназіи Яковкина.Учени

камъ, окончившимъ курсъ въ гимназіи, было предложено всту

пить въ число студентовъ университета съ тѣмъ,чтобы каж

дый казенно-коштный студентъ по окончаніи курса 6 лѣтъ

служилъ при университетѣ, помогая профессорамъ. Мать

Николая Ивановича Лобачевскаго съ благодарностью приняла

предложеніе помѣстить своихъ сыновей на такихъ условіяхъ

въ университетъ, и въ 1807 году Николай Ивановичъ Лоба

чевскій четырнадцати лѣтъ былъ принятъ въчисло студентовъ.

Программа университетскаго преподаванія въ то время

была очень ограничена; въ значительной степени она за

ключала въ себѣ повтореніе гимназическаго курса. Такъ

адъюнктъ Карташевскій излагалъ для студентовъ, выбравшихъ

спеціальностью чистую математику, алгебруи планиметрію.

Раздѣленія на факультеты въ то время еще не было.

Въ годъ поступленія Николая Ивановича Лобачевскаго въ

университетъ прибыли первыеиностранные профессора, при

глашенные попечителемъ Румовскимъ. Въ числѣ нихъ былъ

профессоръ чистой математики Бартельсъ, имѣвшій боль

шое вліяніе на научную подготовку Лобачевскаго.
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Въ 1810 году пріѣхалъ Литтровъ–профессоръ астрономіи

и Броннеръ–профессоръ физики. Профессора иностранцы

были плохо понимаемы русскими студентами. Многіе изъ

нихъ преслѣдовали корыстныя цѣли, содержа пансіоны для

подготовленія къ вступительнымъ экзаменамъ въ универ

ситетъ. Занятія шли очень плохо. Не смотря на то, способ

ности Лобачевскаго и его постоянная жажда знанія при

влекли къ нему вниманіе и симпатію профессоровъ-матема

тиковъ. Кромѣ установленныхъ лекцій они стали съ нимъ

заниматься приватно: подъ руководствомъ Бартельса онъ из

училъ Пisquisitіones arithmetiсаe Гаусса, подъ руководствомъ

Литтрова Мécanique сéleste Лапласа. Броннеръ—человѣкъ

вполнѣ безкорыстный и преданный дѣлу преподаванія-ста

рался развить въ Лобачевскомъ педагогическія способности.

Въ своихъ отзывахъ передъ попечителемъ эти профессора

постоянно хвалятъ способности и успѣхи Лобачевскаго.

Характеръ Николая Ивановича Лобачевскаго былъ прямой

и честный; въ юности же, кромѣ того, онъ былъ человѣкъ

довольно пылкій, что чуть не погубило его во время сту

денчества,

По распоряженію директора Яковкина только что кончив

шій курсъ кандидатъ Кондыревъ былъ назначенъ субъинспек

торомъ студентовъ. Высокомѣріе его обращенія иябеды воз

будили ненависть студентовъ; они стали его преслѣдовать

насмѣшками. Лобачевскій возмущался особенно сильно, и

Кондыревъ своими постоянными жалобами вооружилъ про

тивъ него Яковкина. Директоръ, безусловно вѣрившій Кон

дыреву, считалъ Лобачевскаго студентомъ плохаго поведенія.

По постановленію совѣта, 7 іюля 1811 года Лобачевскій,

только что окончившій курсъ, былъ признанъ заслуживаю

щимъ степени кандидата по своимъ успѣхамъ, но за дурное

поведеніе былъ лишенъ степени. Къ такому мнѣнію совѣта

присоединился и попечитель.

Три дня спустя послѣпредшествующаго засѣданія–10 іюля

1811 года происходило новое засѣданіе совѣта по поводу

лицъ, представленныхъ къ степени магистра. Профессора
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Бартельсъ, Броннеръ, Литтровъ и Германъ воспользовались

случаемъ, чтобы спасти Лобачевскаго: они предложили дать

Лобачевскому степень магистра, иЯковкину, желавшему про

вести своихъ любимцевъ, пришлось согласиться, такъ какъ

по познаніямъ Лобачевскій былъ безъ сомнѣнія выше своихъ

сверстниковъ. Лобачевскій былъ удостоенъ степени магистра

и утвержденъ попечителемъ.

Необходимо замѣтить, что въ то время степень магистра

имѣла иное значеніе,чѣмъ теперь. Магистры оставались подъ

наблюденіемъ инспектора студентовъ и профессоровъ, руко

водившихъ ихъ научными занятіями. Они должны были по

могать профессорамъ въ качествѣ репетиторовъ, а иногда

замѣщали отсутствующаго профессора. На нихъ возлагались

сверхътого нѣкоторыяработы поредактированію «Казанскихъ

Извѣстій» и ииыя порученія. Степень магистра иногда дава

лась даже безъ всякаго экзамена по одной рекомендаціи про

фессоровъ.

Въ качествѣ преподавателя Николай Ивановичъ Лобачев

скій впервые выступилъ въ 1812 году. Въ то время при Ка

занскомъ университетѣ существовала коммиссія, производив

шая испытанія лицъ, ищущихъ чина VШ класса. При этой

коммиссіи читались безплатные курсы лекцій для готовящихся

къ экзамену. Лобачевскому было поручено чтеніе лекцій по

ариѳметикѣ и геометріи. Его преподаваніе, полное, простое

и ясное, сразу привлекло вниманіе членовъ университетскаго

совѣта и вызвало уваженіе и любовь слушателей. Въ числѣ

его учениковъ былъ Мусинъ-Пушкинъ, назначенный впо

слѣдствіи попечителемъ Казанскаго округа.

За свои преподавательскія способности Николай Ивановичъ

Лобачевскій въ слѣдующемъ годубылъ назначенъ адъюнктомъ,

а въ 1816 году министерскимъ распоряженіемъ онъ былъ

утвержденъ въ должности экстраординарнаго профессора.

Дѣятельность Николая Ивановича Лобачевскаго въ это время

ограничивалась главнымъ образомъ его научными и педаго

гическими занятіями: въ дѣлахъ совѣта онъ принималъ мало

участія. Ему внушали отвращеніе безпрерывныя интриги,
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ссоры между профессорами и безпорядки въ университет

скихъ дѣлахъ, которые достигли такихъ огромныхъ размѣ

ровъ, что министерство одно время намѣревалось даже за

крыть университетъ. Въ 1819 году министерство команди

ровало для ревизіи университета Магницкаго, котораго за

тѣмъ назначило попечителемъ Казанскаго округа.

Эпоха ревизіи и попечительства Магницкаго была грустною

эпохою въ исторіи Казанскаго университета. Магницкій по

лагалъ, что единственная причина университетскихъ безпо

рядковъ–упадокъ религіи и нравственности. По его распо

ряженію былъ назначенъ особый директоръ, на обязанности

котораго лежало слѣдить за нравственностью профессоровъ

и студентовъ. «Грѣшниковъ» заключали въ особую комнату,

стѣны которой были покрыты картинами страшнаго суда, и

къ нимъ присылали священника для наставленія въ вѣрѣ.

Среди профессоровъ и студентовъ развилось лицемѣріе и

угодничество. Магницкій по своему усмотрѣнію назначалъ,

увольнялъ профессоровъ и перемѣщалъ съ одной каѳедры

на другую, нисколько не стѣсняясь ихъ спеціальностью *).

Понятно, что при такихъ условіяхъ наука упала. Но, по

видимому,чѣмъ тяжелѣе становилось университетская жизнь,

тѣмъ глубже уходилъ Лобачевскій въ свои научныя занятія,

ища въ нихъ отдыха и успокоенія.

Къ этой эпохѣ относятся его первые выдающіеся труды.

Въ своей дѣятельности ученаго и преподавателя Лобачевскій

выше всего цѣнилъ ясность пониманія, точность опредѣленій

и критическое отношеніе къ доказательствамъ. Эта именно

особенность Лобачевскаго способствовала выработкѣ талант

ливаго преподавателя; она же привела его къ его изслѣдова

ніямъ основъ геометріи.

Первая напечатанная работа Лобачевскаго былъ курсъ

начальной алгебры, представленный имъ въ Факультетъ въ

*) Янишевскій приводитъ примѣръ, когда адъюнктъ былъ назначенъ

на каѳедру химіи и на ту изъ каѳедръ медицинскаго факультета, кото

рая окажется вакантною къ его пріѣзду. Ему была поручена каѳедра

хирургіи.



— 479 —

1825 году. Всѣ же самыя выдающіяся работы Лобачевскаго

касаются уясненія основъ геометріи. Первая изъ этихъ ра

ботъ «Ехроsitіon succincte des рrinciреs de géometrie» было

имъ прочитано въ Факультетѣ въ 1826 году. Въ извлеченіи

оно было напечатано по русски въ Казанскомъ Вѣстникѣ

подъ заглавіемъ «О началахъ геометріи». Въ началѣ этой

работы Лобачевскій говоритъ о цѣли своихъ изслѣдованій

такъ: «кто не согласится, что никакая математическая наука

не должна бы начинаться съ такихъ темныхъ понятій, съ

какихъ, повторяя Евклида, начинаемъ мы геометрію, и что

нигдѣ въ математикѣ нельзя терпѣть такого недостатка стро

гости, какой принуждены мы допустить вътеоріи параллель

ныхъ линій». Въ особенности вниманіе Лобачевскаго при

влекала ХГ аксіома. Евклида. Изъ безплодности всѣхъ попы

токъ доказать эту аксіому было ясно, что она не есть

слѣдствіе остальныхъ аксіомъ, что она отъ нихъ независима

и доказана быть не можетъ. Лобачевскій задался мыслію

построить геометрическую систему безъ ХП аксіомы. Такая

геометрическая система была имъ названа «воображаемой»

геометріей, а затѣмъ «пангеометріей». Позднѣе подъ влія

ніемъ иностранныхъ математиковъ она получила названіе

неевклидовой геометріи.

Первое сочиненіе Лобачевскаго «О началахъ геометріи»

написано имъ нѣсколько кратко, хотя и вполнѣ ясно. Но

новизна идеи вызвала противъ него критику полемическаго

характера даже со стороны такого выдающагося математика,

какъ Остроградскій.

Слѣды этой полемики видны въ работѣ Лобачевскаго:

«Воображаемая геометрія» "), которая была его вторымъ

*) Въ примѣчаніи къ этой статьѣ Лобачевскій пишетъ: «...Въ №41

журнала Сына Отечества 1851 года, напечатана критика, весьма оскор

бительная для меня, и надѣюсь, совершенно несправедливая. Рецен

зентъ основалъ свой отзывъ на томъ только, что онъ моей Теоріи не

понялъ и почитаетъ ее ошибочной, потому что въ примѣрахъ встрѣ

чаетъ одинъ нелѣпой интегралъ. Впрочемъ такого интеграла ненахожу

т. хуп. вни. 111. 31
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трудомъ. Ниже мы разсмотримъ главнѣйшіерезультаты всѣхъ

геометрическихъ изслѣдованій Лобачевскаго; теперьже пере

числимъ только ихъ заглавія: «Воображаемая геометрія» по

явилась въ 1835 году; за нею слѣдовали сочиненія: «Новыя

начала геометріи съ полной теоріей параллельныхъ» 1835—

1838 года, «Примѣненіе воображаемой геометріи къ нѣкото

рымъ интеграламъ» 1836 года, «Géometrie imaginaire»—1837

года, «Geometrische Lintersuchungen zur Тheorie der Рarallel

linien» 1840 года, «Пангеометрія».—1855 года, «Раngéome

trie ou précis de Géometrie fondée sur une théorie générale

et rigoureuse des рaralléles»—1856 года.

Отдавшисьнаучнымъ занятіямъ, Лобачевскій неопускалъ изъ

виду и своихъ обязанностей университетскаго преподавателя.

Въ 1820 году послѣ выхода въ отставку Бартельса иБрон

нера Лобачевскому были поручены каѳедры чистой матема

тики, физики и астрономіи. Ему приходилось не только чи

тать лекціи по столькимъ предметамъ, но и ежемѣсячно репе

тировать студентовъ и представлять отзывы о ихъ занятіяхъ,

какъ того требовалъ Магницкій. Тольковъ слѣдующемъ году

Лобачевскому удалось отказаться отъ лекцій по эксперимен

тельной физикѣ, но математическую физикуиастрономію онъ

читалъ до 1826 года, когда наконецъ на эти каѳедры были

назначены новые профессора. Въ 1820 году послѣ отъѣзда

профессора Бартельса Лобачевскій былъ назначенъ деканомъ

и затѣмъ вскорѣ утвержденъ ординарнымъ профессоромъ.

Такимъ образомъ въ теченіи нѣсколькихъ лѣтъ Лобачевскій

несъ на себѣ обязанности преподавателя всѣхъ основныхъ

предметовъ и декана своего факультета, и не смотря на разно

образіе читаемыхъ имъ курсовъ, въ каждомъ изъ нихъ онъ

умѣлъ быть оригинальнымъ.

Слѣдами его научно-педагогической дѣятельности, кромѣ

переименованныхъ выше, остались слѣдующія его сочиненія:

я въ моемъ сочиненіи. Въ Ноябрѣ мѣсяцѣ прошедшаго года послалъ я

къ издателю отвѣтъ, который однакожъ, не знаю почему, до сихъ

поръ, въ продолженіи пяти мѣсяцовъ, еще не напечатанъ».
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1) О резонансѣ, или взаимномъ колебаніи воздушныхъ

столбовъ,

2) Рѣчь о важнѣйшихъ предметахъ воспитанія,

3) Пониженіе степени въ двучленномъ уравненіи, когда

показатель безъ единицы дѣлится на 8,

4) Объ исчезаніи тригонометрическихъ строкъ,

5) Условныя уравненія для движенія и положенія главныхъ

осей обращенія въ твердой системѣ,

6) Способъ увѣряться въ исчезавіи безконечныхъ строкъ

и приближаться къ значеніямъ функцій отъ весьма большихъ

чиселъ,

7) Вur la рrobabilité des résultats moyens, tirés des observa

1іоns réрétées,

8) Пeber dіе Сonvergenz der unendlichen Кeihen,

9) Полное солнечное затмѣніе въ Пензѣ 26 Іюня1842 года,

10) О значеніи нѣкоторыхъ опредѣленныхъ интеграловъ.

Нельзя не удивляться, какъ у одного человѣка могло до

«стать силъ для такой напряженной работы.

Энергія Лобачевскаго была точно неистощима: помимо

трудовъ профессора онъ не отклонялъ отъ себя и админи

-стративной работы, когда представлялась надобность. Въ

бытность свою деканомъ Лобачевскій, по порученію совѣта,

привелъ въ порядокъуниверситетскую библіотеку, гдѣ небыло

почти никакихъ каталоговъ и книги расхищались безпрепят

ственно. Установивъ образцовый порядокъ, Лобачевскій несъ

-обязанности библіотекаря до 1835 года.

Послѣ отставки Магницкаговъ 1826 году былъ назначенъ

-ему преемникомъ Мусинъ-Пушкинъ, бывшій ученикъ Лоба

чевскаго, хорошо знавшій энергію и преданностьдѣлу своего

учителя. По его настоянію, въ 1827 году Лобачевскій былъ

выбранъ ректоромъ и оставался въ этой должности безсмѣн

но 19 лѣтъ. Это была свѣтлая эпоха въ жизни казанскаго

университета. Первою заботою Лобачевскаго, какъ ректора,

было приведеніевъ порядокъ преподаванія; необходимо было

устранить ссоры и интриги, мѣшавшія правильному теченію

занятій. Послѣ большихъ усилій Лобачевскому удалось этого

314
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достигнуть. Недостатокъ профессоровъ сильно чувствовался.

Многія каѳедры были вакантны. При содѣйствіи Лобачев

скаго нѣсколько молодыхъ людей были отправленыза грани

цу для подготовки къ профессорскому званію. Дальнѣйшею

заботою Лобачевскаго было приведеніе въ порядокъ кабине

товъ и музеевъ. При его вступленіи въ должность ректора

эти институты не только были бѣдно обставлены, но часто

не было извѣстно, въчьемъ завѣдованіи они находятся.Лоба

чевскій исходатайствовалъ значительныя денежныя суммы на

ихъ пополненіеи самъ принималъ дѣятельное участіе въ раз

становкѣ коллекцій. Подъ непосредственнымъ наблюденіемъ

Лобачевскаго были выстроены многія новыя университетскія

зданія и между прочимъ астрономическая обсерваторія, для

которой онъ выписалъ лучшіе въ то время инструменты.

По словамъ профессора Попова, одинъ изъ сослуживцевъ

Лобачевскаго такъ охарактеризовалъ его дѣятельность: «для

него не существовало ничего второстепеннаго ни въ службѣ,

ни въ наукѣ. За что ни брался онъ, все становилось въ его

глазахъ предметомъ первой важности, все дѣлалъ онъ съ

глубокимъ убѣжденіемъ въ пользѣ своего дѣла».

Во время холерной эпидеміи въ 30-мъ году Лобачевскій

принялъ самыя энергичныя мѣры для огражденія студентовъ

и университетскихъ служащихъ и этимъ сильно уменьшилъ

число смертныхъ случаевъ.

Благодаря такой же распорядительности были спасены

библіотека и астрономическіе инструменты во время страш

наго пожара,уничтожившаго въ1842 году половину города.

Оба раза Лобачевскій былъ награжденъ Государемъ. Но это

не спасло Лобачевскаго отъ огорченій въ концѣ жизни. Въ

1846 году, несмотря на энергичное ходатайство совѣта, онъ

былъ министерствомъ отставленъ отъ должности ректора и

профессора и назначенъ противъ своего желанія помощни

комъ попечителя. Силы его были еще очень крѣпки, и онъ

долго частнымъ образомъ читалъ лекціи передъ аудиторіей

изъ профессоровъ математическаго факультета и учителей

гимназіи. На этихъ лекціяхъ онъ увлекательно излагалъ свои

, - - -
, же
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собственныя изслѣдованія о началахъ геометріи. До прибытія

новаго попечителя Лобачевскій около года управлялъ окру

гомъ въ качествѣ его помощника. При этомъ ему пришлось

вступить въ тягостную борьбу съ совѣтомъ университета, и

онъ радъ былъ по возможности скорѣе сложить съ себя не

пріятныя для него обязанности.

Какъ и всегда бываетъ съ натурами энергичными, Лоба

чевскій послѣ удаленія отъ своей кипучей дѣятельности, сталъ

быстро старѣть. Къ этому же присоединилось горе отъ по

тери любимаго и почти взрослаго сына. Лобачевскій лишил

ся зрѣнія и сдѣлался дряхлымъ. Нои въ послѣдніе года своей

жизни онъ продолжалъ думать о наукѣ. Его ученики подъ

диктовку слѣпаго учителя писали сочиненіе Рangéometrіе,

которое онъ хотѣлъ поднести университету въ память 50-лѣ

тія его основанія 14 февраля 1855 года. Почтичерезъ годъ,

12 февраля 1856 года, Лобачевскаго не стало.

Переходя къ разсмотрѣнію важнѣйшихъ научныхъ резуль

татовъ, найденныхъ Лобачевскимъ, коснемся вопроса о пріо

ритетѣ. Извѣстно, что изслѣдованія Ивана Болея въмногомъ

сходятся съ работами Лобачевскаго; Гауссъ въ письмѣ къ

Шумахеру отъ 28 ноября 1846 года говоритъ, что онъ уже

54 года, какъ раздѣляетъ тѣ-же взгляды на геометрію и что

онъ поэтому не нашелъ въ сочиненіи Лобачевскаго чеголибо

для себя существенно новаго. На этомъ основаніи были дѣ

лаемы предположенія, будто Гауссъ оказалъ свое вліяніе на

научные труды Болея и Лобачевскаго и что ему должна при

надлежать честь основателя неевклидовой геометріи.

Постараемся разсмотрѣть, въ какой мѣрѣ это предполо

женіе заслуживаетъ довѣрія. На работы Болея Гауссъ могъ

оказать вліяніе: извѣстно, что Вольфгангъ Болей(отецъ Ивана

Болея), будучи въ Геттингенѣ, познакомился съ Гауссомъ

и пріобрѣлъ его дружбу. Дружба Болея съ Гауссомъ про

должалась до смерти послѣдняго и поддерживалась ихъ взаим

ною перепискою.ОБолеѣ Гауссъ говоритъ, что этоединствен

ный человѣкъ, который съумѣлъ вникнуть въ его метафи
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зическіе взгляды на математику. *). Послѣ смерти Гаусса

Болей отослалъ его письма къ біографу Гаусса Вальтерсгау

зену. Работа Ивана Болея, касающаяся новой теоріи парал

лельныхъ, была имъ напечатана въ видѣ приложенія (арреndiх)

къ работѣ его отца ") въ 1832 году. Первая работа Лоба

чевскаго о неевклидовой геометріи была, какъ мы видѣли,

прочитана имъ въ факультетѣ въ 1826 году и опубликована

въ Казанскомъ Вѣстникѣ въ 1829 и 1830 годахъ. Эта ра

бота написана по французски (8ur les рrinciреs dе lа géo

metrie) хотя и была напечатана въ извлеченіи по русски.

Она могла быть доступна и Гауссу и Болею ?”), хотя ничего

нѣтъ невозможнаго въ томъ, что она осталась имъ неиз

вѣстною.

Во всякомъ случаѣ безспорно то, что изслѣдованія Лоба

чевскаго даже по времени опубликованія на 3 года старше

работы Болея. Остается разсмотрѣть, на чемъ основано пред

положеніе о существованіи связи между Лобачевскимъ и

Гауссомъ.

Такое предположеніе опирали единственно на переписку

Гаусса съШумахеромъ****); другихъ данныхъ въ пользу этой

догадки, на сколько намъ извѣстно, не существуетъ.

*) См. Sartorius von Valtershausen. Gausszum Gedachtniss. Стр. 17.

") Заглавіе работы Вольфганга Болея таково: „Тentamen juventutem

studiosam in elementа matheseоsрurae, elementarisасsublimiоris, methоdо

intuitiva, evidentiaque huic propria, introducendi.СumАрреndice triplici.

Аuctore Рrofessore Мatheseos et Рhуsices Сhemiaegue рubliсо оrdinariо.

Тomus рrimus. Мaros—Vasarhelуini, 1832. Турis Сollegii Кeformatorum,

рer Лоseрhum et Simeоnem Кali de Еelв6 Vist.“—Приложенная къ ней

работа Ивана Болея озаглавлена такъ: „Арреndiх scientiam sраtii ab

solute veram eхhibens: а veritate aut falsitate Ахiomatis ХП Еuclidei (а

рriori haud unquam decidenda) indeреndentem; аdjectа, аd сasum falsi

tatis, quadratura circuli geometrica. Аuctore Лоanne Вolуai de eadem,

Geometrarum in Ехercitu Саesareо Кegiо Аustriaсо Саstrensium

Саріtaneо“.

***) Еслибы существовала связь между Лобачевскимъ и Гауссомъ, те

онъ могъ бы переслать Гауссу понятный ему французскій текстъ.

****) Вriefrechsel zwischen Gauss und Schumacher.Аltona 1860–1863.

Письма, касающіеся ХП аксіомы и неевклидовой геометріи върусскомъ
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Въ этой перепискѣ обмѣнъ мыслей по поводу Х1аксіомы

Евклида начался съ 1831 года,то естьспустя два года послѣ

появленія сочиненія Лобачевскаго «О началахъ геометріи».

Шумахеръ приводитъ свои попытки доказать ХП аксіому.

Гауссъ разбиваетъ его доказательства. Въ первомъ письмѣ,

затрогивающемъ вопросъ объ ХГаксіомѣ,Гауссъ говоритъ, что

онъуже сорокъ лѣтътомуназадъ получилъ нѣкоторыерезуль

таты, касающіеся этого вопроса, и долженъ былъ теперь воз

обновить ихъ въ памяти три или четыре раза, чтобы ихъ

записать, такъ какъ они имъ ранѣе записаны небыли и онъ

боится, что эти результаты погибнутъ вмѣстѣ съ нимъ *).

Этого конечно не могло бы случиться, еслибы Гауссъ неза

долго передъ тѣмъ переписывался съ Лобачевскимъ о томъ

же вопросѣ. Въ первомъ письмѣ Гауссъ совсѣмъ о Лоба

чевскомъ не упоминаетъ, не смотря на то, что указанія на

работу Лобачевскаго было бы достаточно, чтобы разсѣять

сомнѣнія Шумахера, какъ это и случилось впослѣдствіи.

Надо думать, что въ то время Гауссъ о первой работѣ

Лобачевскаго или совсѣмъ не зналъ или забылъ про

нее. А это опять указываетъ на то, что никакой переписки

по поводу этой работы не было. Къ тому же въ первомъ

письмѣ Гауссъ ничего не говоритъ о возможности геометри

ческой системы безъ ХП аксіомы, чѣмъ прямо была бы об

наружена безплодность самыхъ стремленій Шумахера дока

зать ХП аксіому.

О неевклидовой геометріи Гауссъ пишетъ только спустя

два мѣсяца по поводу новой попытки Шумахера доказать ХI

аксіому. Надодумать, что Гауссъ въ это время возобновилъ

въ памяти давно забытые имъ результаты, а можетъ быть

ознакомился съ работою Болея, такъ какъ приводимая имъ

формула длины полуокружности для неевклидовой геометріи

переводѣ напечатаны въ Математическомъ Сборникѣ томъ П и въ

недавно изданномъ въ Казани Сборникѣ „Объ основаніяхъ геометріи“.

Казань 1893.

*) Они такъ и остались неопубликованными.
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совершенно такого же вида, какъ у Болея, и разнится отъ

формулы Лобачевскаго тѣмъ, что Лобачевскій такъ называ

емую кривизну принимаетъ равною—1. Во всякомъ случаѣ

о Лобачевскомъ Гауссъ въ этомъ письмѣ также не упоми

наетъ, какъ и въ первомъ. Послѣ отвѣта Пумахера на это

письмо, гдѣ видно, что онъ невполнѣ понялъ Гаусса, пере

писка объ ХП аксіомѣ у нихъ прекратилась и не возобнов

лялась въ теченіи 15 лѣтъ. Въ 1846 году Гауссъ впервые

вспоминаетъ о неевклидовой геометріи и начинаетъ письмо

къ Шумахеру такъ: «Въ послѣднее время я имѣлъ случай

перечитать небольшое сочиненіе Лобачевскаго подъ загла

віемъ Оeometrische Lintersuchungen zur Тheorie der Рarallel

linіen». Далѣе онъ, говоритъ что изложеніе неевклидовой гео

метріи у Лобачевскаго совсѣмъ иное отъ того, которое онъ

предполагалъ сдѣлать, и что авторъ трактуетъ о предметѣ,

какъ знатокъ, въ истинно-геометрическомъ духѣ. Сочиненіе,

о которомъ говоритъ Гауссъ, появилось въ 1840 годуи въ то

время уже существовало 5 работъ Лобачевскаго по неевкли

довой геометріи, изъ которыхъдвѣ написаны по французски.

По видимому «Geometrische Lintersuchungen zur Тheorie der

Рarallellinіen» было первое сочиненіе Лобачевскаго, привлек

шее вниманіе Гаусса.

Есть ли основаніе думать, что эти пять работъ Лоба

чевскаго написаны подъ вліяніемъ Гаусса? Конечно, надо

отвѣтить на этотъ вопросъ отрицательно. Безъ сомнѣ

нія Лобачевскій первый изложилъ въ полной и ясной

формѣ начала неевклидовой геометріи и долженъ быть при

знанъ главою новой школы геометровъ.

Во всѣхъ своихъ научныхъ изслѣдованіяхъ Лобачевскій

отводилъ особое значеніе точности опредѣленій и критикѣ

основъ науки. "

Отсюда понятно, почему привлекали его вниманіе вътакой

мѣрѣ геометрическія аксіомы и система изложенія геометріи.

Безъ сомнѣнія наиболѣе интересны и важны тѣ работыЛо

бачевскаго, которыя касаются теоріи параллельныхъ. Въэтой

теоріи Лобачевскій исходитъ изъ слѣдующихъ соображеній.
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Укрѣпимъ прямую С1) неподвижно въ точкѣ С! и будемъ ее

поворачивать по направленію стрѣлки, слѣдя за точкой пе

т ресѣченія 10 вращаю

21 ш.--- щейся прямой съ по

стоянною прямой АВ.

Точка 10движется влѣ

во (П”, 17"...), удаля

ясь въ безконечность.

Пустьпредѣльное поло

женіепрямой СП, когда

точка 10 удалилась въ безконечность,–есть СЕ. Прямую СЕ

Лобачевскій называетъ параллельною. Повернемъ чертежъ

около прямой СРперпендикулярной къ АВ. ПрямаяАВпри

детъ въ совмѣщеніе сама съ собою, а СК займетъ положе

ніе С9—это будетъ тоже параллельная по отношенію къ

АВ: если бы мы стали поворачивать прямую С10 въ направ

леніи, обратномъ стрѣлкѣ, слѣдя за движеніемъ точки 1), то

прямая С1) заняла бы положеніе СО. въ тотъ моментъ, когда

точка 10 ушла бы въ безконечность вправо.

Такимъ образомъ черезъ точку С проходятъ двѣ парал

лельныя по отношенію къ АВ–СВ и С1). Одна изъ нихъ

параллельная влѣво относительно перпендикуляра СР, дру

гая—вправо. Уголъ РСД —РСК— а Лобачевскій назвалъ

угломъ параллельности. Этотъ уголъ можетъ быть функціей

только длины р перпендикуляра СВ. Лобачевскій полагаетъ

а на Пр.). Если этотъ уголъ есть дѣйствительно функція р,

75 . . -

то онъ приближается къ 9, при тепени я и обѣщается

О

IВ

Черт. 1.

въ?- при и н о
2

по-4.

04;

При возрастаніи уголъ а уменьшается и обращается въ О

при ра-«.

Если же уголъ за постояненъ относительно р, то
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по-по-II.

Въ этомъ случаѣ уголъ В09 равенъ ту; прямая СО. соста

вляетъ продолженіе СЕ; черезъ точку С! проходитъ только

одна параллельная къ прямой АВ,и ХГ аксіома должна быть

справедлива. Такимъ образомъ вопросъ объ ХГаксіомѣ при

водится къ вопросу о томъ, есть ли Пр.) постоянная вели

чина или функція р3 Лобачевскій развиваетъ логическія по

слѣдствія этого послѣдняго предположенія. Онъ находитъ,

что если прямая С9 параллельна прямой АВ вправо иточка

С” лежитъ на СО, то прямая, проходящая черезъ С и па

раллельная прямой АВ вправо, совпадаетъ зъ С.С. Такимъ

образомъ прямая параллельная

9... су , другой прямой въ одной изъ своихъ

"—4-55, 333333332

1 I I ” протяженіи. Длины перпендикуля

„–5–5-1-1 5556455555

шаясь по мѣрѣ удаленія въ сто

рону параллельности; по мѣрѣ

удаленія въ противоположную сторону онѣ безпредѣльно

возрастаютъ.

Параллельность есть свойство взаимное для двухъ пря

мыхъ: если прямая С9 параллельна АВ, то и АВ парал

лельна СУ1.Двѣ прямыя, параллельныя третьей въ одну и ту

сторону,—параллельны между собою.

9) Проведя систему прямыхъ, парал

лельныхъ между собою, Лобачевскій

строитъ элементарнымъ способомъ

АН-—-.; ихъ ортогональную траэкторію. Эту

I ортоговальную траэкторію онъ на

г—т чть чть»«т»

9” . . Одну изъ параллельныхъ прямыхъ

АВ (безразлично–какую именно),

онъ принимаетъ за ось предѣльной окружности. "На всемъ

своемъ протяженіи предѣльная окружность имѣетъ одина

ковый видъ, всякая дуга ея безъ измѣненія кривизны мо

Черт. 3.
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жетъ быть наложена на кривую во всякомъ ея мѣстѣ. Если

провести окружность черезъ точку А съ центромъ на пря

мой АВ изатѣмъ увеличивать ея радіусъ, удаляя центръ по

прямой АВ въ безконечность, то предѣломъ такой окружно

сти и будетъ предѣльная окружность С10.

Такимъ образомъ въ«воображаемой» геометріи Лобачевскаго

предѣломъокружностиприбезконечномъ возрастаніи ея радіуса

является кривая, а непрямая линія, какъ въ геометріи Евкли

да. Если мы станемъ вращать предѣльную окружность около

оси АВ, то она опишетъ поверхность, которуюЛобачевскій

называетъ предѣльною сферою. Эта поверхность ортогональна

къ семейству прямыхъ въ пространствѣ, параллельныхъ АВ.

Линія АВ (или какая угодно другая изъ семейства парал

лельныхъ) можетъ быть принята за ось предѣльной сферы.

Всякое сѣченіе предѣльной сферы плоскостью, проходящей

черезъ одну изъ осей, есть предѣльная окружность. Сѣченіе

всякоюдругою плоскостью есть окружность съконечнымъраді

усомъ.Геометрія на предѣльной сферѣ есть геометрія Евклида.

Пользуясь этимъ, Лобачевскій выводитъ формулы своей «во

ображаемой» геометріи и находитъ выраженіе для угла па

раллельности т (черт. 1). Оказывается, что уголъ да Пру

опредѣляется формулой:

«по-исто ф

Получивъ это выраженіе, уже сравнительно не трудно

найти формулы, связывающія стороны и углы всякаго тре

угольника. Оказывается, что эти формулы разнятся отъ фор

*) У Бельтрами и новѣйшихъ геометровъ

р

44но- "

при чемъ —К? есть кривизна пространства. Иначе:

«ча»-«ми (5).

лобачевскій выбираетъ единицу дливы такъ, чтобы я равнялось 1.
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мулъ сферической тригонометріи только тѣмъ, что въ сфе

рической тригонометріи стороны а, b, с треугольннка слѣ

за дуетъ замѣнить чрезъ ай, bi, ci, гдѣ

i — у–1. Можно сказать, что «вообра

жаемая» геометрія Лобачевскаго есть

геометрія на сферѣ радіуса і ").

А4—3-—“? Имѣя формулы, связывающія углы и

стороны прямолинейнаго треугольника,
Черт. 4.

можно выразить элементъ дуги кривой

*) Формулы Бельтрами и новѣйшихъ геометровъ соотвѣтствуютъ гео

мети на счетъ палата; замѣтивъ въ формахъ «етической па

гонометріи спороны петольника, да черезъ 45. 45,

тригонометрическихъ функцій вводимъ гиперболическія.

При Ка- схо формулы эти обратятся въ обычныя формулы Евклидо

вой геометріи.

4

«3, мы вмѣсто

. . 4

кита «сти пищален- I есть, понятно:

4--и

раг г"

Отсюда понятно, почему формулы „воображаемой“ геометріи то

ждественны съ формулами геометріи на псевдосферѣ, т. е. на поверх

ности съ постоянной отрицательной кривизной —К”.

Бельтрами показалъ, что можно установить такое однозначное

соотвѣтствіе между точками псевдосферы и точками плоскости, при

которомъ геодезическія линіи псевдосферы отобразятся прямыми ли

ніями, а безконечно удаленныяточки псевдосферы–точками нѣкоторой

окружности конечнаго радіуса. Вся поверхность

псевдосферы отобразится площадью, лежащею

внутри окружности, а геодезическія линіи, безко
II

нечно продолженныя въ обѣ стороны, отобразятся

XLes...? чуть-чуть читать

В Будемъ называть отображенія точекъ тѣми же

45. 5 буквами, какъ я отображаемыя. Въ такомъ случаѣ

можно сказать, что геодезическія, проходящія

черезъ точку С и параллельныя геодезической АВ суть тѣ, которыя

отображаются прямыми СА и ОВ; эти геодезичсскія пересѣкаютъ

геодезическую АВ въ безконечно удаленныхъ точкахъ А и В. Всѣ
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ds. Въ геометріи Лобачевскаго въ Декартовыхъ координатахъ

онъ выражается такъ:

фу!"

а въ полярныхъ слѣдующимъ образомъ:

4--5495255та въ

Если принять одну изъ осей предѣльной окружности за

ось абсциссъ и помѣстить начало координатъ на кривой, то

уравненіе предѣльной окружности будетъ таково:

sin П1у)нег”. (4)

Внося это выраженіе въ формулу (2) и интегрируя, най

демъ:

sactig111у). (5)

Таково выраженіе длины дуги предѣльной окружности.

Положивъ въ формулѣ (3)

rаВ— Сonst.,

и тепла отъ ч- оло 4-хъ часомъ

Такова формула длины дуги полной окружности.

За элементъ площади кривой Лобачевскій принимаетъ без

конечно узкую площадь ограниченную 1) кривой,2) осью х

3) двумя предѣльными окружностями, имѣющими ось х своею

геодезическія, параллельпыя АВ вправо, отобразятся прямолинейными

лучами, выходящими изъ В,

Хорда ЕЕ" пересѣкаетъ хорду АВ внѣ окружности; геодезическая

ЕЕ" пересѣкаетъ геодезическую АВ въ мнимой точкѣ; иначе говоря,

совсѣмъ ее не пересѣкаетъ, Геодезическія АВ и Е” не параллельны

и не пересѣкаются. I



— 492 —

осью и пересѣкающими ось 2 въ точкахъ отстоящихъ одна

отъ другой на dх. Элементъ площади оказывается таковъ:

5.5959999

——--

Пользуясь этою формулою, Лобачевскій находитъ величину

цлощади треугольника: она выражается избыткомъ т. надъ

суммою его угловъ:

т-(А-1-В–С), (8)

гдѣ А, В и С! суть углы треугольника. Отсюда вытекаетъ,

между прочимъ, такое интересноезаключеніе:три параллель

ныя между собою прямыя образуютъ треугольникъ, у кото

раго всѣ внутренніе углы равны нулю; площадь такого тре

угольника конечна и равна т. Это–самая большая площадь,

которую можетъ имѣть треугольникъ. Изъ формулы площади

треугольника слѣдуетъ, что эта площадь вполнѣ опредѣлена

его углами; чѣмъ сумма угловъ меньше, тѣмъ площадь тре

угольника больше. Поэтому понятно,чтовъ «воображаемой»

геометріи подобныхътреугольниковъ существовать неможетъ.

Внеся въ формулахъ «воображаемой» геометріи вмѣсто

функціи П ея выраженіе изъ уравненія (1), разложивъ пока

зательныя функціи въ степенные ряды и ограничиваясь пер

выми приближеніями, мы получимъ формулы, годныядля фи

гуръ малыхъ размѣровъ. Оказывается, что въ такомъ случаѣ

мы получимъ формулы геометріи Евклида. Геометрія Евклида

есть лишь первое приближеніе къ «воображаемой» геометріи

Лобачевскаго. .

Въ дѣйствительности ли наше пространство есть Евкли

дово пространство или наши несовершенныя чувства только

невъ состояніи открыть погрѣшностей первагоприближенія–

вѣроятно останется навсегда открытымъ.

Положивъ основанія «воображаемой» геометріи, Лобачев

скій уже безъ большаго труда обычными путями развиваетъ

ихъ дальнѣйшія слѣдствія. Въ особенности много онъ оста

навливается на приложеніяхъ воображаемой геометріи къ
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вычисленію опредѣленныхъ интеграловъ *). Эти приложенія

основаны на преобразованіяхъ интеграловъ, распространен

ныхъ на площади и объемы. Здѣсь видную роль играетъ

функція, выражаемая интеграломъ:

2

лю-Iчть «заѣ. «

(!)

Она можетъ быть разложена въ слѣдующій рядъ:

iасхо

ланта-394вать по4

i e. 1

Таковы въ самыхъ краткихъ чертахъ главнѣйшіе резуль

таты, найденные Н. И. Лобачевскимъ въ воображаемой гео

метріи. Сама по себѣ идея построенія геометрической си

стемы безъ Х1 аксіомы кажетъ весьма простою, однако со

времени Евклида прошло 2000 лѣтъ до ея осуществленія.

Лобачевскому принадлежитъ честь не только постановки,

но также стройнаго и полнаго рѣшенія задачи.

Дальнѣйшее развитіе идей Лобачевскаго вызвало въ по

слѣднее время обширную литературу, надъ которою потру

дились такіе выдающіеся математики, какъ Бельтрами, Бат

талини, Риманъ, Гельмгольцъ, Ли, Кели, Клейнъ, Пуанкаре

и многіе другіе "").

") Этому вопросу онъ посвящаетъ отдѣльную работу „Примѣненіе

воображаемой геометріи къ нѣкоторымъ интеграламъ“.

**) Литература неевклидовой геометріи приведена въ собраніи геоме

трическихъ сочиненій Лобачевскаго. Систематическое изложеніе основъ

неевклидовой геометріи можно найти въ сочиненіи Киллинга (Кilling)

„Еіnfahrung in die Grundlagen der Geometrie“, недавно вышедшемъ въ

память столѣтней годовщины дня рожденія Н. И. Лобачевскаго,



ЕТЬ В0IIРОСУ () IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII. IIIIА(IIIIIIIОЕТЬ

П0ДЪ Дѣй0ТВІЕМЪ КАПИЛЛЕРНЫХЪ СЛЛЪ.

Л. В. Преображенскаго.

Настоящая замѣтка имѣетъ цѣлію устранить одну неточ

ность, которую можно встрѣтить въ курсахъ теоріи капил

лярности.

Пусть мы имѣемъ двѣ вертикальныя параллельныя пла

стинки, опущенныя въ жидкость. Возлѣ нихъ и между ними

образуются цилиндрическія поверхности ПВ, 1717 и СС.

10 и 17 лежатъ на поверхности уровня жидкости въ сосудѣ.

Давленія въ этихъ точкахъ, равно какъ и въ какой-нибудь

точкѣ Е, лежащей между пластинками въ той же плоскости

уровня, равно атмосферному и, будучи выражено столбомъ
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взятой нами жидкости, равно положимъ Н. Въ какой-нибудь

точкѣ а стѣнки пластинки на промежуткѣ ВС, давленіе извнѣ

измѣряется столбомъ Н, а изнутри столбомъ Н–ВЕ, гдѣ 3

лежитъ на высотѣ а. Ниже линіи В и выше линіи Одавле

нія на пластинку съ обѣихъ сторонъ одинаковы.

Обозначивъ ширину пластинки черезъ 1, высоту В надъ

уровнемъ черезъ г. и высоту С черезъ г., массовую плот

ность жидкости черезъ р., будемъ имѣть для давленія на

стѣнку ВС.1 слѣдующее выраженіе

3 . . . .

— 2,

«144-419-54

35

Кромѣ того пластинка А подвергается дѣйствію поверх

ностнаго натяженія по линіямъ, проходящимъ въ В и С

Если коэффиціентъ натяженія есть дра”, и углы соприкосно

венія обозначимъ черезъ 1 и й, тодля горизонтальныхъ сла

гающихъ получимъ величины: урsin i (дѣйствующая влѣво) и

gо sin i, (дѣйствующая вправо).

Въ окончательномъ результатѣ пластинка А подвергается

слѣдующей силѣ Р, дѣйствующей горизонтально вправо:

2,1— 2."
L!...„С!

44-5
Ранцу5 --ура”181пй,—зіn i).

Принявъ соотвѣтственныя обозначенія для второй пла

стинки, будемъ имѣть, что она подвержена слѣдующей силѣ

Р", дѣйствующей влѣво:

2”.1— 2. "

Р- 449-54---зачѣ г.—что

Получивъ эти выраженія для силъ Р и Р”, Мathieu*) при

*) тыдorie de la Саршаrité par М. Еmile Мathieu. 1883. р. 101—106.
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помощи дифференціальнаго уравненія свободной поверхности

жидкости

5

1----«

175т---- и

дх

выводитъ слѣдующее заключеніе:

Если 13 і и ?),— 17, то Ра-I Р.

Это заключеніе слишкомъ узко. Можно показать, что не

только при указанномъ соотношеніи между углами соприко

сновенія, но и при какихъ угодно уплахъ соприкосновенія силы,

дѣйствующія на обѣ пластинки въ горизонтальномъ направ

леніи, равны между собою.

да

замѣчая, что «болтни темна; въ почкахъ всю

и С" равны котангенсамъ угловъ соприкосновенія, изъ диф

ференціальнаго уравненія поверхности жидкости получимъ:

. . . 4? . . . 42

«мі-сі-55, тить са-155,

2. „Р 5
. . л. 4 Т . . . 4

«А. С.-3.» Она са-155,

гдѣ С., и С нѣкоторыя постоянныя.

Подставляя эти выраженія въ выраженія силъ Р и Р”,

увидимъ, что сила Р всегда равна силѣ Р".

Это можно вывести также и изъ принципа невозможности

рerpetuum mobile. Въ самомъ дѣлѣ, представимъ себѣ, что

обѣ пластинки неизмѣнно связаны между собою и пущены

на поверхность жидкости. Если бы одна пластинка подвер

галась большему дѣйствію, чѣмъ другая, то послѣдовало бы

вѣчное движеніе.
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Такимъ образомъ мы видимъ, что свойства поверхностей

пластинокъ можно мѣнять какъ угодно, а вмѣстѣ съ тѣмъ

мѣнять и углы соприкосновенія. Оказывается, что насколько

натяженіе, производимое поверхностью жидкости на пла

стинку, увеличивается вслѣдствіе того, что уголъ соприкосно

венія приближается къ прямому, на столько же направленное

въ ту же сторону давленіе уменьшается вслѣдствіе умень

шенія площади, на которую производится это давленіе.

12 мая 1894 г.



къ злдлчѣ онъ игкгулявныхъ инткгл.

ЛАхъ ЛИНЕННЫХЪ УРАВНЕНІИ.

П. А. Бекрасова.

Въ статьѣ: «Способъ В. Г. Имшенецкаго для нахожденія

алгебраическихъ раціональныхъ дробныхъ рѣшенійлинейнаго

дифференціальнаго уравненія» (Мат. Сборн., т. ХVП, стр.

341—382) сдѣланъ намекъ на достигнутое мноюупрощеніе,

относящееся къ такъ называемымъ иррегулярнымъ интегра

ламъ. Къ сожалѣнію, мои надежды достигнуть въ этомъ во

просѣ важныхъ упрощеній не оправдались вслѣдствіе пре

пятствій, находящихся въ связи сърасходимостью нѣкоторыхъ

рядовъ.

Вмѣстѣ съ тѣмъ я усумнился въ правильности выводовъ

Пуанкаре, содержащихся въ 5 3 его мемуара: «Sur les inté

grales irrégulіères des éguations linéaires», напечатаннаго въ

Аcta Мathematiса (8: 4, р. 295–344).

Въ 5 3 этого мемуара трактуется уравненіе, приводимое

при посредствѣ преобразованія Лапласа къ виду:

4945 . 519—45

9. 55--О.-- 54---------94-95 (9

гдѣ С!) суть цѣлые полиномы и притомъ

(1„а (a–a,) (2-а,). . (з-а.). (2)

Уравненіе (1) въ области за а, имѣетъ интегралъ въ

вида:
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83-1-1 ...„. . . „В;-н-2

«-а-а?--са-а!"""-сла-а?“---.. 45

Опредѣливъ такимъ образомъ г. и разумѣя подъ х коли

чество, коего дѣйствительная часть есть весьма большая по

ложительная величина, Пуанкаре разсматриваетъ интегралъ

л-Iте?"а, (4)

отнесенный къ контуру Е, простирающемуся въ безконеч

ность по прямой, проводимой въ направленіи дѣйствитель

ныхъ и притомъ отрицательныхъ величинъ. "

Возникаетъ сомнѣніе въ подности интеграла (4), такъ какъ

въ области точки засло уравненіе (1) при разсматриваемыхъ

у Пуанкаре обстоятельствахъ большею частію имѣетъ ирре

гулярные интегралы, при чемъ, какъ кажется, можетъ слу

читься, что функція иде?” для безконечно удаленныхъ точекъ

контура К, обращается въ нуль порядка ниже1 и дажеобра

щается въ со. Сомнѣніе это не однородно съ тѣмъ, которое

возбуждалъ Тhomé (Сrelle's Journ., В. 101) и на которое

отвѣчалъ Пуанкаре (Аcta Мathem., 10: 3).

Можетъ быть, возбуждаемое мною сомнѣніе устраняется

либо на счетъ иного выбора формы контура К, либо по

средствомъ какихъ нибудь требующихъ; выясненія свойствъ

функціи те-I". Но этотъ вопросъ представляетъ пока свои

неясности и трудности въ виду крайней сложности харак

тера особой точки за «о функціи те”, которая можетъ

притомъ слагаться изъ нѣсколькихъ иррегулярныхъ интегра

ловъ съ различными корнями опредѣляющаго уравненія.



ЛИНЕйНЫЯ ДиффЕРЕНц1Альныя углвнныя вто

РАГО ПОР111ЕЛ. Сѣ АЛТЕВРАИЧЕСКИми инткгрд.

ЛАМИ.

В. П. Ермакова.

Предисловіе.

Вопросъ о линейныхъ однородныхъ дифференціальныхъ

уравненіяхъ, общіе нтегралы которыхъ выражаются алге

браическими функціями, сравнительно недавній, но уже

имѣетъ обширнуюлитературу.Просматривая относящіясясюда

изслѣдованія, невольно приходишь къ тому убѣжденію, что

вопросъ слишкомъ сложенъ и находится въ связи со многими

другими вопросами.

Каждый новый вопросъ на первыхъ порахъ кажется сли

шкомъ труднымъ. Для рѣшенія этого вопроса изслѣдователь

стремится выдвинуть весь запасъ своихъ знаній. Такъ въ

трактатахъ, посвященныхъ нашему вопросу, встрѣчаются

теоремы изъ теорій функцій алгебраическихъ уравненій, диф

ференціальныхъ уравненій, безконечныхъ рядовъ, инваріан

товъ, Римановыхъ поверхностей, подстановокъ, правильныхъ

многогранниковъ. Но при внимательномъ изученіи многіе

повидимому сложные вопросы допускаютъ простое рѣшеніе.

Простѣйшее рѣшеніе вопроса принадлежитъ С. Е. Са

вичу *), который въ основу своихъ изслѣдованій положилъ

*) С. Е. Савичъ. О линейныхъ обыкновенныхъ дифференціальныхъ

уравненіяхъ съ правильными интегралами. СПБ. 1892.
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теорію конечныхъ группъ линейныхъ подстановокъ. Но при

рѣшеніи вопроса можно обойтись и безъ теоріи подстано

ВОКЪ.

Я задался цѣлію— найти возможно простое рѣшеніе во

проса. Предоставляю читателю судить, насколько удалось мнѣ

достичь этой цѣли.

Я ограничиваюсь рѣшеніемъ вопроса въ егочистомъ видѣ

и отбрасываю всѣ находящіеся съ нимъ въ связи побочные

вопросы.

Далѣе я стараюсь обратить вниманіе на выясненіе каждой

мелочи, такъ что, полагаю, читателю ничего не покажется

НеДОКазаннымъ И. Неяснымъ.

Въ трехъ мѣстахъ я оставляю нѣчто недоказаннымъ, но

лишь по той причинѣ, что само доказательство весьма про

сто. Помѣщеніе подобныхъ доказательствъ нарушаетъ плав

ность изложенія, такъ какъ отвлекаетъ вниманіе читателя отъ

главнаго предмета.

Все свое изслѣдованіе я дѣлю по возможности на отдѣль

ные законченные параграфы, снабженные заглавіями.

Вопросъ оказывается далеко несложнымъ. Вотъ перечень

тѣхъ спеціальныхъ свѣдѣній, съ которыми читатель можетъ

приступить къ моему изслѣдованію.

1. Если цѣлая раціональная функція, ф(х, 4), двухъ (или

болѣе) перемѣнныхъ не разлагается нараціональныемножи

тели, то приравнявъ эту функцію нулю,

ф(х, 2)–0,

получимъ уравненіе, которое будемъ называть неприводимымъ

алгебраическимъ уравненіемъ.

Такъ какъ подобное опредѣленіе неприводимости немного

разнится отъ общеупотребительнаго,то пояснимъ примѣрами.

Уравненіе

х"—г"—1:О

неприводимо,такъ какъ первая часть не разлагается на мно

2511ТЕЛИ.
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Уравненіе

229-н- 21—22-н- 1 — О

приводимо, потому что первая часть разлагается на два мно

2511Те„1812

(а—1--ху”-30 —1— 24572)

2. Пусть двѣ перемѣнныя х и я находятся въ алгебраи

ческой зависимости

ф(х, 4).–0;

пусть 2-независимое перемѣнное. На плоскости перемѣн

наго х есть такъ называемыя критическія точки. Если не

зависимое перемѣнное опишетъ замкнутую кривую около

критической точки, то корни алгебраическаго уравненій пе

реходятъ одинъ въ другой.

3. Если нѣкоторая функція корней алгебраическаго урав

ненія, 344, 2,,,..), не измѣняется, когда независимое пере

мѣнное описываетъ произвольную замкнутую кривую, то эта

функція выражается раціонально чрезъ независимое пере

мѣнное:

514, 4,,, „) на В2).

4. Если нѣкоторая функція корней алгебраическаго урав

ненія, да, г.,...), умножается на постоянные множители,

когда независимое церемѣнноеописываетъ замкнутыя кривыя

около каждой критической точки, то эта функція корней вы

ражается радикальною функціей независимаго перемѣннаго;

за, а....)–у В5.

а постоянные множители будутъ корнями двучленнаго урав

ненія:

I.”: 1.

5. Положимъ, что въ неприводимомъ алгебраическомъ урав

неніи,
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ф(а) — О,

одинъ корень выражается раціонально чрезъ другой:

24 (г).

Въ такомъ случаѣ, если въ уравненіе вмѣсто а подставимъ

[2), то получимъ новое уравненіе,

фfia) — О,

которому удовлетворятъ всѣ корни прежняго уравненія.

Въ частномъ случаѣ, если

, аг -н- Б

27 с

сг -н- д

че

то уравненіе:

4249)-«
се-н- д

тожественно съ прежнимъ уравненіемъ.

6. Если одинъ корень неприводимаго алгебраическагоурав

ненія есть интегралъ какого-нибудь дифференціальнаго урав

ненія, выраженнаго въ раціональной формѣ, то и всякій дру

гой корень перваго уравненія будетъ также интеграломъ

втораго уравненія.

7. Пусть Еlу, г) и Ф(у, 2) будутъ двѣ функціи двухъ пе

ремѣнныхъ. Выраженіе:

акта люди

144-55-53;

называется Якобіевымъ опредѣлителемъ, или Якобіаномъ.

Якобіевъ опредѣлитель есть коваріантъ тѣхъ функцій, изъ

которыхъ онъ составленъ.

Свойства коваріанта выражаются въ слѣдующемъ.

Преобразуемъ линейно перемѣнныя:

у": ту-н-32,

знь у-а-Ва.
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Пусть функція Е и Ф преобразуются въ Р. и Ф. Соста

вимъ Якобіанъ преобразованныхъ формъ:

„, „4559.945494

"Гду 4: " в ду "

Между прежнимъ и новымъ Якобіаномъ существуетъ зави

СИМОСТЬ:

чув- 10ч.,

гдѣ 10 есть опредѣлитель преобразованія,

10—23— Ву.

в. пусть Ру, а есть произвольная функція двухъ пере

мѣнныхъ. Выраженіе:

1919 IIIIII” узу-! Т. У1

на кн2427-144)

называется Гессіевымъ опредѣлителемъ, или Гессіаномъ.

Гессіевъ опредѣлитель есть коваріантъ данной функціи.

Свойства коваріанта выражаются въ слѣдующемъ.

Пусть функція Е(у, 2) линейнымъ преобразованіемъ пере

ходитъ въ Е(у",5). Пусть Н, (у1e?) будетъГессіанъ преобра

зованной функціи. Между прежнимъ и новымъ Гессіаномъ

существуетъ зависимость:

Н- 1911),

гдѣ 10 есть опредѣлитель преобразованія.

Для полной опредѣленности необходимо замѣтить, что

нашъ вопросъ состоитъ изъ двухъ существенно различныхъ

частей.

Въ первой части рѣшается прямая задача: составить общія

формы всѣхъ тѣхъ линейныхъ однородныхъ дифференціаль

ныхъ уравненій втораго порядка, общіе интегралы которыхъ

выражаются алгебраическими функціями.

Число такихъ общихъ формъ равно пяти.

Во второй части рѣшается обратная задача: дано линей

ноеоднородное дифференціальное уравненіе; требуется узнать,
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заключается ли оно въ одной изъ найденныхъ общихъ формъ,

т. е. будетъли его общій интегралъ алгебраическою функціей.

Рѣшепіе этой послѣдней задачи до сихъ поръ не приве

дено къ конечному числу дѣйствій. Хотя Клейнъ и привелъ

рѣшеніе задачи къ нахожденію раціональнаго интеграла нѣ

котораго нелинейнаго дифференціальнаго уравненія третьяго

порядка, но степени числителя и знаменателя искомой ра

ціональной функціи ничѣмъ не опредѣляются. Еслии удастся

свести задачу къ конечному числу дѣйствій, то во всякомъ

случаѣ рѣшеніе выйдетъ чрезвычайно сложнымъ. Въчастныхъ

случаяхъ задача можетъ имѣть простое рѣшеніе, напр. для

дифференціальнаго уравненія гипергеометрическаго ряда.

Я опускаю вторую задачу и займусь изложеніемъ только

первой задачи, т. е. рѣшеніемъ прямого вопроса.

По с т а н о в к а в о п р ос а.

Въ линейномъ однородномъ дифференціальномъ уравненіи

втораго порядка;

694 г.)

14--15-ти- 1 ф

требуется опредѣлить коэффиціенты р и g, какъ раціональ

ныя функціи перемѣннаго, такимъ образомъ, чтобы общій

интегралъ уравненія былъ алгебраическою функціею.

Пусть

[2,у)—О (2)

будетъ то неприводимое алгебраическое уравненіе, одинъ

корень котораго есть интегралъ дифференціальнаго уравне

нія (1).

Если хотя одинъ корень неприводимаго алгебраическаго

уравненія (2) удовлетворяетъ дифференціальному уравненію

(1), то и всѣ корни того же уравненія (2) будутъ также

интегралами линейнаго дифференціальнаго уравненія (1).

Положимъ, что уравненіе (2) не есть двучленное. Въ та

комъ случаѣ найдутся такіе два корня у, и у, отношеніе
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между которыми не равно постоянному числу; эти корни

будутъ частными интегралами дифференціальнаго уравненія

(1). Общій интегралъ того же уравненія будетъ

ау, -ч- Бу,

гдѣ а и b нѣкоторыя постоянныя величины. Въ такой формѣ

долженъ выражаться также и каждый корень алгебраяческаго

уравненія (2).

Такимъ образомъ наша задача можетъ быть приведена къ

другой слѣдующей задачѣ. "

Требуется составить алгебраическое уравненіе (2) такъ,

чтобы между каждыми его тремя корнями существовала ли

нейная зависимость:

Ау-ну,-отно,

коэффиціенты которой А, Ви С! не должны зависитъ отъ 2.

Пр им и т и в н ыя ф орм ы.

Пусть мы имѣемъ неприводимое алгебраическое уравненіе:

112, у) — О, (2)

обладающее тѣмъ свойствомъ, что каждый его корень выра

жается линейно чрезъ два корня,

у,—Ау,--Ву,

причемъ А и В не зависятъ отъ х.

Возьмемъ линейную функцію двухъ корней:

ау,--Бу,, (3)

гдѣ а и Б. не зависятъ отъ х. Подставивъ вмѣсто корней

ихъ выраженія чрезъ 2, получимъ нѣкоторую алгебраическую

функцію, которая вообще будетъ имѣть s значеній. Одно изъ

другихъ значеній выраженія (3) будетъ

ау,-н- Бу.

Но какъ каждый корень выражается линейно чрезъ два, Т9
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ау,-н- Бу,–а́у,---Бу,

гдѣ а” и Б” также не зависятъ отъ х. Итакъ всѣ значенія

выраженія (3) имѣютъ ту же форму, но съ другими козффи

ціентами.

Возьмемъ всѣ в значеній выраженія (3):

ау,-н- Бу,

а”у,-н- Бу,

а”у,-н- 17"у,„,

и перемножимъ ихъ. Такимъ образомъ получимъ двоичную

форму *) s–той степени Ф(у, у;), которая не мѣняетъ своей

величины, когда х опишетъ произвольнуюзамкнутую кривую.

При частныхъ значеніяхъ а и ѣ можетъ случиться, что вы

раженіе (3) будетъ имѣть менѣе s значеній. Тогда число

различныхъ значеній выраженія (3) будетъ дѣлителемъ s.

Функція Ф(у, у.) превратится въ полную степень нѣкоторой

другой функціи

ф все 17,

Тожеобстоятельство будетъ имѣть мѣсто и въ томъ случаѣ,

когда отношеніе между нѣкоторыми двумя значеніями выра

женія (3) обращается въ постоянную величину.

Итакъ положимъ, что функція Ф(у, у.) обращается въ

полную степень нѣкоторой другой функціи. Если х опишетъ

замкнутую кривую около критическихъ точекъ, то функція

Еlу, у.) умножится на нѣкоторый множитель р. Но такъ

какъ Е” не мѣняетъ своей величины, то множитель р дол

женъ удовлетворять уравненію;

-Р—

5759 1.

Отсюда слѣдуетъ, что р не зависитъ отъ х.

*) формою называется цѣлая раціональная однородиая функція пе

ремѣнныхъ. По числу перемѣнныхъ форма бываетъ двоичная, троич

Ная. И Т. Д.
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Мы назовемъ примитивною формою такую однородную

функцію двухъ корней, которая умножается на постоянный

множитель, если х опишетъ замкнутую кривую, около крити

ческихъ точекъ. Покажемъ далѣе, что наша задача приво

дится къ нахожденію примитивной формы наименьшей сте

IIIIIIIIII.

Примитивныя формы первой степени.

Положимъ, что существуетъ примитивная форма первой

степени. Такая форма, какъ линейная, есть частный инте

гралъ линейнаго дифференціальнаго уравненія (1). Означимъ

этотъ интегралъ чрезъ у,. Если х описываетъ замкнутую

кривую, то по нашему предположенію у, умножается на по

стоянный множитель. Но это возможно только въ томъ слу

чаѣ, когда у, выражается радикальной функціей,

у — Л.

гдѣ М есть нѣкоторая раціональная функція перемѣннаго х.

Если полный интегралъ дифференціальнаго уравненія (1)

долженъ быть алгебраическою функціей, то безъ особыхъ

разсужденій ясно, что это обстоятельство можетъ имѣть мѣ

сто только въ томъ случаѣ, когда и другой частный инте

гралъ также выражается радикальною функціей.

Итакъ

ун-44, у.—47Х""

Подставивъ эти выраженія въ дифференціальное уравненіе

(1), получимъ:

44. „.....„. 1441. „141-444...„ьыя...

«м24---и (99-ама?-«мы»

474 л. „1447 . .54V. .....»».....

«х2–«-127-459-меня

Отсюда опредѣляются коэффиціенты р и д.
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Примитивная форма второй степени.

Положимъ, что наименьшая степень примитивной формы

равна двумъ. Такая форма распадается на произведеніе двухъ

множителей, которые мы можемъ принять за корни искомаго

алгебраическаго уравненія (2),

Гу, у.)-ну, у.

Если х опишетъ замкнутую кривую, то у; и у; перейдутъ

въ два другіе корня у, и у.Поусловію отношеніе у, у, :у,у,

должно быть постоянно. Кромѣ того мы знаемъ, что у, и у,

выражаются линейно чрезъ у, и у,. Оба эти условія могутъ

выполняться лишь въ томъ случаѣ, когда у, и у, отличаются

отъ у, и у, постоянными множителями. Отсюда слѣдуетъ,

что корни искомаго алгебраическаго уравненіядолжны быть:

кли я?

91 9 391, 5 4791 г. « .

-ли я?

9II. 4915 З715- - - -

гдѣ р есть корень нѣкотораго двучленнаго уравненія,

"е 1.
5

Само алгебраическое уравненіе въэтомъ случаѣдолжно быть

трехчленнымъ:

у"—2Му“--МаО, (4)

гдѣ М. и М-нѣкоторыя раціональныя функціи.

Подставивъ въ дифференціальное уравненіе (1)

уча уIМы уIМ?–М.

получимъ два уравненія для опредѣленія раціональныхъ коэф

фиціентовъ р и ф. Не станемъ приводить этихъ уравненій,

такъ какъ онѣ сложны и не имѣютъ никакого значенія для

дальнѣйшаго изслѣдованія.

Повидимому, особнякомъ стоитъ алгебраическое уравненіе

третьей степени,



— 510 —

у?-н- пу-ч-t-0,

въ которомъ нѣтъ втораго члена. Такъ какъ между тремя

корнями существуетъ линейная зависимость,

у,--у,-н-у,— О,

то эти корни могутъ удовлетворять нѣкоторому линейному

дифференціальному уравненію втораго порядка. Но кубиче

ское уравненіе легко прнводится къ формѣ (4). Пусть я—

мнимый кубическій корень изъ единицы; з9—1; положимъ

—» « . .» - -?

2,за у,-н- ду, -н- 27,,

254— у,-н- «Гу,--ду,

Составленныя такимъ образомъ выраженія суть корни трех

членнаго уравненія:

2".-н- 27129—27r94. О,

которое заключается въ формѣ (4).

Разсмотримъ теперь тѣ случаи, когда степень всякой при

митивной формы больше двухъ.

Приведеніе задачи къ новой задачѣ,

Пусть у, и у, будутъ два корня искомаго уравненія (2);

IIОДОСКИМЪ

Подставивъ вмѣсто корней ихъ выраженія чрезъ х, получимъ

нѣкоторую алгебраическую функцію, которая будетъ имѣть

т. значеній (т. е. з). Пусть г. есть корень неприводимаго ур-я.

ф(х, 4) - О. (5)

татата та та 1 т. т.1

ау,-н-бу,. аа-н- 1

су,--ду, Тся-н- д."
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Послѣднее выраженіе должно быть также корнемъ неприво

димаго уравненія (5). Такимъ образомъ наша задача приво

дится къ слѣдующей.

Составить неприводимое алгебраическое уравненіе такимъ

образомъ, чтобы между каждыми его двумя корнями вуще

ствовала зависимость вида:

, аг-t-b

2 2а

сг-н-д."

причемъ а, Б, с и д не должны зависитъ отъ х.

Изслѣдованіе новой задачи.

Пусть корни искомаго неприводимаго алгебраическаго ура

вненія (5) будутъ: г, 2, 3, . . . 2...,. Произведеніе этихъ кор

ней должно выразиться раціонально чрезъ х,

4. 4, 2,--.4.-„4. Ка.

Но по условію каждый корень выражается чрезъ первый

слѣдующимъ образомъ:

4--4444

” сда-н- д."

Подставивъ эти выраженія, получимъ:

зла, г-н- 11, 14, 2--4). .I

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIII—ж

И„III

55--вы по

Это уравненіе должно быть тожественно съ искомымъурав

неніемъ (5). Степень функціи ф(а) меньше т, а потому сте

пень 412) должна быть равна m ").

") Степень функціи Ф(a) можетъ быть меньше т, еслн нѣкоторые

коэффиціенты а, а, . . обращаются въ нули. Но этотъ случай невоз

моженъ, такъ какъ тогда степень уравненія (6) была бы меньше сте

пени искомаго неприводимаго уравненія (5).

т. хуп.вы. п. 33
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Прибавимъ къ обѣимъ частямъ уравненія (6) нѣкоторое

постоянное Л,

Мы можемъ всегда опредѣлить Б. такъ, чтобы функція

В1a)-t-14 (а)— ф(а)

имѣла кратные множители. Не стану останавливаться на до

казательствѣ, что такое опредѣленіе всегда возможно.

Докажемъ, что и всѣ остальные множители функціи фі(2)

будутъ кратными въ той же степени, т. е. ф(а) будетъ пол

ною степенью нѣкоторой другой функціи.

Положимъ,что ф(а) содержитъ кратный множитель (2-г.)”

Введемъ новое перемѣнное:

2— 2,с. и.

Прибавимъ къ обѣимъчастямъ уравненія (6) найденное зна

ченіе 1,

44).

5-го-4

и замѣнимъ г. новымъ перемѣннымъ:

95945-ть-и о

Въ лѣвой части числитель т.-той степени и дѣлится на нѣ

которую степень и, а степень знаменателя меньше п. По

этому произведеніе корней послѣдняго уравненія равно

Н12)-н-1 умноженному на нѣкоторый постоянный множитель:

щ.,— А(Кх-н-1).

Но всѣ корни выражаются чрезъ первый корень по слѣдую

щей формулѣ:

1919, 14. . . 445

. а (и-н- 2.) -t-1 . 24-1-3,
——?"—да,с

с, (и н а.)-нд."Т”уди -н- 2

Подставивъ эти выраженія, получимъ:
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994449944494.вв. м.
7-4--4449-4-49---- А(Ех-t-1). (8)

г. и--5)(?), и--6)...

Это уравненіе должно отличаться отъ уравненія (7) только

постояннымъ множителемъ А. Поэтому вопервыхъ и въ чи

слителѣ должно быть кратнымъ множителемъ, т. е. нѣкото

рые изъ коэффиціентовъ 2, 3, . . . обращаются въ нули;

во вторыхъ ади-н- 3, должно быть множителемъ функціи

ф(и-и-г.). Уравненіе (8) недолжно мѣняться, когда мы вмѣсто и

а и-н-3,

подставимъ Т---14. Но это возможно лишь вътомъ случаѣ,

уди-н- 5

когда въ числителѣ первой части множитель али -н- 3, вхо

дитъ въ такой же степени какъ и и, а это и требовалось

доказать. Итакъ

615).--1444)–376).

Если Лi допускаетъ нѣсколько значеній, удовлетворяющихъ

указанному условію, то мы подбираемъ такое значеніе, что

бы степень 314) была наименьшею.

Далѣе опредѣляемъ Г, отлично отъ Б., такимъ образомъ,

чтобы функція 612)-t-194 (а) опять имѣла кратные корни. На

доказательствѣ возможности такого опредѣленіяя опять оста

навливаться не буду; но уже изъ предыдущаго слѣдуетъ, что

такъ опредѣленная функція будетъ полною степенью другой

функціи,

«-ка--«га.

Если для К" можно получить нѣсколько значеній, удовле

творяющихъ сказанному условію, то выбираемъ такое зна

ченіе, чтобы степень функціи Оta) была наименьшею.

Уравненіе (6) можетъ быть приведено въ слѣдующій видъ:

6"ія).IIКа-а-й!

5957 г17572);

Вторая часть есть раціональная функція, а потому можетъ

быть обозначена просто чрезъ Каф

354
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9749

5",а

Такой видъ должно имѣть искомое алгебраическое урав

неніе (5).

Опредѣлимъ теперь К", отлично отъБ и К", такимъ образомъ,

чтобы функція Е(а)-н-47" (в)опять превращалась въ полную сте

пень. На доказательствѣ возможности такого опредѣленія я

опять останавдиваться не буду.

Исключивъ Вia) и 1 (г) изъ уравненій:

О(а)-t-11 г.) на К"(а),

Пау-н- 179 (а)—О!"(а),

612),— К" (а)— лу"(а),

—Кху. (9)

получимъ:

(17—173 (3)--447—16?"(а)--(4–1)ю“ (зно.

Мы можемъ функціи 5, Сб и 6 умножить на постоянныемно

жители, отчего свойства этихъ функцій не нарушатся. Вве

деніемъ такихъ множителей можно достигнуть того, чтобы

послѣднее уравненіе превратилось въ слѣдующее:

5"[2):—6" (а)— 65”(а). (10)

Означимъ степени функцій 1812), Оta), ЛУ 2) соотвѣтственно

чрезъ К, К, К”. Изъ способа образованія этихъ функцій слѣ

дуетъ:

Кn e Кin”а К"т"". (11)

Далѣемы подбирали функціи такимъ образомъ, чтобы 424247.

Дальнѣйшее изслѣдованіе новой задачи становится затруд

нительнымъ, а потому переведемъ найденные результаты на

прежнюю задачу и продолжимъ изслѣдованіе.

Три примитивныя формы.

Припомнимъ,что корень уравненія (9) равенъ отношенію

корней уравненія (2)
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49.

1. "

Если мы умножимъ функціи Г(4), Оta), 542) соотвѣтственно

на я," и ", у", то произведенія превращаются въ три одно

родныя функціи двухъ корней уравненія (2). Введемъ обо

3IIАIIIIIIIIIIII

2

манка (3).

«лангѣ 1),II.

—. 4 él9

план»? «Е!),

Если вмѣсто 2 подставимъ отношеніе корней, то уравне

ніе (9) превратится въ слѣдующее:

ду

994494ва да

Е"(у,у,)

Лѣвая часть этого уравненія есть функція двухъ корнейурав

ненія (2); она не должна мѣнять своей величины, такъ какъ

выражается раціонально чрезъ х. Но изъ прежнихъ разсуж

деній слѣдуетъ, что однородныя функціи Еу,„у,) и Оу,„у,)

могутъ измѣняться только въ однородныя функціи той же

степени. Положимъ, что Е и О превращаются въ Е, и С1,

если х описываетъ нѣкоторую замкнутую кривую; имѣемъ

"Т071562ство);

О"Ну, у;). О."(у, у.)

Р434)ГТЕРIIIII”

Такъ какъ функціи Е и О не имѣютъ общихъ множителей,

то послѣднее тожество возможно только въ томъ случаѣ,

когда функціи Е и О, отличаются отъ Еи О постоянными

множителями р и о, удовлетворяющими уравненію;

74 IIIIА

575 ст.
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Отсюда слѣдуетъ, что функціи Еу,„у,) и Оу,у.) должны

быть примитивными.

Уравненіе (10) можетъ быть выражено въ новыхъ функ

ціяхъ:

К"— 65”-Н12. (13)

Отсюда слѣдуетъ, что Ну,„у,) есть также примитивная форма.

Далѣе изъ сдѣланныхъ раньшепредположеній относительно

степеней явствуетъ, что Ку, у.) есть примитивная форма

наименьшей степени,

Двѣ зависимости между примитивными формами,

Введемъ слѣдующія обозначенія:

4)Еф01 (119 ф(?

5 9-533-53;

111117 г.).IIIIII”

449—1521;-55

5, 15. 249.9499

Это—три Якобіевы опредѣлители. Извѣстио, что Якобіевъ

опредѣлитель есть коваріантъ тѣхъ функцій, изъ которыхъ

онъ составленъ. Отсюда слѣдуетъ, что три Якобіевы опредѣ

лители умножаются на множители независимые отъ х, если

х описываетъ замкнутую кривую около критическихъ точекъ.

Функціи, обладающія такимъ свойствомъ, суть или примитив

ныя, или распадаются на произведеніе примитивныхъ формъ.

Продифференцировавъуравненіе (13) поу, и у, получимъ:

дІЕ . .......... д6? .......... . д.Н

III”9— 1 С.„1191-420.5 4?II999-1 20

«г-5—«ог-жи-35,

„у.-192.55---21--54-629

ду, "" ду,Т" "" ду,
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Отсюда находимъ:

(Н, 6).(П. К.): „I. (Е, 6)

„рѣ-1г„уда-чтуру:—- -

(14)

Эти равенства должны быть простымитожествами. Но функ

ціи, стоящія въ знаменателяхъ, не имѣютъ общихъдѣлителей;

поэтому каждое изъ отношеній должно быть равно или по

стоянному числу, или цѣлой функціи. Означимъ эту функцію

чрезъ 111у, у;); ея степень вычислимъ по послѣднему отно

шенію:

4) К" (1911 г.).IТ 401

Ту.Ту. Ту, Тóу

щимо--44-354-94

Степень числителя во второй части равна К-н-13–2, степень

знаменателя К"(т"—1); поэтому степень функціи въ первой

части равна

К-н-47—2–К?(т"— 1). (15)

Это число не должно быть отрицательнымъ. Далѣе если х

описываетъ замкнутую кривую около критическихъ точекъ,

то 4144, у.) умножается на постоянный множитель; поэтому

эта функція будетъ либо примитивною, либо распадается на

произведеніе примитивныхъ формъ. Но по нашему предпо

ложенію Ку,„у,) есть примитивная форма наименьшей сте

пени. Слѣдовательно степень функціи 12 (у, у.) не должна

быть менѣе степени функціи Еу, у.).

Отсюда слѣдуетъ, что число (15) должно быть или нулемъ,

или числомъ положительнымъ, превосходящимъ К.

Показатель т." есть число цѣлое, превосходящее единицу.

Этотъ показатель не можетъ быть болѣе 2, ибо въ такомъ

случаѣ число (15) было бы отрицательнымъ. Остается един

ственное возможное предположеніе:

47";- 2,

Въ такомъ случаѣ число (15) равно
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К-н-17—2—К".

Еслибъ это число было положительнымъ, оно не превосхо

дило бы К—2, что невозможно. Единственное возможное

предположеніе состоитъ въ томъ, что число (15) обращается

въ нуль, откуда

Е":К-н-47—2.

Отсюда слѣдуетъ, что каждое изъ отношеній (14) обращается

въ постоянную величину.

Подставивъ вмѣсто т и К" найденныя значенія, изъ ра

венствъ (11) получимъ:

Кn'н- 1774“—214-1-181—2),

откуда

К(т"—2)–2(К-2).

Показатель пг´ есть цѣлое положительное число, превосхо

дящее единицу. Этотъ показатель можетъ равняться двумъ

олько въ томъ случаѣ, когда Ка 2; значитъ примитивная

форма Еlу,,у,) второй степени. Но этотъ случай уже былъ

разсмотрѣнъ.

Припомнимъ, что Ке К. Въ такомъ случаѣ послѣднее ра

венство не имѣетъ мѣста, если п!" превосходитъ три. Остается

единственное возможное предположеніе:

т"— 3,

слѣдовательно

17-215—4.

Подставивъ найденное выраженія К" въ выраженіи дляВ",

получимъ

”": 31 — 6.

Подставивъ вмѣсто т и К" найденныя ихъ значснія въ ра

венства (11), получимъ

Кта-64-12,

откуда



4 — 5. (16)

Числа К и п должны быть цѣлыя положительныя; кромѣтого

п не должно быть менѣе трехъ. При соблюденіиэтихъ усло

вій послѣднее неопредѣленное уравненіе имѣетътрирѣшенія;

т а 3 14 1 5

2734

Подставивъ въ уравненіе (13) найденныя значенія показа

телей, получимъ:

Е"— Оч- Н. (17)

Было показано, что каждое изъ отношеній (14) обращается

въ постоянную величину; поэтому

4) Л? 511] IIIТIIIIIII

55—1555-24 (на

гдѣ С" есть нѣкоторый постоянный множитель.

Между тремя примитивными формами Е, СЕ и Нмы нашли

двѣ зависимости, выраженныя уравненіями (17) и (18); сте

пени этихъ формъ соотвѣтственно равны К, 2К—4, 2К—6.

Покажемъ, что между тѣми же функціями существуетъ еще

третья зависимость.

Третья зависимость между примитиввыми формами.

Изъ примитивной формыЕlу, у,) составимъ Гессіевъ опре

дѣлитель и означимъ его чрезъ О”,

«то-345-144):""?""" ду, "ду," Уду, ду!

Этотъ опредѣлитель есть коваріантъ Е": поэтому, подобно

формѣ Е, форма О!" также умножается на постоянный мно

житель, еслих описываетъ замкнутую кривую. Докажемъ,что

форма 67 отличается только постояннымъ множителемъ отъ

формы О.

Проведемъ х по замкнутой кривой и положимъ,что формы

Е, СЕ и Н"умножатся соотвѣтственно на постоянные мно
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жители р, а и т. Такъ какъ уравійеніе (17) должно оста

ваться неизмѣннымъ, то

9— 4-5- -?

;- а;----т.

Пусть у, измѣняется въ ау,-н-бу, а у, въ су,--ду; поло

жимъ Пaвад-bс. Якобіевъ опредѣлитель, составленный изъ

функцій Е и О помножается на Гра. Но такъ какъ уравне

ніе (18) должно оставаться неизмѣннымъ, то

Прта; т.

Изъ этого уравненія и предыдущихъ, находимъ

« — 1099.

На такой множитель умножается форма О. Но точно на та

кой же множитель умножается и Гессіевъ опредѣлитель, со

ставленный изъ функціи Е, если х описываетъ ту же замк

нутую кривую.

Итакъ функціи О” и О умножаются на одинаковыемножи

тели, если х описываетъ замкнутую кривую. Но въ такомъ

случаѣ отношеніе

О"Ду, у.)

С (у, у.)

не мѣняетъ своей величины. Если это отношеніе не обра

щается въ постоянную величину, то оно можетъ быть вы

ражено раціонально чрезъ х,

Су, у.).—

IIIIIIII— Да.
(1, 11)

Такъ какъ О и О” одинаковыхъ степеней, то первая часть

послѣдняго уравненія можетъ быть выражена въ функціи

одного перемѣннаго ян-32,

Ль

О"а) „.

55--449
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Такимъ образомъ мы пришли къ тому невозможномузаклю

ченію, что корень неприводимаго уравненія (9) удовлетворя

етъ уравненію низшей степени.

Отсюда слѣдуетъ, что отношеніе О?; О должно равняться

постоянному числу С.,

дугую у отца

ду," ду," Vду, ду,

Такова третья зависимость между примитивными формами

Е, СЕ и Н.

Покажемъ, что между постоянными С и О", входящими въ

уравненія (18) и (19), существуетъ зависимость.

1-са по

Зависимость между постоянными.

По свойству однородныхъ функцій имѣемъ:

III” 1919 II

4-94-н11-43; 333,

117 у.)?!” 1917

9-10;-я дру- 1 111

т.«т»т. 11, т.44

ду, ау, " "?""" "” ду!

чтемъ первое изъ второго. Принявъ во вниманіе уравненіе

(19), получимъ:

ай! дай! дай! д4 I Сбу,

ду, ду," ду, ду, ду,Т К-1 "

Изъ этого уравненія и уравненія

”?... Д-да-ли?

451-455;-4—46;

опредѣлимъ вторыя производныя:

«Вы,-о!..У,
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д"Е" „, ,, дГд1Е СОуду,

55-9—193;57—455-4-95;—-599

Подобнымъ образомъ найдемъ:

„дГЕ I „I,, (д7VI СОу,"

Умножимъ три послѣднія уравненія соотвѣтстенно на

94 I, 39 за 1912

5.) ?Т“ 5). 55 т 16

и сложимъ. Принявъ во вниманіе уравненіе (18), получимъ:

«192-2944-14949"” 14) ду, - Т"бу, бу; д);75); "VIII 519)“

(21-4)?

К-1
—(Е–1)С111--15---С"О9.

Это равенство досажно быть простымъ тожествомъ; но пер

вая часть дѣлится на Е, слѣдовательно и вторая часть должна

дѣлиться на Е. Это отстоятельство возможно лишь въ томъ

случаѣ, когда изъ второй части могутъ быть исключены обѣ

функціи С1 и Н при помощи уравненія (17), для чего необ

ходимо, чтобы

(212–4)”!..„

IIIIIII”:

зд. 14-1VI.

с-(555) «.

Подставивъ вмѣсто Б его выраженіе (16) чрезъ п, получимъ

6-–п911.

ст. (45) а

Такимъ образомъ три искомыя зависимости между тремя

примитивными функціями будутъ:

(К-1)О”

откуда
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Е"— 69-- Н1, (17)

а)Р (001 (117 ф(?

155—155—4 че

9949995.193IVш(99IIXI145 д.,

553-455)-(15)« а

Постоянное С, входящее въ эти уравненія, можетъ прини

мать произвольныя значенія. Въ самомъ дѣлѣ мы можемъ

умножать у, и у, на одинъ и тотъ же постоянный множи

тель Л, отчего уравненіе (17) не измѣнится, а въ уравненіяхъ

(18) и (21) постоянное С умножится на 141.

Преобразованіе къ новымъ перемѣннымъ.

Было показано, что кромѣ двухъ случаевъ, когда степень

примитивной формы равна единицѣ и двумъ, существуютъ

еще три случая, когда линейноедифференціальное уравненіе

втораго порядка можетъ имѣть алгебраическіе интегралы.Въ

первыхъ двухъ случаяхъ мы показали, какъ составляется диф

ференціальное уравненіе. Остается сдѣлать то же и для

остальныхъ трехъ случаевъ. Однако въ общемъ видѣ рѣше

ніе слишкомъ сложно. Но дифференціальное уравненіе (1),

не измѣняя его свойствъ, можетъ быть преобразовано къ

новымъ перемѣннымъ. Этимъ преобразованіемъ можно вос

пользоваться, чтобы по возможности упростить результаты.

Свойства искомаго дифференціальнаго ураввенія (1) со

стоятъ въ томъ, что его общій интегралъ долженъ быть

алгеибраическою функціею, а его коэффиціенты должны вы

ражаться раціонально чрезъ независимое перемѣнное.

Какія же преобразованія возможны?

Вопервыхъ вмѣсто независимаго перемѣннаго х можно

подставить произвольную раціональную функцію другого пе

ремѣннаго.

Во вторыхъ перемѣнное у можно замѣнить новымъ пере

мѣннымъ у по формулѣ:
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—»?ы?

усту,

въ которой т есть произвольная раціональная функція, неза

висимаго перемѣннаго, а показатель а—положительное или

отрицательное число соизмѣримое съ единицею.

Дѣйствительно алгебраическій характеръ интеграловъ отъ

такого преобразованія не нарушится. Сверхъ того коэффи

ціенты преобразованнаго уравненія:

4947 I 924 думали? [ арду а д?г

1-4-352-I- 5
54т9 19 "гг.; д); "")! Чтт; д.";даг

ata-1) ГдтV?

99449449

также будутъ раціональными.

Дифференціальное уравненіе.

Пользуясь указзннымъ преобразовашіемъ, мы можемъ до

стигнуть того, чтобы одна изъ примитивныхъ формъ, Е, О

или В, обратилась въ постоянную величину. Положимъ

Еу,,у,)–1. (22)

Раціональную функцію во второй части уравненія (12)

примемъ за независимое перемѣнное t,

99444.,

Е"(у, у.)

Но такъ какъ форма Е" обращается въ единицу, то

Оу, у.)–1". (23)

Изъ уравненія (17) находимъ значеніе третьей примитив

ной формы,

Ну, у.)–уТ-й. (24)

Продифференцировавъ уравненія (22) и (23), получимъ:



— 525 ---

Г-154--4-42-45? все (!

ду, да " ду, да Т?

д0 ду, - до ду, 1 1 .—1
——94-—4—— -444.— — 1

5. Т"""?).Т"з

4

отть «т»«т»4пть «т

маніе уравненія (18) и (24), получимъ:

Дифференцируя послѣднее уравненіе и умножая обѣ части на
1

си-44?, получимъ:

94 . 1 ..... 44.

99ста-"4994-3455)

1 I----64-t------ 534 II.

121

а —-С(?”111-t-11 I 171 2-Д. Д. „...С.С. 229

— Его-то (55-53

ди, д

Полетъ «на мѣсто? и9 пашенныя не прика

нія, получимъ:

24.Ча-1 99

(92) ст. 1455-4512п

Но изъ уравненій (20), (16) и (23)

49 IIIд’ д"Л I 6–п „1

194ставивъ найденное выраженіе и опустивъ значекъ при у,

получимъ искомое дифференціальное уравненіе:
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з6-т

144т*

ту 1 1

49 т1г1;(1-45-1-114-107-354-го, да

Общій интегралъ этого уравненія долженъ выражаться алге

браическою функціей, если паз, 4 или 5. Остается на са

момъ дѣлѣ найти интегралы.

Интегралы линейнаго уравненія (25) опредѣляются изъ

уравненій (22) и (23). Но функціи Е” и О, входящія въ эти

уравненія,должны удовлетворять уравненіямъ (17), (18) и (21);

Уравненія (17), (18) и (21) не имѣютъ опредѣленнаго рѣ

шенія, точно также какъ и линейное дифферениіальноеурав

неніе не имѣетъ опредѣленной системы частныхъ интегра

ДОВЪ.

Если извѣстна одна система частныхъ интеграловъ линей

наго дифференціальнаго уравненія, то всякая другая система

интеграловъ того же уравненія получается линейнымъ пре

образованіемъ первой системы.

Тѣмъ же свойствомъ должны обладать и уравненія (17),

(18) и (21). Изъ одного рѣшеніяэтихъ уравненій получается

всякое другое, если вмѣсто у, и у, подставимъ ихъ линей

ныя выраженія: ау,-н-Iliу, и су,-н- ду,. Впрочемъ рѣчь идетъ

лишь о такихъ рѣшеніяхъ, когда Е, СЕ и Н выражаютсяцѣ

лыми однородными функціями. Искомыя рѣшеніямогутъ быть

найдены при помощи неопредѣленныхъ коэффиціентовъ.Для

облегченія рѣшенія замѣтимъ, что у, и у, могутъ входить

симметрично. Кромѣ того, пользуясь линейнымъ преобразо

ваніемъ, можно нѣкоторые коэффиціенты заранѣе полагать

равными нулю.

Приведемъ рѣшенія уравненій (17), (18) и (21) въ отдѣль

ныхъ случаяхъ, когда та-3, 4 и 5.

Литегралы для перваго случая.

Разсмотримъ случай, когда п.-3; положимъ С.-Ву?.. Наша

задача приводится къ рѣшенію уравненій:

Р- О!-- Н1,
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417 до 1 ф. 17 ф(1 . . „

---------— ------ 54, 8 д.?2

55-53 —544

49Р 49II” у А1у у я

5-5 5-I—I 5---- I ч. 72О.

5543-144)

Вотъ рѣшеніе этихъ уравненій:

Разу."-242у, у",

64—292 г. ч.–у,"

На-у,"—5 у? у"у,9—4,".

Интегралы для второго случая,

лы «т»-«т» а-м2, зать чт

къ рѣшенію уравненій:

Р9— 64-- ЕI9,

335—32-мя
ду"ду,Гды, ду

545-541-444ду, "ду,""Уфу, ду.) Т73""""

Рѣшеніе:

Разу, у. (у,"н-у,")уй,

—301—у,"— 14у, "у,“--у,"

зуЯну,“--ззу "у,"— ззу,"—4,".

Интегралы для третьяго случая.

Для случая п-t- 6 положимъ Ондоу3. Задача приводится

къ рѣшенію уравненій:

Р9— 61-- Н1,

т. хуп. вни. ш. 34
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5455–1441

-------------15--- I — 1452О,

ду," ду," Vду, ду,

22-224 года я

ду, ду, бу, ду,

Рѣшеніе:

Вагу,уду,""-н-11у, "у,"—у,""),

—301—у,"—228у,"у,”-н-494у, "у,""-н-228у,?у,""-н-у,”,

34814,9-t-522у,"у,"—10005у,"у,"—10005у,"у,"—

—522у,"у,”-н-у,"".

Правильные многогранники.

Приравняемъ нулю три примитивныя формы:

Еlу,,у,)–0,

Оу, у.)–0,

Ну,,у,)—10.

По раздѣленіи на нѣкоторыя степени у, эти уравненія мо

т. «т»«т» «т»«т»«т» т.-55,

3 (а) — О, (26)

65 (а)— О, (27)

15 (5); О. (28)

Эти уравненія имѣютъ геометрическое значеніе. Есть простой

способъ представленія мнимой величнны на поверхности

шара. Перенесемъ такимъ образомъ мнимую величину на

поверхность шара и построимъ изъ треугольныхъ граней

правильный многогранникъ. Тогда мы замѣтимъ, что корни

уравненія (26) могутъ быть приняты за вершины многогран

ника; и въ такомъ случаѣ корни уравненія (27) соотвѣт
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ствуютъ центрамъ граней, а корни уравненія (28)— среди

намъ реберъ. Изъ треугольныхъ граней можно образовать

три правильные многогранники: тетраедръ, октаедръ и ико

саедръ, что соотвѣтствуетъ тремъ нашимъ случаямъ, когда

— 3, 4, или 5.

Читатели, интересующіеся подробностями, могутъ обра

титься къ сочиненію Клейна: «Vorlesungen lieber Пiкosaeder».

25-го сентября

1893 года.
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ОВОВПЕНІЕ ЧИСЛОВОЙ функціи Гдусод

И (ЛѢДСТВІЯ ЕГО

Т. И. Тистякова.

4, 5 1. Извѣстно, что число чиселъ, меньшихъданнагочисла

яна”12...

и взаимно простыхъ съ п. выражается числовой функціей

Гаусса:

«--«(1-5)(1-5)(1-4)

которая при пе-1 принимается равной 1 и для которой имѣ

етъ мѣсто теорема Гаусса:

2314) ап.

Ближайшимъ и естественнымъ обобщеніемъ этой функціи

должна служить, по нашему мнѣнію, числовая функція:

«--14—4)(1-4)(1-4) о

(причемъ 111)–1), ибо для этой функціи, какъ легко убѣ

диться, имѣетъ мѣсто соотнощеніе:

25.4)--т. (П)

Чтобы доказать равенство (П), замѣтимъ, что функція
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54ту есть числовая производная отъ та дѣйствительно,

пусть, для простоты, п содержитъ лишь 3 простыхъ мно

2511ТЕЛЯII

пана“ѣйс3,

находя числовую производную отъ пг´ по общему правилу,

данному Н. В. Бугаевымъ *), имѣемъ:

Пт) вы-Iри]а

ан-Iа“—169—9с3-1(а-1)(5—1)(с-1)19

знь (а"г"b4—1e?—Чаbe-ас–ѣс-аѣ-н-с-t-b--а–1) Ра

с Б а ” bс Т ас Т аb аbс

— «I —5)(1-4)(1-4)-мъ

Итакъ, дѣйствительно:

10)— Да?);

взявъ отъ обѣихъ частей этого равенства числовой инте

гралъ по дѣлителямъ, мы и найдемъ (П). При ра-1 функція

5.0) переходитъ въ функцію 1-го порядка, т. е. въ Гаус

сову функцію дѣ).

Преобразуя 2-ю часть выраженія (І), мы можемъ ту же

функцію представить еще въ видѣ:

отсюда легко получаются выраженія этой функціи для раз

ныхъчастныхъ случаевъ. Такъ,для простаго числа а имѣемъ:

зда)—а?—1,

Для первичнаго числа п — аbc...

здѣс...)---(49—1)(99—1)(с.-1)...

*) „Ученіе о числовыхъ производиыхъ“, ч. 1, стр. 5.
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и т. д. Очевидно, что въ общемъ случаѣ для пана"Ее?...

эта функція облагаетъ свойствомъ

5.00— 40"). 5.09). 5.09)...

8 2. При помощи основнаго свойства (П) функціи 5, п.)

можно получить цѣлый рядъ новыхъ числовыхъ интеграловъ

по дѣлителямъ и числовыхъ тождествъ. Дляэтого мы будемъ

пользоваться извѣстнымъ общимъ соотношеніемъ, содержа

щимъ 3 произвольныя числовыя функціи, которое далъ въ

«Ученіи о числовыхъ производныхъ» *) Н. Б. Бугаевъ:

214 (5254115"), (4)-214 (5254, (2), (42)–

—2.4.)6)54 (2), (d”) (А)

и которое, въ случаѣ, если одна изъ произвольныхъ функцій

равна 1, т. е. для двухъ произвольныхъ функцій, приводится

къ виду:

212596") (d”)–2.4612.46”)–2.418.2504) (В)

Именно, совершивъ прежде всего надъ тожествомъ (П) но

вую операцію 254) получимъ:

2.4325,01)-42.41945

на основаніи (В) то же равенство можетъ быть представлено

въ видѣ:

2.5025.14)-2.504?

а это даетъ числовое тожедство:

23,949---254). 4” (П)

Въ справедливости его можно убѣдиться на любомъ число

вомъ примѣрѣ. Въ частномъ случаѣ, когда одно изъ чиселъ

р и g равно 1, имѣемъ:

25.0). 4-236). 4? (1V)

*) ч. П, стр. 2з.
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5 3. Особенно замѣчательные результаты получимъ, совер

шивъ операцію 25.19) надъ тождествомъ:

249— 10)

гдѣ 3.00–числовая функція, введенная Лувиллемъ и выра

жающая сумму ра-хъ степеней дѣлителей числа п, а въ част

ности, при не-о-ихъ число. Извѣстно, что для на14.

59991 9.1, 5931 9. 1 49799. 1

464-465-------------------

На основаніи (В) мы имѣемъ:

2.5024"— 2.405.14)

ИЛИ "

2.324.40--25.05.14

2.449— 25,603.14)

откуда получаемъ тождество

т9.-„а 2.509.14)

Въ случаѣ, когда реси, и р-р-число отрицательное, мо

жемъ С.„(п) замѣнить соотвѣтствующимъ интеграломъ съ

положительнымъ индексомъ по извѣстному соотношенію:

т"Сціm) — С. (т) *)

Обращаясь къ разсмотрѣнію частныхъ случаевъ соотношенія

(V), положимъ:

1., р–ра. Тогда имѣемъ:

тому-25 (6). (а) (VП)

2. у. а. О, р–произвольно. Получимъ:

101)—25.000) (VП)

*) Л. de Вiouville. 1857, р. 425.
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3. и за 1, р произвольно:

п5,„(п)—25,6). (а) (VП)

Дѣлая затѣмъ ра 1, получимъ еще 3 тождества, которыя

безъ доказательства были даны въ 1857 г. Лiувиллемъ и

впослѣдствіи, вмѣстѣ со всѣми другими его тождествами до

казаны русскими учеными. Именно, пусть

4. ра 1, и произвольно. Тогда

т"У..д-т5„(п)— 2.545.04)

тождество (а) Лiувилля. Точно также, если

5. ра 1, р.а1, имѣемъ:

пilim) — 2.543), (d)

тождество (с) его же; наконецъ, полагая:

6. ра 1, ч.а О, имѣемъ:

500— 14-2343034)

—тождество, означенное у Лiувилля формулой (4).

Полученные числовые интегралы (V)–(VІП) въ свою оче

редь могутъ служить для вывода различныхъ новыхъ число

выхъ тождествъ. Для этого достаточно, примѣняя теоремы

(А) и (В) Н. В. Бугаева, комбинировать полученные инте

гралы съ какими-нибудь извѣстными числовыми тождествами.

Не останавливаясь, однако, на этомъ, произведемъ ещеопе

рацію 25.0) надъ извѣстнымъ тождествомъ, означеннымъ у

Лiувилля (а):

Х.0149) — О п.)Дѣ?)

Получимъ:

2.1623499).—215,60314). 129)

2дежь задавать до

Это, очевидно, обобщеніе тожества (V) Лiувилля:

2.4249) г2.5429)?)

которое получается изъ (1Х) при р—1.

5 4. Введемъ въ число разсматриваемыхъ функцій еще

числовую функцію 60п.), опредѣляющую, сколькими способами

откуда;
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число п можетъ быть разложено на 2 взаимно-простыхъ

множителя. Извѣстно *), что

буму--299

гдѣ Еп)—число абсолютно простыхъ множителей входя

щихъ въ 1.

Чтобы установить связь между этой функціей и упу, вос

пользуемся тождествомъ (V) Лiувилля:

2.914)06).–Сп.“;

поступая съ нимъ по общему правилу (А) Н. В. Бугаева

имѣемъ:

215,6242)34)-23.6)34)?

2.025.12).14)–215.000"

что, на основаніи выведеннаго въ предыдущемъ 3 соотноше

нія (VП), приводитъ къ тождеству:

2445.0--25.49449499 I (Х)

Частнымъ случаемъ (Х) при раз- 1 будетъ:

22.46). (d) — 2.548)04)" (Х1)

Существуетъ далѣе, соотношеніе, означенноеуliувилля (ХГV):

2дкатная!"

поступая съ нимъ по общему правилу, найдемъ:

задавилог. задача?

откуда

хлага--254ка?» сп

Въ частности, при указа 1, отсюда найдемъ:

2.04949-23.644) (ХП)

сверхъ того, при ра-1, изъ (ХП) получимъ:

*) Л, de Liouvile. 1857, р. 142.
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глага-алека?

тождество (ХV) Лiувилля, а при ра-1, уча-1

246)ан610(а"); 6)

его же соотношеніе (1). Вообще, когда и зар, соотношеніе

(ХП) получаетъ видъ:

глаг. клехтѣ «го

5 5. Установимъ, наконецъ, рядъ соотношеній, въ кото

рыя, кромѣ прочихъ функцій, входила бы еще числовая

функція Л(п), которая опредѣляется, какъ числовая про

изводная:

74).-10)Куй–Еi-Т),

Эта формула какъ показалъ Н. В. Бугаевъ *), обладаетъ

свойствами:

74му-7449449...)-t-1)"?"?"?“

2144)–1 или О,

смотря по тому, будетъ ли п точнымъ квадратомъ, или нѣтъ.

Съ этой цѣлью, совершимъ операцію 246) надъ основ

нымъ соотношеніемъ (П); будемъ имѣть:

2.462.14)–2.46)?

25624499-2469

Распространимъ въ лѣвой части операцію интегрированія

лишь на такихъ дѣлителей Г, квадраты которыхъ тоже дѣ

лятъ п, тогда, по свойству функціи Л получимъ:

2413)-злог до

при ра 1, это даетъ соотношеніе

ИДИ

*) „Ученіе о числовыхъ произвозныхъ“, ч, Г, стр. 18.
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245)-хлѣба съ

Поступая аналогичнымъ образомъ съ тождествомъ:

2.44)bid)—Ж(п)

формулъ (4–улучила, имѣемъ:

25621льскаго--259ло

или, дѣлая перестановку и интегрированіе:

2344249---25 (594) (хуп)

и въ частности, при ра-1

2.7616)d - 2.567 (d) (ХVП)

Совершая находимъ туже самую операцію надъ тождествомъ:

2.) (d)С(d?) на Л(п)(п)

которое мы заимствуемъ у Д. Н. Соколова *), имѣемъ:

25.02544)514).-215.000

244): а). 49---25 (594): а) (ХІХ)

откуда, при ра-1, найдемъ соотношеніе:

22.46)5694—215 (6) (d)314) (ХХ)

Приведенными числовыми соотношеніями (1)—(ХХ), конечно,

не исчерпываются всѣ тѣ числовыя зависимости, которыя

можно установить, исходя изъ понятія обобщенной числовой

функціи Гаусса.

") „математическій сборникъ“, т. ху1, 1; ф. г.



0 числахъ, для которыхъ число дѣлитк.

ЛЕЙ РАВН0 ЧИСЛУ ЧИСЕЛЪ ПЕРвыхъ съ

IIIIIVIIII. II. IIIЕНЬIIIIIXIIIЪ IIXIIIЪ

А. П. Минина.

(Сообщено въ засѣданіи Математическаго Общества 22 октября 1893 г.)

5 1. Задача объ опредѣленіи чиселъ, для которыхъ число

дѣлителей равно числу чиселъ первыхъ съ ними и меньшихъ

ихъ, состоитъ въ рѣшеніи уравненія

21 М)— ф(М), (1)

въ которомъ функція ф(М) выражаетъ число дѣлителей М., а

функція ф(М—число чиселъ первыхъ съ М и меньшихъ М.

Приступая къ рѣшенію уравненія (1), остановимся прежде

всего на числахъ вида: 1) Мна а; 2) Ма- аb; 3) М 4 аbe;

4) Мabed....; 5) Ма-а"; 6) Маh.а”.

5 2. Числа вида: М.–а.

Имѣемъ

р[а)— ф(а)

IIIIIII

2—а—1,

откуда

Л:а2 3.

Кромѣ этого числа уравненію (1) удовлетворяетъ также

ДУа 1.
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5 3. Числа вида: М— ab.

Такъ какъ дляэтого случая уравненіе (1) принимаетъ видъ:

2.2—(а—1)(Б—1),

то

а—1—4

Б—1—1,

откуда "

а — 5, Б —2,

и слѣдовательно

М-2.54--10.

5 4. Числа вида: М.– abс.

Подобно тому, какъ въ 5 3, найдемъ

Ле 2,3.5 зе. З0.

5 5. Числа вида: М.– abed....

Если число простыхъ множителей,входящихъ въ М., больше

трехъ, то числа этого вида не могутъ удовлетворять урав

ненію (1), ибо при этомъ

(4-1-1)(3-1-1)(-t-1)(8-t-1).... сла-1)(5–1)(с–1)(d–1)....

5 6. Числа вида: Мана”.

Уравненіе (1) принимаетъ видъ

а-а-1 — (а—1) а”—1.

Положимъ здѣсь

«--1— a“. р (2)

гдѣ К., будучи меньше а, можетъ получать всѣ цѣлыя и по

ложительныя значенія, начиная съ нуля, а р цѣлое и поло

жительное число, не дѣлящееся на а. Мы будемъ имѣть

а”. рань (а — 1) a“-“,

откуда

р— а— 1; а за К-н-1.
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Внося эти величины въ уравненіе (2), преобразуемъ его

въ слѣдующее

В--2–а"а—1) (5)

Полагая здѣсь К—2, находимъ

а за 2

а—К-1-1 ва: 3,

и слѣдовательно

Ле29:8.

Другія предположенія относительно К въ уравненіи (3)не

даютъ для а рѣшеній, соотвѣтствующихъ разсматриваемой

задачѣ.

5 6. Числа вида: Ма Б.а“.

Имѣемъ

р(b.a“)— 56. а“)

IIДИ

2(а-t-1)—(Б—1)(а—1)а”" (4)

Полагая

«--1— а". р. (5)

гдѣ К., будучи меньше а, можетъ принимать всѣ цѣлыя ипо

ложительныя значенія, начиная съ нуля, а р цѣлое и поло

жительное число, не дѣлящаяса на а, уравненіе (4) замѣнимъ

слѣдующимъ

2а“рь (6—1)(а.—1) a"т",

которое, если примемъ

Б— 1 — а”. т (6)

гдѣ т не дѣлится на а,

обратится въ

2а”ра-па-1) a"""—"

IIДII

2ра-па—1) а?""г*—9 (7)
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При разсмотрѣніи уравненія (7) будемъ различать два слу

чая: 1) а—2; 2) а 2-2.

1-й случай: а—2.

Для этого случая

х -н- а—К—1—1,

и слѣдовательно

а — К-н-2—х

Уравненія (7), (6) и (5) даютъ

р— т.

— 2"т. -н-1

К-н-3—2—2”.р (8)

Въ уравненіи (8) относительно х можно сдѣлать три пред

положенія: 1) х:О; 2) хана 1: 3) ха: 2.

Первое и третье предположенія не даютъ рѣшеній, соот

вѣтствующихъ разсматриваемой задачѣ; при второмъ предпо

ложеніи уравненіе (8) обращается въ

В.-н-2н 29.

Такъ какъ это послѣднее уравненіе, при условіяхъ разсма

триваемой задачи, можетъ быть удовлетворено только при

К—2; р–1, то имѣемъ

а—К-н-2—2 ч. 2-я-2—1—3

т-ря 1

Б—2m—1—2-t-1 з; 3,

и слѣдовательно

Л:З„29: 24.

2-й случай: а С- 2.

Если а 2-2, то въ уравненіи (7)

2-н- 2—В—1— О,

и потому
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а за К-н-1—2

и т. п. ». «т»

2ра т (а—1)

Б— а”. т -1- 1,

В--2—2— а". р. (9)

Въ уравненіи (9) относительно х можно сдѣлать два пред

положенія: 1) х e 1; 2) ха О.

Первое предположеніе не даетъ рѣшеній, соотвѣтствую

щихъ разсматриваемому вопросу.

При второмъ предположеніиуравненіе (9) принимаетъ видъ:

К-н-2н а”р.

Такъ какъ это уравненіе, при условіяхъ разсматриваемой

задачи, удовлетворяется только при Каз. 1, аза 3, ра 1,

то имѣемъ

ха: К-н-1 ч. 2

2рь 2т; ра т ча- 1

b— т.-н-1—р-а-1 —1—1 а. 2,

и слѣдователю

ЛГе2.31съ 13.

Такимъ образомъ уравненію (1) удовлетворяютъ двачисла

вида Л:Б. а”:

Ма 3.29; 24

Ма- 2.39; 18.

5 7. Легко можно замѣтить, что для всѣхъ чиселъ М

иного вида нежели тѣ, которыя нами разсмотрѣны, величина

(4-1-1)(3-t-1)(у-н-)(3-1-1)....
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менѣе величины

а“—94тета?-".... (а— 1)(6—1)(e —1)ца— 1)....

и потому для такихъ чиселъ первая часть уравненія (1) не

можетъ быть равна второй. Отсюда слѣдуетъ, что вышепри

веденными рѣшеніями исчерпываются всѣ рѣшенія уравне

нія (1).

5. 8. Заключеніе. Мы нашли, что уравненію (1) удовлетво

ряютъ только слѣдующія числа: 1, 3, 8, 10, 18, 24, 30, и

слѣдовательно только эти числа имѣютъ то свойство, что

число ихъ дѣлителей равно числу чиселъ первыхъ съ ними

И ЛЛЕНЬIIIIIXIIIЪ IIXIIIЪ.

т. хуш. выш. ш. 35



въ пивницъ пяти стани названныхъ въ пл

дилъ и о налагался таиня 2959й слѣ

IIIII (у р пустъ) (Тѣ (911IIIIIIIIIIЕIIIII ф11ЕШЕ IIIIIII

IIIIIЕIIIIIЕIIIII. IIIIIЕIIIIIII

С. В. Автаева.

Гл а в а 1.

5 1. Кронекеръ, разбирая изслѣдованія Абеля и Мальм

стена, приходитъ къ тому заключенію, что тѣ двѣ формы,

подъ которыми Абель представляетъ корни уравненія про

стой степени и, разрѣшимаго въ радикалахъ;

I. II. III

р.-t-s“--1649-t-... 1., (s) ? „ (1)

1

4 . 4 . 4 (5)

р.-t-1, 9 — 1, 5--...--Е.... ,

гдѣ В., Е,... В., суть корни уравненія (4-1-ой степени

съ раціональными въ данной области коэффиціентами, через

чуръ общи, и выводитъ еще,чтоэто уравненіе (4–1)-ой сте

пени должно быть Абелевымъ.

Деларю (Общая теорія алгебраическаго рѣшенія уравненій)

приходитъ къ тому, что это важное заключеніе Кронекера

можетъ быть получено, исходя изъ двухъ теоремъ Абеля,

т. е., «что условіе, чтобы всѣ симметрическія функціи коли
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чествъ В, В,... В., опредѣлялись раціонально, не только

необходимо, но и достаточно для разрѣшимости несократи

мыхъ алгебраическихъ уравненій простыхъ степеней» (стр.68).

Такимъ образомъ, теоремы, выраженныя Абелемъ, вполнѣ

охватываютъ рѣшеніе уравненія простой степени.

Прилагая теорему, высказанную Кронекеромъ, къ уравне

нію 5-й степени, мы получимъ, что Е, Е, Е, Е, зависятъ

отъ абелевскаго уравненія 4-й степени, коэффиціенты кото

раго должны быть раціонально-извѣстными въ случаѣ разрѣ

шимости нашего уравненія въ радикалахъ. Это уравненіе

четвертой степени, какъ Абелевское, должно разрѣшаться

въ квадратныхъ радикалахъ, такъ какъ оно распадается на

два квадратныхъ уравненія, коэффиціенты которыхъ зависятъ

отъ квадратнаго уравненія съ раціональными козффиціентами,

то есть корни нашего уравненія должны быть выражены въ

радикалахъ пятой и второй степеней,–результатъ, который

можетъ быть полученъ, исходя изъ показателей сложности

группы уравненія.

5 2. Цѣль изложенія первой главы заключается въ томъ,

чтобы, основываясь на двухъ формахъ Абеля, придти къ

фактическому рѣшенію уравненій 5-й степени и показать,

что въ окончательное рѣшеніе его будутъ входить радикалы

2-й и 5-й степеней. Подобная работа была изложена въ

Мат.Сборникѣза 1890 г. т. ХV:1 проф.Бугаевымъ и Лахти

нымъ, при чемъ ими взята Жерардовская форма уравненія

5-й степени т.-е.

х?-н- ах—Б— О,

а извѣстно, что, чтобы придти къ ней отъ общей формы

уравненія 5-й степени, придется рѣшать уравненія до 3-й

степени включительно (8erret. Т. 1, 5193), и слѣдовательно,

при переходѣ отъ общей къ Жерардовской формѣ, получимъ

коэффиціенты а и b, вообще говоря, зависящпми отъ ради

каловъ 3-ей степени, которые, казалось бы, могутъ войти въ

окончательное рѣшеніе уравненія 5-й степени въ общей

формѣ, что, конечно, не согласуется съ теоріей.

354
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Вотъ причина, побудившая меня изложить фактическое

рѣшеніе уравненія 5-й степени въ радикалахъ для формы,

въ которой нѣтъ членовъ съ 4-ою и 3-ею степенями неиз

вѣстнаго (для простоты вычисленія) и къ которой, какъ из

вѣстно, переходятъ отъ общей, рѣшая уравненіе только вто

рой степени.

Пусть имѣемъ уравненіе вида:

29-t-р, х"--р.х1-t-р„х"-н-р, х-н- р,– О. (1)

Положимъ,

— с-t- сух--х“. (2)

Употребляя способъ Чирнгаузена, (8erret. Т. 1, 5 190)

мы получимъ относительно у уравненіе 5-ой степени и мо

жемъ выбрать с и с, такъ,чтобы коэффиціенты при у“ и у“

5

обращались въ нуль. Для этого же достаточно,чтобыХучО,

iel

5 - - -

Жу,"— О, при чемъ у, (44-1, 2, 3, 4, 5) суть корни вновь

4e.1

полученнаго уравненія. Слѣдовательно

5 5 5

2уте 5с-е, 22;--227— О,

141 1-1 іе: 1

5 5 5 5

Жу?–5c!--2с, Ха;--(2с-t-e,") 221-t-2с, Х2,9-н-32,440.

iа1 1-1 141 1-1

Изъ перваго изъ этихъ уравненій получимъ

4-4444. а;

Подставляя во второе, получимъ

415-41-4; 14--44941
5 р г г р -1 1

--25-4447-о чи
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Изъ (4) и (3) опредѣлимъ с; и с черезъ радикалъ второй

степени; въ формулахъ (3) и (4), конечно, имѣемъ

22за.—р., 523—р,"—2р., 523—— р, 9-н-3р. р.—3р.,

2х192: р.,“—4р,"р.-н-4р. р.-н-2р,"—4р.

Опредѣливъ, такимъ образомъ, с и с, мы получимъ урав

неніе

у?--Б,у1-н-Бу-н-6,а. О,

VI, 3 VI. 4 У441, 4

ѣ-—344. 4--444. 444—449

„——-5-- «-—-;- «-— 5 .

слѣдовательно Б., Е, 6, будутъ содержать одинъ радикалъ

второй степени.

5 3. Итакъ, возьмемъ уравненіе пятой степени подъ видомъ

у?-н-Бу"-и-Бу-t-b,—О. (1)

Его рѣшеніе въ радикалахъ по первой теоремѣ Абеля пред

ставится въ видѣ

унар-44,45--494499--494 (1694

—а"А(уз.“, 1—123,45.

Уравненія, служащія для опредѣленія р, А„А„А„А, s,

будутъ

Хуана О; Ху,"— О; Ху,"——36.; Ху,"——46; Ху?–—56.

Первое изъ нихъ даетъ намъ раз- О; второе даетъ

А, А.-н-А. А, а! О

Полагая

544 —544 г. кн. 1V44:
лл. 5-а — 43-я, кан-«У555

получимъ
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«А, 65-4494; 494 (1759–—449499:

«лат. гл. 5 ка-а-къ

«слава», «Канце-ка

Полагая для краткости

Узна, (2)

получимъ

узнавала”а?--11--«Раз-1494—11, 1— 1,2,3,4,5. (8)

Возвышая (3) послѣдовательно въ 3, 4, 5-ую степень, сум

мируя полученные результаты по 1 отъ 1 до 5 и приравни

вая послѣдовательно–3b,—46,—5b, получимъ слѣдующія

уравненія:

5--на-а-а-а-ать и

5—443-4-мла-а-лчать о

„— 5) уд., 111— 31)— d41-4-41)—

(6)

—1044, 3144,"— d1)-t-d, gd,”-н-d")Il .

Назовемъ

d"1--31);—d,?311— 51).– и, (7)

dd., 5 — и, (8)

4” —. 4 . „, ,, 4, 5

5-я, 3-я, 5--4. о

14

—«--4-55, по

—4- «—5. (11)
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Тогда, вмѣсто (4), "(5), (6), (7) получимъ

3,— и (s-t-1), (41)

«-314-39-м. «о

4-- — мо-1оиля.—4), (6)

d,?у“-н- ш”л"— d, "шу-и-и!"d, „,

«----------445-94-949. ст
1

Изъ (41) и (6) имѣемъ

I 103,и-н-(b,--шо

«--499954-99, 119

.102,595(555)

1-- 5999459--9. (15

Изъ (5"), (10), (11) имѣемъ

9 .— Ви?

4242. — 1, 14;

*" вдрству; —а

т. е. о раціонально выражается черезъ и, п, 4

Вмѣсто (7) возьмемъ такое уравненіе:

иsts-t- 1)-t-2и-н-2u’is-t)—

—(d,?--иду"—и)[446---4)--и-ф.)II72999III

49

--2и?»?—2d, "ин-2u'а,--2ud,?в71-4)-2u'а, учена, р.

5——

с154

щи?--игу?–ша,“--4,34)-443-442455535]„

49

с 44

„„(59994549444445599444.

—-—45——

—«Да-39-я
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Слѣд., вмѣсто (7) возьмемъ

«-а-а-а-а-а-1-94-94-й,
ду

вать»тотъ че-114-3)» и

и (s-t-1) изъ (4), то получимъ

44-4-4-ой-то ам

Если въ (5) перенести 3и” въ лѣвую часть и возвысить

«таттъ»«т»4-г-4

«--15----«т»

3,9— 63,и“-4-25и?

«оч--«Е-г-4—295
(16)

Присоединивъ къ нимъ (12) и (13), получимъ четыреурав

ненія (12), (13), (15), (16) между четырьмя неизвѣстными

s, t, и, и. Подставляя изъ (15) значеніе з! въ (16), получимъ

„LIV? ... Кал?"). Окт. 1? В *.К9 ли?..д-9449

14499959994...„.........42922.

g, т --- - г— и

Подставляя въ это уравненіе и въ (15) значенія я и 1 изъ

(12), (13), и полагая для сокращенія

4. 9

«---5, сит

получимъ

44559.542 ......... 19919994ѣда.

154952555355—151.999994599.

—5–-———

(19)

I253,"— 63, ан-а?

—–.
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Изъ (18) и (19) имѣемъ

I56, (—3,9-н-3, 1-3,3, b.)--51228,?3,--33„b,”—113,96.)-

«-----——55555

(20)

-t-а”173,ѣ,—123,?)—Б, а?

-- дЗ3, 1—3,ѣ)–3413--а?] "

Составляемъ теперь выраженіе

253,1-н8ща--24,--и)63,-о).I 253, 45, 44-35-1-3, 5, 6, 7-н

4 I ” 413,"—3,9-н-3,3, b,–н

-t-61313,93, 9-333,15,—43,3, b,”)--51143,ѣ,"—73, 13)--3,94

--433,"—3,ѣ)–3а?3,--«ЧI ”

Подставляя это въ (18) и помня, что (b,–н-ш) имѣетъ мно

жителемъ а, по сокращеніи уравненія на З,1, получимъ от

носительно а уравненіе 6-ой степени

а?–103,49-t-559 (113, 1—23,ѣ)-4-1049443,3, b, —3,"—143, 1)-t

--2541173,“--23, 23-43,3,—43,3,16,--8, 9,?)

—-а!—153,93,"—583,15,—403,136,9—1063, 9-t

—-1208,3,14,—ѣ,")-н-25(3,"—3,94-336.)"— 0.

Это уравненіе 6-ой степени можно еще представить въ

другомъ видѣ:

[41—53, 61-t-5(33,"—3„b.);—5(3,“--3,3, b,—3,?)]"—Да.–0,(21")

А–2563,9—3203,3,96,—1552,93, "н

-t-903,93,11-4-1083,96,–нѣ,“.

Это вычисленіе провѣрено такжепо таблицамъ, приложен

нымъ къ книгѣ Селиванова (объ уравненіяхъ 5-ой степени).

Такимъ образомъ, всякое уравненіе 5-ой степени имѣетъ

рѣшеніе, выраженное черезъ радикалы второй и пятой сте

пеней, зависящіе отъ корня уравненія 6-ой степени.

Употребляя обозначенія Абеля, получимъ

Е,–d9, В,ь—d,?у“, Е,–d91, К.; д., 99,

(21)
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Е,--Е-t-Е-t-Е-d95(1--31)—d,?391—39)— и,

5

в. в. и. в-—494949-— и н-3

По второй теоремѣ Абеля Е,.Е,.Е,.К, должно быть

раціонально-извѣстно въ случаѣ разрѣшимости уравненія

въ радикалахъ, и слѣд. и а? должно быть тоже раціонально

извѣстно. Пусть а?–М. Слѣдовательно, для разрѣшимости

необходимо идостаточно, чтобы Мбыло раціонально-извѣст

нымъ; если такъ, то она «М будетъ или раціональною,

если точно извлекается корень, или радикаломъ пятой сте

пени. А такъ какъ мы получили для а уравненіе6-ойстепени

(21), то, введя сЧ-Ма, а?–М., получимъ уравненіе 4-ой сте

пени относительно а, и слѣдов., оно не можетъ имѣть кор

немъ радикалъ пятой степени; слѣдов. допущеніе с' раціо

нальною ведетъ непремѣнно къ тому, что должно быть то

же раціональною. Слѣдов., уравненіе (21) должно имѣть со

измѣримый корень для того, чтобы нашеуравненіе (1) рѣша

лось въ радикалахъ.

Формула (20) показываетъ, что и ш будетъ раціонально

извѣстною при а раціональной, что, конечно, и слѣдовало

4

ожидать по теоріи, такъ какъ ис-2В.. Окончательное рѣ

141

шеніе уравненія представится въ слѣдующемъ видѣ: найдя соиз

у?

митетъ заплачешь тепечатьсот----45-ть

(17); изъ (12) и (13) найдемъ s и t черезъ убѣ изъ О0) получимъ

„тавѣ49999, рa

2

подставляя это значеніе въ (14), получимъ и выраженнымъ

черезъ два квадратныхъ радикала уаТу69-4іи, слѣдовательно

(23)



— 553 —

ундуК--49612;--297В,--4901; 1—1, 2, 3, 4, 5; (24)

такъ что въ окончательное рѣшеніе (1) войдетъ радикалъ

пятой степени и два радикала квадратныхъ, что и согласует

ся съ теоріей.

Здѣсь не мѣшаетъ замѣтить, что

у,,у,--у,у,--у,у,--у-у,--у-у,а 5и?а“-н-22-н-1).

Такъ какъ коэффиціентъ при у“ равенъ нулю, то

улу,---чи,--ул-ли,--ул-ли,-

---у-у-у-у-у-у,--улу,—9;

слѣдовательно

(у1у.--у-у,--у-у-у-у-у-у!..—Чуду,— улу,— улу,—

—уду,—уду)9—(10и)"229-н-22-н-1)"— 500ичь 20-.

Слѣдовательно введенная нами а есть метациклическая функ

ція Якоби, уменьшенная въ 20 разъ.

Гл а в а П.

5 1. Элементарныхъ симметрическихъ функцій двухъ кор

ней 2, 25 двѣ, именно ха-х; и худа, всѣ остальныя, какъ из

вѣстно, выражаются раціонально въ области коэффиціентовъ

нашего уравненія черезъ одну изъ нихъ. Кромѣ того число

р[р-1)

2

(р есть число, обозначающее степень нашего уравненія), и,

рур–1)

—;

различныхъ значеній каждой изъ нихъ есть вообще

слѣдовательно, легко составить уравненіе 445-44-ой степе

т. «т»«т»«т» т.959т.т

ній(въчастности степень этого уравненія можетъ бытьдѣли

9959), «т» т. д. и т. въ т чть въ

телемъ

2
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151).

---ой

степени и въ частности, приложеніе этого общаго свойства

къ уравненію 5-ой степени.

детъ изложено о разлагаемости этого уравненія

Во всемъ этомъ изложеніи будемъ предполагать степень

даннаго неразлагаемаго уравненія р числомъ простымъ и

произведеніе ху; будемъ считать корнемъ уравненія

—1

9949-м «т» «т»«т»

Всѣ значенія ха, можно заключить въ одну общую фор

—1

му я... я.... гла на з. 5. 449-444.42

при чемъ значкиу х–а берутся по mod. р. Дѣйствительно,

I. ......... 199—1) ..........

такихъ чтеній числомъ 4--5, члегко доказать, что поя

дественныхъ между ними нѣтъ. Въ самомъ дѣлѣ, допустивъ

противное, мы имѣли бы одновременно

1--К—1 а. Г-н-17—1 (mod. р.),

р—1--Кар—Г-н-47 (mod. р.).

Складывая и вычитая почленно, получимъ два слѣдующихъ

одновременныхъ сравненія:

2Ва 21 (inod. р.), 21а27 (mod. р.) или каК, 1в1 (mod. р.),

чего быть не можетъ, кромѣ К-К”, 157, такъ какъ К, К”, 1, Г

числа меньшія простаго числа р.

Также не можетъ быть двухъ слѣдующихъ совмѣстныхъ

сравненій

1-t-К—1вер—Г-н- 17 (mod. р.),

Г-н-17—1 вр—1--К(mod. р.).

Складывая и вычитая, получимъ

2(1-t-Г) а2 (mod. р.); 2(К—К)аО (mod. р.) или 1-t-Тав1,
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КаЛУ (mod. р.);этихъ совмѣстныхъ сравненій неможетъ быть,

та та 1 та64.

Такимъ образомъ мы видимъ, что форма

—1

«... я,-„я 14-1, 2, 3, . . 439-444 г. и ф

даетъ всѣ возможныя различныя значенія ха, и поэтому

мы можемъ различныя значенія худа, расположить въ р строкъ

р–1

2
(К—1, 2, 3....р.) и въ каждой строкѣ по 4–5-- членовъ

(4-я, 5 з. 19), то та «тѣ» тѣ

чекъ Е, какъ указатель строки, а значекъ 1, какъ указатель

столбца.

Чтобы перейти отъ г. а, къ ха, можно приложить къ

первому подстановку вида (2, 2.). Въ самомъ дѣлѣ, для

этого перехода должны имѣть

та-а-Бегr (mod. р.)

па--Ваs (mod. р.)

вычитая получимъ ат-пет-в(mod. р.); такъ какъ число р

простое, то всегда найдемъ корень этого сравненія а;

ber–та (mоd. р.), т. е. тоже опредѣлится.

Въ каждомъ изъ вертикальныхъ столбцовъ, какъ мы ска

зали, находится р. значеній и, 5 ... я.... (В4123... р.).

Если бы мы пожелали составить уравненіе р-ой степени,

имѣющее корнями эти различныя значенія одного изъ столб

цовъ, то для опредѣленія коэффиціентовъ этого уравненія

достаточно былобызнать элементарныя симметрическія функ

ціи его корней

24....»

5-----------

гдѣ та-12,3. . .(р–1). Послѣдній же коэффиціентъ каждаго

изъ этихъ множителей будетъ
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44.... и...–-44--бы
—11 2, „ . . . 29. , . . 44:—11 21,2—(112.19

4........ 45,„у ц.д-—ч4 «у ду-——цчину

55------------15--449

то есть равенъ квадрату коэффиціента при неизвѣстной въ

нулевой степени даннаго уравненія съ обратнымъ знакомъ.

Назовемъ для краткости

р

"” т.-Т —

2541-4- 495-49-444

Де-II

Въ этомъ случаѣ мы видимъ, что всѣ А, для опредѣлен

наго значенія 1 суть подобныя функціи, а слѣдовательно всѣ

А, (rel, 23...р-1) выражаются раціонально черезъ одну

изъ нихъ, напр. А.

Легко видѣть, что А..., не измѣняется отъ приложенія

ко всѣмъ р его элементамъ циклической подстановки (х, а, „),

такъ какъ отъ этого перемѣстятся только его слагаемыя, а

слѣдовательно они не измѣнятся и отъ произведенія такихъ

подстановокъ.

Такихъ множителей рой степени можно составить столько,

—1

«колы» столбцовъ, т. е. 9. тамъ «отомъ А., будетъ

р-1

2

-ой степени, корнями котораго будутъ значенія А....

имѣть

„I р–1

не

Чтобы вычислить коэффиціенты этого уравненія, достаточно

знать элементарныя симметрическія функціи его корней, т. е

значеній, слѣдовательно можно составить уравне

—-

345,

454.
нашемъ податкости черезъ в. м. наз. 94

Можно показать, что

р

. У." ГУ"! „1" „1" т.Г

494.—12126 1714-157).-1419



— 557 —

не измѣняется только лишь въ томъ случаѣ когда слагаемыя

или самые столбцы взаимно перемѣщаются (конечно для

r, 441). Если же перемѣщаются нѣкоторые члены столбца,

что только, конечно, и возможно, такъ какъ наша таблица

строкъ и столбцовъ заключаетъ всѣ значенія ха, то эта

сумма вообще измѣняется.

Въ самомъ дѣлѣ, допустивъ такое перемѣщеніе, мы не

премѣнно найдемъ значекъ е, при которомъ другой эле

ментъ замѣстился новымъ созначкомъ изъ остальныхъ (р-1)

значковъ, то есть до подстановки, напр., имѣли

[4705.1--251--...Т-t-....

а послѣ подстановки

[2705.1--21--.. Т---..

Отбирая въ этихъ скобкахъ члены при х,")"), получимъ въ

первомъ случаѣ

(т.-з.)---(4)-2, 175

во второмъ

(241-я, 7)---(45--з5)?--

Мы видимъ, что между ними тождества быть не можетъ.

Членами мы называемъ слагаемыя столбца, напр. х, 32;

первымъ элементомъ называемъ х, вторымъ элементомъ

х. Пусть къ нашей суммѣ приложена подстановка (2, 512),

гдѣ фі(2) цѣлая раціональная функція не выше (р–2)-ой

степени, которая не измѣняетъ ее, то есть, перестанавли

ваетъ ея столбцы или слагаемыя въ этихъ столбцахъ. Каж

дый столбецъ характеризуется тѣмъ, что разность значковъ

элементовъ, составляющихъ его членъ, есть по под. рав41—1;

назовемъ для краткости эту разность черезъ 5 слѣд., всѣ

члены этого столбца будутъ вида 27, 27 (4—123... р.),

такъ какъ первыми элементами его членовъ будутъ всѣ р

различныхъ буквъ;тоже относится и ко вторымъэлементамъ.
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Послѣ этой подстановки, какъ уже былозамѣчено, получимъ

цѣликомъ новый столбецъ, члены котораго будутъ х, 1, 2,II

(tall, 23... р.); эти же самые члены можно разсматривать,

какъ имѣющіе разность значковъ элементовъ–3,; при этомъ
гл.

первая операція, т. е. полученіе членовъ съ разностью 8,

соотвѣтствуетъ переходу первыхъ элементовъ столбца Е къ

первымъ элементамъ столбца З, и вторыхъ—ко вторымъ;

вторая же операція, т. е. полученіе членовъ съ разностью

—5, соотвѣтствуетъ переходу первыхъ элементовъ столбца

съ разностью Е ко вторымъ элементамъ столбца съ раз

ностью Е, и наоборотъ. Но легко видѣть, что не можетъ

быть подстановки при замѣнѣ столбцовъ, которая давалабы

нѣкоторые члены съ разностью 3, и нѣкоторые того же

столбца съ разностью—В. Въ самомъ дѣлѣ, допустивъ

это, мы всегда нашли бы такой значекъ і у перваго эле

мента члена (столбца 5), который данною подстановкою

давалъ бы значекъ 1 члена разности 3, и тотъ же значекъ

втораго элемента (столбца 5), который этою подстановкою

давалъ-бы тотъ же значекъ 1 (для возможности подстановки

члена разности–9; слѣдовательно, эта подстановка была-бы

возможна, если бы въ числѣ первыхъ элементовъ столбца 2

было два равныхъ значка 1, чего, какъ уже замѣтили,

быть не можетъ (это влекло бы 1-t-1-14-1-4-12–1, т. е. Каti)

Такимъ образомъ, заключаемъ, что подстановки, служащія

для перехода отъ столбца разности 3 къ столбцу разности

, таковы, что даютъ весь столбецъ или съ разностью 3, или

съ разностью —3,.

Слѣдовательно, подстановка, не измѣняющаяся нашей

суммы, должна для значковъ удовлетворять совмѣстно срав

неніямъ

"А

бо

g(i)е 1 (mod. р.),

gli--2) на 1--31 (mod. р.),

гдѣ і и Г имѣютъ всѣ значенія изъ ряда 1„2,3. . . р.

Здѣсь 3, можетъ быть и отрицательнымъ, или же р–?.Если

бы оказалось, что 1--62сери Кбылъ наименьшій вычетъ числа
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1--3, то мы должны бы брать ф(К), номожно, конечно, взять

и ф-t-5), такъ какъ і-а-анѣ (mod. р.) (8erret5282).

Раскладывая ф(i--6) по строкѣ Тейлора и вычитая изъ

нижняго сравненія верхнее, получимъ

54 II ди

64"(1)-t-53"(1)-t-...-н

1.21 У" """ " (р.—2)!

491—91) вВ, пod. р.),

1412,3. ...р.

Слѣдовательно, мы получили сравненіе отъ і не выше

(р-3)-ой степени, которое должно имѣть р несравнимыхъ

по mod. р корней, чего быть не можетъ (8erret5298), и это

будетъ до тѣхъ поръ, пока лѣвая часть сравненія будетъ за

висѣть отъ 1, т. е. необходимо имѣть

g” (1)–соnstа-а, у"(1)—...--у!"(1)-4.0.

Интегрируя первое изъ нихъ, получимъ

ф(!)–аі-1-6.

Т. е. наши суммы не измѣняются лишь только отъ линей

ныхъ подстановокъ,

Теперь докажемъ, что эти суммы не измѣняются отъ ли

нейныхъ подстановокъ вида (2,2.).

Пусть приложена подстановка вида (2, 2.); тогда по

лучимъ, что

у г.у

? 14 л.— 39 р.—14 и

перейдетъ въ

94ч-к-а-а?»---начи

Разность значковъ будетъ

а) 21—1–р), или по mod. рва(21—1),

т. е., прикладывая одну и ту же подстановку къ различнымъ

— I

наз. 54, получимъ тишина пости, такъ какъ

сравнимыхъразностейбыть неможетъ при аа-1„23...(р–1),

такъ какъ въ противномъ случаѣ имѣли бы Ле Г.

т. хуш. выш. п. 36
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И въ каждомъ такимъ образомъ полученномъ столбцѣ не

можетъ быть тождественныхъ членовъ, такъ какъ въ про

тивномъ случаѣ имѣли бы или

аll-1-В–1) 4-bва(1-4-12–1)-t-b(modiр1

IIIIII

аll-1-В–1)-t-b не ар-l-t-К)-t-b(modiр1,

а(р–l-t-1)-t-b в а(1-4-12–1)-t-b(modiр1.

первое и сумма двухъ послѣднихъ влечетъ за собой

КаЛУ (modiр1

чего, какъ мы положили, нѣтъ.

Итакъ, наши суммыВ, неизмѣняются отъ линейныхъ под
1

становокъ–и только отъ нихъ, слѣдовательно–онѣ функціи

метациклическія.

Приложеніе къ примѣру для 5 буквъ: имѣемъ

313, 3525] I36,39, 30, 311 I3525, 3537,

** *99]нушающимъ 1999 399] приложимъ 1999 399

** *91 (5, 4.) 199 491 г., в. 194. 195

** *99] нѣмцы; I”?”" "?1 выдумка; 15" "?”?

242, 3525] I9, 23, 29, 31 I252, 252,

дить и та тотъ чт

[2," (х.“--х,")-t-... 171-1-Iх,"(х,”-н-2,!")-t-... 17

Для второй таблицы

[2,"Да,"-24")-t-... 174-1-[2,"а,”-н-х,")-t-... 11

Отсюда видимъ, что вторая сумма неможетъ равняться пер

вой для п. 4441.
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Эти метациклическія функціи (Селивановъ. Теорія алге

браическаго рѣшенія уравненій 55 68, 85) должны быть ра

ціональными въ случаѣ разрѣшимости нашего уравненія въ

радикалахъ, и наоборотъ, если В, какъ функція метащи

клическія, раціональны, то наше уравненіе р-ой степенираз

рѣшимо въ радикалахъ.

Итакъ, мы пришли къ такому заключенію: неразлагаемое

уравненіепростой рвой степени,въ случаѣ его разрѣшимости въ

р[р-1)

2

тельно ху, или другой какой-либо симметрической функціи

—1

литъ копей его тамъ, что оно тишется на 454 по

жителей, каждый изъ нихъ степени р, при чемъ элементар

ныя симметрическія функціи корней этого множителя выра

жаются раціонально черезъ одну изъ нихъ, которая есть ко

р–1

2

ными, такъ какъ элементарныя симметрическія функціи кор

ней его должны быть раціональны, какъ метациклическія

р[р-1)

2

радикалахъ имѣетъ уравненіе1995—-ой степени относи

рень уравненія степени 1-5– съ коэффиціентами раціональ

функціи. И наоборотъ, если уравненіе 1795–9-ой степени

р-1

2

р, такъ, что элементарныя симметрическія функціи корней

этого множителя выражаются раціонально черезъ одну изъ

. р.—1

нихъ, которая есть корень пени 54-ой степени съ ко

разлагается на“----множителей,каждыйизъкоторыхъ степени

эффиціентами раціональными, то наше первоначальное урав

неніе рѣшается въ радикалахъ, такъ какъ элементарныя сим

. . . . . р.—1

метическія функціи отней пашни 154-й степени, ко

торыя суть метациклическія функціи,–раціональны. (Сели

вановъ 5 85).

Здѣсь не мѣшаетъ помнить, что послѣдній коэффиціентъ

каждаго изъ множителей р-ой степени есть квадратъ по

369
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слѣдняго коэффиціента нашего уравненія съ обратнымъ

ЗВАКОМЪ.

Насколько мнѣ извѣстно, это свойство, необходимое и до

статочное для разрѣшимости уравненія въ радикалахъ, въ

первый разъ замѣчено мною.

Такимъобразомъвопросъ о разрѣшимости нашегоуравненія

татьты-то?999

свелсякымысланію случевываюторыхъ паненіе";--ой

р— 1

2

телей, при чемъ въ область входятъ радикалы, полученные

. . р.—1

отъ маменитеніи Ч9-ой степени,

степени относительно х, ха, разлагается на 4-1- множи

5 2. Прилагая это свойство къ нашему уравненію 5-ой

степени

у?-н-1,у1-t-b,у-н-b,з0, (1)

мы должны, согласно съ изложеннымъ, заключить, что урав

неніе

«Ч9-b,49—b,”т”—16,1-11)и?—26, 19-

(2)

---(b, 1—35,6, Б.)ю“-н-b,b,”т”–6,15, 4-t-b,”—0,

гдѣ г есть у. у., должно въ случаѣ разрѣшимости разла

гаться на два множителя 5-ой степени, при чемъ всѣ коэф

фиціенты каждаго множителя выражаются раціонально черезъ

одинъ изъ нихъ, который есть корень квадратнаго уравне

нія съ раціональными козффиціентами, и также обратно.

Выписывая всѣ члены перваго столбца у,у, у,у, у,у,

у,,у, уду, каждый изъ нихъ можно представить въ видѣ

у, у, (?— 1, 2, 3, 4, 5). Составивъ у, у, исходя изъ

(гл. 1, 5 3, фор. 3), получимъ

у, у,–А--(49)В--(49)?Сн-(2)"П--(49)"Е.

гдѣ 1 (3)

защ221-t-26-1-1),
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Сница?-н- 21)-t-d’a,

„ 1 9

10——dd, (а-а-а")--и-I21,

Ещаld,?21-t-d"Да-а-а?).

Чтобы опредѣлить коеффиціенты уравненія, имѣющагокор

нями у, у, (Е–1, 2, 3, 4, 5), достаточно найти элементар

ныя симметрическія функціи этихъ корней

5 5 5 5

2 ч. 45, 2 т. 11, 25 4 и5, 25 4 и5. (1)

141. Т 1-1 I 141 1-1

Коэффиціентъ при нулевой степени будетъ–ѣ,”.

Изъ (3) имѣемъ

5

2 у. у.,на 546и22“--25--1) (5).

Е1

Легко составить квадратное уравненіе, отъ котораго зави

ситъ А; возвышая (5) въ квадратъ, получимъ

залыга, лы-III, 6

"Такъ Ка-1съ

(241-t-24-1-1)15 5;

слѣдовательно, если уравненіе (1) разрѣшимо въ радикалахъ,

С” . .

то; будетъ раціональною, какъ корень резольвенты, и на

оборотъ, если А?будетъ раціональною, то резольвента имѣетъ

раціональный корень, и наше уравненіе разрѣшимо въ ра- "

ДИК818XТѣ.

Остается теперь показать, что остальные члены (4) выра

жаются раціонально черезъ А (т. е. одинъ изъ коэффиціен

товъ).
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Изъ (3) имѣемъ

2. у", у", „на549--105 (ВЕ--С10)–

(7)

3 А7 3V, „з

—«ла-ла-г-415-414-------ти-34

Перемноживъ (10), (11) (гл. 1), получимъ

—4-5)-е (23-29)«--44-5)-е (23-41

изъ (5” гл. 1) имѣемъ

щ”У . Да! да!.."
? —Вull--«Гл79. Т. 1-ли? ГТ..—Т

5-ти-фе-5)-е (23-29)

Изъ этихъ двухъ уравненій имѣемъ

4-21-443-444 (5-13).-34ду-—5--- (44-4)-—

(8)

Помня, что д’-н-294—1–а–а“, получимъ

„ . . „(d? d,?

завѣ-спо---«чуда-—3-14.--

---«. "щ.9"...„„Ве?").-3114554.

— «-35-1-94-9594444

IАst-н-3–5и?

—–5–.

Помня, что А?–5и", имѣемъ

5

25.19, 15, 453-1-54st-b,--44, (10)

141

„„999949999991

16549 У
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при чемъ же есть раціональная функція отъ 4О тя- 19; 5

слѣдовательно и А”.

Изъ (3) имѣемъ

5

жу,у., 4-5) А!--65 (ВЕ-t-С10)-

Ле1

(11)

„за вся-18910--3. С12--3109В)

Производя вычисленія, получимъ:

во-въ-сказать те-те-телег-5)—

—«19-211-41-4-4)d,?

49 I (19

-«----«Е-41]

изъ (10), (11) гл. 1 послѣ возвышенія въ квадратъ имѣемъ

49 I, „I, 1008,?и“-4-(b,--ш)“--203,идѣ,--и)
9-4-2---449—245-242-2-I-434--44—–45--4—

4-55----------------------

49. „141 . . 1008,?и“-4-(b,–н-ш)?–203

3-444. 4-949494949494

Слѣдовательно

2 V. Л.74 Л 2

«----«. 31)-е-е-ч94-599а у уч

.5[203,9494549]IIII99445555554

——-I— -

Слѣдовательно по (5) и (8) имѣемъ

4) во-в110--4059--3109ЕннАВ,–А,?--

(12)

.55495255535555449499

раздат. "
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Изъ (9), (12), (11), получимъ

5

544.-1-4-ма-миЛе1. Т 1.

(13)

203,"А,” 4-(b--и)”-н-43,А(b,-н-но)

--з5-449-4-35-4499

Изъ (3) имѣемъ

5 - - -45---- - - -----------

„55 г.-арх. г-начала-ала-кавах

XIС“--24Е4-3В10)-н-IВ9-t-240-1-2510К1X

1.9

хватыва-чет-55 г.г- и—1

—-404944ВЕн-С10)--60А1ВС9--В910--418109--5ОР1-

—-10[41818--100)!--205Iр. В109-н-3ВСЕД0--ОВ)-

--511089--В"С).

Первыя четыре слагаемыя уже опредѣлены (10), (9), (12);

остается опредѣлить пятое слагаемое; вычисляя его, полу

9IIIIIIЬ

4

вывѣ-«вся-сво-втв-го-4-35

2 „Л 2V. « Л.14 Д. Я

---(4-314-ге-«хе--ис-«3)да да у т --- - - - - -туда - - дѣ

2 V. ” Л. А., 2

--«что-ни-31)-«че-за-ми-3)

« «.........» «Т
Ч941-4-94—1У 12-—71-1-t-тиЧа-а-а")Г——Т1-5-1

-«ас-4-415-41-4-415—149}

4 „Л9

—4-55---51):
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Возвышая въ квадратъ (8), получимъ

"Л Глиet.-t-В —

«(4-35-44949494
49Г Д

9 д. 44. 4 (ился..д.? ....Вай"?

45-51-4-5999499-ть4

Складывая, получимъ

4V. Л.72 „Л 2

«(4-39--46-41-4дуттуда и

(16)

44444..ца.И „243")?

99444994педаль лу

Изъ (10, 11 гл. 1) имѣемъ

49 III, 3

—«---ма-«Уж-–«---те-то1

5

«---воз-3)-че-е-рт-ва1

Складывая, получимъ

4 л. 29, л? 52

—«че--и Г-«3)-ге-г-414-4)дет- до ут- г - - -тута та,

(17)

II99494949459IIIII9404IIIIII94

-—–5———5---55

Изъ (8) имѣемъ

29л мой...В ....Валѣ

—«те-те-те-3)--ма-те-тЧ949:

4 Л; 29. Алѣйшій шац9442

«-----4)-ка-че-ч9994451

Складывая, получимъ
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и!"Л ....... . . . . 149 d,?

—и?1249---249—1)П1—Т-1-t-тиЧ241-t-24-11 17——79. 1:

«-те-те-3)-ка-а-а?-3)

(18)

—u'stА—2(3и"—3.)и?.

Если первую изъ (8) умножимъ на квадратъ (11 гл. 1),

получимъ

ла.5день-де-зе-зе55----—-——

Iиistit?--3и)--(В,–Зи?)(?“--и)и

——-.

Если вторую изъ (8) умножить на квадратъ (10 гл. 1), по

лучимъ

41, 1 . 419

—«191-49)

Iициз-3,--3и?)is“–2u)–ичив-н-3–3и?).

-—5——

Iиists-3и)–(3,–Зи?)(s"-или

—–—

Умноживъ соотвѣтственно на (а-а-а") и (а”-а-а") и резуль

таты сложивъ, получимъ

«---83-189)-ге-го-45--31)да и у г г тАгун- т а 3

347ОП. С. 3. 43-t-11 л. 41-43.ОП О Л .л.

жа-ла-ла-гейдеревела

—;—

(19)

А(3,–3и!)[202, А1-t-6,–-го)"I-t-203,6,–-го) З,—3и")и?

--------------15----------

Подставляя (19), (18), (17), (16) въ (15), а потомъ-въ (14),

5

получимъ Ж у", у",, какъ раціональную функцію отъ А
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Зная

5 5 5 5

344-354-355-53 г. 944:

найдемъ по извѣстнымъ формуламъ коэффиціенты при чет

вертой, третьей, второй и первой степеняхъ неизвѣстнаго;

послѣдній же коэффиціентъ будетъ, какъ мызамѣтили,–ѣ,”.

Чтобы получить коэффиціенты длядругаго множителя 5-ой

степени, имѣющаго корнями у, у., (4-1, 2, 3, 4, 5), какъ

легко въ томъ убѣдиться, слѣдуетъ подставить вмѣсто А–А,

5

5 "

Такимъ образомъ видимъ, чтотеоретическій выводъ вполнѣ

примѣнимъ къ уравненію 5-ой степени.

5 3. Въ 5 1 (гл. 2-я) было замѣчено, что вопросъ о раз

рѣшимости въ радикалахъ уравненія р-ой степени сводится къ

119—1) ..„...................... 14-1

2

т. е. другой корень уравненія А?–

-ой степени на5--

почетню тоженіи панна!»---и «емени на

множителей.

Покажемъ теперь на уравненіи 5-ой степени (1) гл. 2-я

5 2 необходимость и достаточность, для разрѣшимости его

въ радикалахъ, такого разложенія уравненія (2) гл. 2-я 3 2

на два множителя 5-ой степени. Для этого покажемъ, что

всѣ коэффиціенты выражаются раціонально черезъ одинъ ко

эффиціентъ при четвертой степени неизвѣстнаго, квадратъ

котораго, дѣленный на 5, будетъ корнемъ резольвенты (21)

гл. Г, которое, какъ было сказано, необходимо должноимѣть

соизмѣримый корень (въ области коэффиціентовъ), въ случаѣ

разрѣшимости нашего уравненія въ радикалахъ.

Пусть эти множители взяты съ неопредѣленными коэффи

ціентами въ видѣ

1-й и 9-н-а, г-на, т1-t-а, т1-t-а, т.-t-а,

2-й и 1-н-с, г?--с„г-н-с„г-н-с, г.-t-e,.

Перемножая ихъ и приравнивая коэффиціенты этого про
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изведенія соотвѣтственнымъ коэффиціентамъ уравненія (2)

гл. 2, 5 2, получимъ слѣдующія 10 уравненій:

а,-н-с,аС, (1)

а,--с.-t-а, с.44—ѣ, (2)

а,-–с.-н-а, с;-н-сца, ——b,”, (3)

а,--с.-t-а, с.-н-с, а,--а,с„а—b,”-н-6,6, (4)

а,-н-с.-н-а, с.-н-сца,--а, с.-н-сца,——2b,”, (5)

а, с.-н-сца,--а, с.-н-сца,--а, с. 1446, 1—35,6,Б, (6)

а, с.-н-сца,--а, с.-н-сца, нѣ, Б,”, (7)

«-ка--«но, а

ас.-н-сца,–—b,”ѣ, (9)

с„а, —b,". (10)

По изложенной выше теоремѣ с„на,— —b,”.

Подставляя въ (9) получимъ

а,-н-сценѣ, Б, (9)

Обозначая черезъ

с.-t-а,––(b,”-н-2), (11)

«---5, а

принимая изъ (1) а, на-с., и занеся въ (2) и (3), получимъ

„а, (415-41-42,

-"4545 л.-995999 по«ч-I

изъ (11) и (12)

I 2-а, (b,”-н-2). .I--а-а, (b,”-н2)

«---------- «-----5–4 а
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Принимая во вниманіе (99), а также (13) и (14), изъ (4)

получимъ послѣ совершенія дѣйствій

4а,”з-х“--а,"да,"—2а,"b,--56,1)-40. (А)

Изъ (13) имѣемъ

а, b,b, (а,"—Б.)–хic,—а.)
с.д.,—н-С. С.,зас—4—4—4—4—-———4—44-:

«--г— 5, 1

подставляя это въ (6), принимая сдача, ——b,”, получимъ

—4а,"Б,”-н-2b. b, а,"Да,"-t-5h,)—29-I-а,"Б,”-н-2)?

«----------5––—

Подставляя это въ (5) получимъ

—272-ха,"Да,"—b,)(b,”-н-х)–4а,"Б, 1-

—4-26,6, а,"да,”-н-5b.)–а,”з1-t-а, 16,1-4-х)?–0.

Исключаях“ при помощи (А), получимъ по сокращеніи на а,"

—529–гда,"—b.)(а,?–5b.)-н-а,"Б, (а,"—b.)?-

(В)

—-2b. b, а,"да,“--5b, 1--6,"х[а,”-н-b.)--а,"b,"— О.

Изъ (7) и (9) имѣемъ

с.-t-а,–6, Б,

а, с.-н-с„а,–а,"Б.,”.

Отсюда имѣемъ

27. Т. 1Т. 2 „ А „ Ол. 41, 2

44-55-494949494

544949494941945555541549525411]

«ан-—------------55

Подставляя это въ (5) и (8), сокративъ послѣднее на b,”,

получимъ
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ха?--га, Ча,9—b.) (b,9-4-х)-t-2а, "ѣ,b, (b,9-t-х)--4а,"Б,"—0 (С)

4296,9-t-х)—4а,"Б,"—45,6, (b,”-н-х)а,“-

-ла-ла-го-г. пи

Сложивъ (С) и (10), получимъ

(b,”-н-х)[529-t-га,"а,“–6.)–2b,b, а,"–ѣ,"а, 96, 9-4-х)].-0.

Приравниваніе Б.,”-н-х; —О ведетъ къ частному случаю

с.-t-а,–0; поэтому, опуская этотъ множитель, получимъ

52-I-га,”а,"—b.)–26,6, а,"—b,”а,"дѣ“--х)–0. (10)

Сложивъ (В) и (17), по сокращеніи на Б, получимъ

5гда,"—b.)-t-b,”х-1-106,6, а,”-н-а,"да,?–ѣ,)?–0. (В")

Введемъ новыя неизвѣстныя такія и, st, и

2а, "дѣ,—а, *)–256,6,–н-шо
"—125и?: те-— а. 181: зе

4--145 г.-а, ты не за-I944499--4 шо

Подставляя это въ (В), получимъ

b,

«-«(4-3)

b,з1--—5—-3 —10b,240.
249

а это есть уравненіе (15) главы 1-й, въ котороевмѣсто s-tза

„I (b,--и)

несено его значеніе 4-5 .
10и

Занося эти перемѣнныя въ А, получимъ

954-99594444. 4 (5-3)
—5———-—–«. (1-- 5

5119-t

25и? и

а это будетъ уравненіе (16) главы Г-ой, въ которое вмѣсто

s“–?” занесено его значеніе изъ (12) и (13) той же главы.

Если въ уравненія (Б) и (10) подставить эти перемѣнныя и
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исключить изъ полученныхъ уравненій первую степень ко

личества (b,-н-но), то получимъ

х-I1003,?и?–(ѣ-н-но)?
——-азі

55--——дава-—

т. е. это будетъ произведеніе уравненій (12) и (13) главы 1-й.

Итакъ, мы видимъ, что ур-ія (А), (В)и суммауравненій (С) и

(10) привели насъ къ тѣмъ же тремъ уравненіямъ главы 1-ой

изъ которыхъ легко получается уравненіе резольвенты (21),

а,"

ту;

Остается показать, что одно изъуравненій (С) или(D) есть

слѣдствіе трехъ взятыхъ уравненій; но вмѣсто нихъ можно

взять разность между (С) и (10), такъ какъ ихъ сумма уже

была взята.

при чемъ фа-125и?–

Беряразность между (С)и (10) и изъ полученнаго уравне

нія исключая ха, при помощи (В) умноженнаго на х, по

лучимъ

ab,”(29а,"—256.)--2120а,"b,b,–-56,“–4а,"Да,"—h,)11-

-на, 116,11а,"—2а,16,–н-56, 1)-t-50b, 24,-I-100а,16,110.

Исключая х при помощи (В) и вмѣсто 2 подставляя его

значеніе черезъ и изъ (15), получимъ

43,16,—23„Б,”-н-223,13,–аВ3, b,--123, 1)-t-46, а?

5[3,“–3,9-н-3,3, b,--а! В3,"—316.)—3а?3,-н-41] "

т. е. получили такую формулу, какъ и изъ уравненія (20) гла

вы 1-ой, которая получена изъ вышеупомянутыхътрехъурав

неній.

b,--иса

Найдемъ теперь изъ (15) х какъ раціональную функцію а;

слѣдовательно, такоюже будутъ с., а,, с., а, изъ (13), (14),

а также сд и а, изъ уравненій
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с.-t-а, свѣ. Б.,

а, с.-н-с„сача,"В.”.

Такимъ образомъ, резольвента для уравненія 5-ой степени

получена изъ 10 уравненій, опредѣляющихъ коэффиціенты

разложенія уравненія 10-ой степени (2) гл.2 5 1 надва мно

2511ТЕЛЯ.

Гельсингфорсъ,

26 апрѣля 1893 г.



ОДН0 И3Ъ РѢШЕНІЙ О0Н0ВНАго вопросуд

ПЕ0ДЕ31И.

М. Ѳ. Хандрикова.

Основнымъ вопросомъ геодезіи занимались многіе геометры

и главнымъ образомъ Гауссъ, Бессель и Якоби. Рѣшенія,

данныя ими, по формѣ своей существенно различны. Гауссъ

выводитъ это рѣшеніе, основываясь на общей теоріи проэк

цій; онъ имѣетъ въ виду непосредственное примѣненіе своей

теоріи къ вычисленію тріангуляціи, какъ контура построен

наго на поверхности эллипсоида вращенія, по проложенію

этого контура на поверхность сферы,–по ряду сферическихъ

треугольниковъ. Примѣчательно, что радіусъ той сферы, на

которую пролагаетъ контуръ Гауссъ, есть средній радіусъ

кривизны для дѣйствительной поверхности земли.

Въ самомъ дѣлѣ, если примемъ въ общей теоріи Гаусса

за произвольную функцію извѣстнаго интеграла уравненій

съ частными производными функцію вида Лву— ар-й [уit; то

какъ весьма извѣстно, радіусъ сферы, на которую пролагается

дѣйствительная тріангуляція, есть

в-444

1-е1sin";

Извѣстно также, что средній радіусъ кривизны представ

ляется въ видѣ р а уК,Н, гдѣ подъ В. разумѣемъ радіусъ

кривизны меридіана и подъ Е, радіусъ кривизны главнаго

сѣченія перпендикулярнаго къ меридіану, а такъ какъ

т. хvп. выы. п. 37
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9924-3 в.-—

9--135499— 5555

то ясно, что Гауссова сфера проэкціи описывается среднимъ

радіусомъ кривизны.

Рѣшеніе основнаго вопроса геодезіи, предложенноеЯкоби

зависитъ отъ вычисленія эллиптическаго аргумента перваг9

вида и отъ двухъ Якобіевыхъ функцій Ѳ и Н. По этимъ

функціямъ оно представляется въ конечномъ видѣ.

Наконецъ рѣшеніепредложенноеБесселемъ, и почти исклю

чительно примѣняемое на практикѣ, сводитъ рѣшеніе сферо

идическаго треугольника съ сторонами какъ частями геоде

зическихъ кривыхъ, къ рѣшенію вспомогательнаго сфериче

скаго треугольника. Въ этомъ смыслѣ между рѣшеніями

Гаусса и Бесселя существуетъ извѣстная аналогія. Бессель

рѣшаетъ вопросъ посредствомъ рядовъ, но приходитъ къ рѣ

шенію весьма искусственнымъ пріемомъ, и искусственность

обусловливается необходимостью устранить эллиптическій

интегралъ третьяго вида съ мнимымъ параметромъ.

Если условимся не избѣгать разложенія въ ряды извѣ

стныхъ функцій по степенямъ эксцентриситета, то рѣшеніе

задачи весьма просто можетъ быть получено чрезъ интегри

рованіе уравненій геодезической кривой посредствомъ разло

женія въ ряды. При малости эксцентриситета земного ме

ридіана эти ряды имѣютъ быструю сходимость и вычисленіе

точное до величинъ шестаго порядка относительно эксцен

триситета отнюдь не представляется болѣе сложнымъ, чѣмъ

рѣшеніе Бесселя, но по аналитической формѣ гораздо болѣе

просто чѣмъ это послѣднее.

Такъ какъ радіусъ кривизны геодезической кривой, прове

денной по поверхности ихС, направляется по нормали къ

поверхности, то

д9х д"у д":

93 „ 5 . 57.

«и Т а Т та "

да ду 4
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если уравненіе поверхности рѣшено относительно я, то

д'a; дру ф

49 I дѣ? I 43

р ” g Т —1

гдѣ какъ обыкновенно:

щ 49. „14

Изъ этихъ пропорцій имѣемъ между прочимъ уравненіе

«3)-45)-«

Будемъ имѣть въ виду исключительно поверхности вращенія.

Такія поверхности представляются уравненіемъ

— 2 (х"-н-у"),

гдѣ ф есть совершенно произвольная функція. Посредствомъ

этого приводимъ предыдущее уравненіе въ виду:

49. „1494.

443)-455)-«

Интегралъ этого уравненія есть

х. ду—у.дхана съ дв,

гдѣ с есть произвольная постоянная. Отсюда легко вывести

конечный интегралъ.Въ самомъ дѣлѣ, если означимъ чрезъ р

радіусъ какой либо параллели поверхности вращенія ичрезъ

Л уголъ составленный этимъ радіусомъ съ плоскостію ха, то

при всякой формѣ меридіана имѣемъ

хер. сов., учр.зій.

слѣдовательно

х. ду–у. да аз?. д.,

а потому предыдущій интегралъ принимаетъ видъ

374
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р”.для с. дв.

Означимъ чрезъ а азимутъ геодезической кривой при данной

точкѣ, считаемый отъ сѣверной части меридіана. Изъ без

конечно малаго треугольника составленнаго элементами па

раллели, меридіана и геодезической кривой имѣемъ

дs.sina — р. д.,

гдѣ подъ дв разумѣемъ элементъ геодезической кривой. По

средствомъ этого приводимъ предыдущее уравненіе въ виду

р.sinа: с.

откуда заключаемъ, что на всякой поверхности вращенія въ

каждой точкѣ геодезической кривой произведеніе радіуса па

раллели на синусъ азимута есть величина постоянная.

Пользуясь этимъ свойствомъ, рѣшимъ основной геодези

ческій вопросъ. Опредѣлимъ разстояніе двухъ точекъ на

эллипсоидѣ вращенія, считаемое по геодезической кривой, и

разность долготъ этихъ точекъ.

Вообще элементарное разстояніе между двумя точками на

какой-либо поверхности представляется въ видѣ

дs"— дх*-1- ду? -1- да?,

IIIIIII

дs"— др9-н-р”. дл"-н-да?.

Чтобы это выраженіе представляло элементъ геодезической

кривой, необходимо чтобы

р”. д.— с. дѣ,

опредѣляя изъ этихъ двухъ уравненій сначала дѣ, а потомъ

дА, находимъ

...„да“-н-да” „, с.да?--де?

«-тузем-15443. а

Эти выраженія справедливы для всякой поверхности вращенія.

Разовьемъ ихъ и приведемъ интегралы къ канонической формѣ
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для поверхности эллипсоида вращенія.Означимъ полуоси и экс

центриситетъ эллипсоида чрезъ а, Б и е. Пусть приведенная

широта разсматриваемой точки будетъ и. Тогда при извѣ

стномъ выборѣ осей координатъ

ха, а. соsш. сost

у— а. соsш. зin).

г —Б. віn и

р— а.сози

поэтому

др”-н-да”— а? (1—е".cos"и).ди“.

На основаніи вышеупомянутаго свойства геодезической кри

вой имѣемъ

са а.со61,

гдѣ подъ и, разумѣемъ приведенную широту той точки, въ

которой разсматриваемая геодезическая кривая съ однимъ

изъ меридіановъ пересѣкается подъ прямымъ угломъ.

Такимъ образомъ

р?–с”— а? (сos'ut-cos"и,).

Итакъ для поверхности эллипсоида вращенія

у1222.»s:а у сosи у-—---

„у т соs“ и–соsги,

залъу Аггея7. Е. IIСV—------------ .

соs и ” соs"и-соs"и,

ди.

Чтобы привести эти квадратуры въ канонической формѣ,

введемъ новое перемѣнное 4 подъ условіемъ

sin и

«1-23;

и принимая

е. sin и

ести- «чъ ЧЕР-4
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найдемъ

-—авы и 14ГЛТ69.64,

„„... (45X1—4549955

ТТ1664.[1449449449

послѣднее легко представляется въ видѣ

"гадкѣ:«Экаяsinh. сови.I(1-t-tang'u, sin”1)у1—1781т"ф

е”. сosu, (" д4!

—4-—I—тeва. „

2914944

Итакъ видимъ, что вычисленіе разстоянія считаемаго по

геодезической кривой приводится къ вычисленію эллипти

ческаго интеграла втораго вида, а вычисленіе разности дол

готъ тѣхъ же точекъ зависитъ отъ вычисленія интеграла

перваго вида и интеграла третьяго вида съ мнимымъ пара

метромъ. Во всякомъ случаѣ эти квадратуры въ конечномъ

видѣ выполнены быть не могутъ.

Такъ какъ эксцентриситетъ земнаго меридіана не великъ,

то вычисленіе точное до членовъ шестаго порядка относи

тельно эксцентриситета удовлетворитъ всѣмъ потребностямъ

практики; а въ этихъ предѣлахъ точности, какълегко видѣть,

интегрированіе приведетъ только къ элементарнымъ транс

. „ . а?–Б?

печеннымъ функціямъ для запись г-г-1-3 но ни

примемъ

а?—Б?

2 Ц.

154 Г

и разложимъ подъинтегральныя функціи по степенямъ и,

Второе изъ выраженій (1) представляется между прочимъ

въ видѣ

ему?веселѣе

соsи ” а” (сos”и-соs”и,)

Л —
ди,
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при нашемъ означеніи это легко приводится къ виду

5 4-5199494949494

"Т а)5547" б94.2694,

5

IIIIII

b Г соsи.сos и

4-115599444444соs"и у К*й, Гай?ій

откуда вѣрно до членовъ шестаго порядка относительно

эксцентриситета находимъ

. . Т сози- ски, 1, 114 и "У.......... 14, д.;

41555554-15-1-94-94-мъ555544-15-1-94-94-99

что легко приводимъ къ виду

4-11555355—15–24).233

2.I—-—-—I —I ——[Д." I I —I—I—

соs?цузій.-Сій?ій V2 8" Л! 449Дѣй?ій

ц" ("соs и„сови. 8in"и. ди

1-5- 1—555;-
IIIТIIъ

уstти,—зит"и

Такъ какъ тождественно

sin"и,—віn”и—[tang"и,—tang"и) соs"и.cos"и,

соs и соs иди . 17. 1аng и

7--15-н14 —-аrc.(сов-IIIIIIгI.

cos"и увіn”и,-зіn'u Т”"У” валуи,

то

Кромѣ того очевидно

сos и, соsш. ди. . . . . I” зати

——g. 22: —сози,. аrct сos ас-------- I.

уsin”и,—зіn"и " У вѣка

Наконецъ посредствомъ интегрированія почастямъ выводимъ

. ——sinuуsin’и,–зіn"и

3555554-15IIIIIIIII
Л узіи"и,—віn”и„1уsin"и,–зіn”и

-1чттаковали
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Это можно представить въ видѣ

155555
разд-—«т»4-45

--155555-155555
Лузіn'и,–віn"и Лукій?ій, Свій?а

Слѣдовательно

999999199.545.—–5

255—35;"——учти.—«ти

. ... Г.... зіи и

ОТС I ССВ с —-— I.

sит и,

Такимъ образомъ окончательно находимъ

fang и
7. —— аrc. 1 сos— 543-1

fang и,

- (4-1-4т.)мы (424) а

а s- пв- --у----------„у

2 „д. „, ,”III”
11Т . . . „, 827416 „ . . 8372714

—5сos и, віn”и, 7-----V 1 —557- .

5454 —551)

Первое изъ выраженій (1) легко представляется въ видѣ

ц9499994..—–

--914994449акъ

Съ тою же степенью точности, какъ при вычисленіи раз

ности долготъ, имѣемъ

1-1549955-11555355-4155555
9Тувій”949 " 214444. 4445. Т871 ЛЛЕС4

Мы уже видѣли къ чему приводятся два первые интеграла.

Остается выполнить интегрированіе въ послѣднемъ членѣ,

Интегрируя по частямъ, имѣемъ
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sin"и двіnu)

увіn'и,–зій?а

—«такж7-419какъ жаль,

Что можемъ представить въ видѣ

155555
уisin"и,—зіn?ш

sin’и. д (sinu)

-—зап”шу зати,—зія"и--3зіи"и,I-----------

уsin"и,—зіniu

sin"и д (sinu)
—З 1—45444

увій и Гвій?а

IIIIIII

1555554--994ѣ:

г-5999949995999Р:——I— узду.Чу... вду?цу

Лукича. Сайка. 4 У“?"""

3. Isій и,5-е, зап”и,.1. запи

—-I 8tnt"и, I—-— у81т"и,–8tn"и-н-3–5–5аrcI сова:С-1 I.

я г г у 4 гг. т- т о --у-—55.

Такимъ образомъ

1--11-44ѣм.—4 челы». 1414-59

4— 15- 4----а------ - ------„

3

—(3-4 метель и указалъ

4 ва. -- - I

2 .

РТ ......... . 1257—24

--Iти утки,–ты и

а это представимъ въ видѣ

9 ..... 3 ..... ........ Л. 1.......9

—11-4-5 sin’и,—46; уu!".asin"и, [атсIcosа
1

4 тт в ггг уг-углыя,

-194. - А... а...У м. Т42 з

(4-444г.); У1-39, 4

„, , —---------

sin”іи Ч

sin"и, "
-5чтоум
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Примемъ

зія и У.. .I.1атуи У

атсIсовс; 4--1— о, датс.1 сова-----------1заво,

sin u, 1 "" "”"У” tangu,

Т0Гда

sinи tата и

сова.--223; самъ на 392-4). 4

sin и, " Т” tang и,

Легко видѣть, что эти уравненія представляютъ соотношенія

между частями сферическаго треугольника, стороны котораго

суть 909–и, 90?–и, и о противъ стороны а лежитъ уголъ

о, а противъ стороны 90–и находится прямой уголъ. От

сюда заключаемъ, что уравненія (4) всегда возможны.

Съ помощію уравненій (4) легко составляемъ

вау, Lise...„Ле 2

sin и, " Т sin"и,” 2

sin"и . . . 8in"и 1 . . 1 .

"? У1—24--5 ст. 4--5 мизе.

sin"и, " Т sin"и, 8”"" " 4

Принимая это во вниманіе, приводимъ выраженія (2) и (3)

къ виду

3

---(1-4-35-ть):
1

4гг 5

52
11.Т . . .

-н-3–5. 8in"и, sin 49;

" --- ""-- У

—III. ..зап”и,—-48in"и, 181п2о

216

—4

39

Къ этимъ интеграламъ мыне прибавляемъ постоянныхъ, ибо

имѣемъ въ виду взять ихъ между надлежащими предѣлами.

соs и, віn’u, sin2о.

*) Замѣтимъ, что а есть то перемѣнное,по которому интегралы рѣшенія

приводятся къ канонической формѣ.
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Первый изъ этихъ интеграловъ представляетъ выраженную

въ единицахъ малой оси сфероида длину геодезической кри

вой, заключающейся между точкой, приведенная широта ко

торой есть и, и точкой, въ которой эта геодезическая кривая

пересѣкается съ нѣкоторымъ меридіаномъ подъ прямымъ

угломъ. Также Л есть уголъ, который составляютъ меридіанъ

точки съ широтою и и меридіанъ пересѣкающійся съ раз

сматриваемой геодезической кривой подъ прямымъ угломъ.

Примемъ для постоянныхъ слѣдующія означенія

4-1-344.—День»

--444. —54

454чч—Iчч.

94-354ч.

5

г-(3-4-35-ть)»

”” «........ ..... I

645, сочинити.

Тогда

1--4-втв-сть за

7.——-о-н-Е. а.–О.зіn 2а.

Эти выраженія соотвѣтствуютъ дугѣ геодезической кривой,

заключающейся между точками съ приведенными широтами

14 и 14.

Для дуги той же геодезической кривой, конечныя точки

которой имѣютъ широты и, и и, подобно предыдущему на

IIIIIIIIIIIемъ

4 I - - - - -

55--4,—взятая,-стали

Я,——о,--Е. r,— С. sin2а,

гдѣ

sin и, . 1ату и,

С08б,за „I” : С08о, за 1775 .

sin и, " """"" 1amу и,
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Слѣдовательно для части геодезической кривой, заключающейся

между точками съ приведенными широтами и и и, имѣемъ

1-4-4-44-оть-

—2Свіn2(а,—а) сos2(а,-н-4)

Б— о,—о—ЕДа,—а)-н-207.зіn(а,–а) сostа,-н-6).

Это рѣшеніе основнаго геодезическаго вопроса по формѣ

аналогично съ рѣшеніемъ Бесселя, оно также какъ и рѣше

ніе Бесселя зависитъ отъ вычисленія вспомогательнаго сфе

рическаго треугольника, но показанный здѣсь анализъ не

заключаетъ въ себѣ искусственныхъ пріемовъ и не требуетъ

построенія упомянутаго треугольника. а рriori. Что касается

до степени точности представляемой этимъ рѣшеніемъ,то въ

вычисленіи дѣйствительныхъ тріангуляцій оно удовлетворяетъ

всѣмъ потребностямъ практики.

Для вычисленія предыдущихъ выраженій по даннымъ при

веденнымъ широтамъ разсматриваемыхъ точекъ необходимо

прежде всего вычислить постоянную и. Основное, свойство

геодезической кривой на всякой поверхности вращенія даетъ

для этого уравненія

соs и„а соs u. sinа a cos и, sinа,.

Если данной точкѣ соотвѣтствуютъ и, и а,, то и, опре

дѣлится изъ

сos и,–соs и, запа,.

Хотя въ это выраженіе входитъ а, т. е. азимутъ геодезиче

ской кривой, но онъ всегда можетъ быть замѣненъ азиму

томъ нормальнаго сѣченія проведеннаго изъ данной чрезъ

опредѣляемую точку.



нѣкоторыя тковвимы изъ ткови

ОпнюдѣлитЕлЕй.

И. М. За ни ч е вс ка т о.

(Сообщено математической секціи ГХ Съѣзда ЕстествоиспытателейиВрачей

8-го января 1894 г.).

5 1. Обозначимъ буквою 10 опредѣлитель

9, О. . . . . . 94,

Лон-I I (1)

4, 455--- - -995

11, 12, „. . . 74. I .74

черезъ 10"Г"" "" "Ра-I IIIII— его миноръ, взятый со сво

т. п.... п., лгт

-54, 6 . . - 75, .1—59

имъ знакомъ, черезъ 107"”””” 13” —I 1). I— опредѣлитель,

т,. . . . п., л та

получающійся изъ опредѣлителя (1) выпущеніемъ т,-ой,..

m,-ой горизонталей и я,-ой,.... п,-ой вертикалей. Если въ

75

я, тѣ.... указателями г., т..., то эту замѣну будемъ

обозначать такъ:

(другу (ту;тутъ та- . . . . . У Т и 143, 14-- - -

т. д.)-(д) «т»«т» «т»т.
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Условившись въ этихъ обозначеніяхъ, докажемъ справед

ливость тождества

тар

19 У [ „19 У д. V" [ „19 VI94 I 59 УЧ- I

(12). (12)--52 (147 (т. 14, а

ус-I

гдѣ ты, какой либо изъ указателей п.,.... т.

По теоремѣ Сильвестра 1) произведеніе двухъ опредѣли

телей одинаковаго порядка можетъ быть составлено слѣдую

щимъ образомъ. Намѣтивъ какую либо - горизонталь, напр.

К-ую, во второмъ опредѣлителѣ, замѣнимъ ее какою-либо гори

зонталью, напр. х-вою, изъ перваго, поставивъ вмѣстѣ съ тѣмъ

въ первомъ на мѣстѣ х-вой горизонтали К-ую изъ втораго. Пе

ремноживъ полученные такимъ образомъ два опредѣлителя,

составимъ сумму такихъ произведеній для всѣхъ возможныхъ

те отца.«I)тът

горизонтали равными, поэтому нѣкоторыя изъ вышеуказан

ныхъ частныхъ произведеній будутъ нулями. Если помѣтимъ

во второмъ опредѣлителѣ горизонталь

9 л. 44.---- 4. О

и будемъ вмѣсто нея ставить горизонтали

915 Фель- - - - 9945

изъ перваго, то только тогда будемъ получать произведенія

отличныя отъ нулей, если х имѣетъ одно изъ значеній

94 Ча----95

Измѣнивъ во второмъ опредѣлителѣ горизонталь (3) на

45, 4,5----44, О

передвинемъ послѣднюю такимъ образомъ, чтобы вторые

указатели элементовъ полученнаго опредѣлителя шли въ убы

*) См.ТheLondon,Еdinburgh and Dublin РhilosорhicalМagazineза1851 г.
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вающемъ порядкѣ, при чемъ опредѣлитель придется умно

жить на (—1)У, гдѣ ""

Р ........ ..... 1 . . . 1

Узнать-д-1--у!"..

и у, есть число указателей изъ ряда 4.... у., заключающихся

между числами ту, и ду

--74

пть«т»т. д.)-т.

тали (4) горизонталь (3) и передвинувъ ее такъ, чтобы вто

рые указатели элементовъ полученнаго опредѣлителя шли въ

убывающемъ порядкѣ, мы его умножимъ на (—1)У", гдѣ

"”—мъ — лѣ -1 . . ..1?

Ж",-т.-g,—1-4-у".,

гдѣ у", есть число указателей изъ ряда т,.... п., заклю

чающихся между т; и д. Такимъ образомъ наше произве

деніе получитъ множителя

(—159,--9",- —1)у,--у",,

И МЫ. МОСКОМЪ НАДИСАТБ

(«духота....» "? «

Пусть s, s, и з, обозначаютъ, сколько должно быть про

изведено двойныхъ перестановленій въ каждомъ изъ поряд

КОВЪ

11, п. . . .1
р

4. Ча---- 45

4, 45----45

чтобы получить въ каждомъ рядъ убывающихъ чиселъ.Умно

живъ обѣ части равенства (5) на (—1), гдѣ

Кар

зана Х (т.-н-2п5-1-41-4-48-1-5-1-28,

Ка-1 1
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. I „М. V. I „Я

«т»«т»«т»(4)-(4)

Покажемъ, что общій членъ суммы, стоящей въ правой

части равенства, обратится при этомъ также въ произведеніе

74, V111, 1 .II

т(л. 124 (15);пуд. У; у ута

Въ самомъ дѣлѣ, чтобы обратить рядъ

9, 14.---мнѣ..., 4, 44, 4 . . . и,

въ рядъ убывающихъ чиселъ мы можемъ поступить слѣдую

щимъ образомъ: составить рядъ убывающихъ указателей изъ

порядка

та, т.--- пад., и т. д.,--. п.,

слѣдовательно произвести 5, двойныхъ перестановленій, из

мѣнить т. на ду и отвести д. на подобающее емумѣсто, для

чего потребуется произвести у", новыхъ двойныхъ переста

-новленій. Слѣдовательно

74, V1774

та 19,

3

Хлѣ--ти,-...---т.-„--а,-т.,--...»,-я,-у!",--я,

—574 V111 в., „, 1

—113-йm)11,

Подобнымъ же образомъ

(12-4. Для

р

Ста--1;--... т.-,-ты ни. „--.. 4,1447, 145.

—59X1- 1, 5 з. 1

—(т. 14-ю4 Iпр

Отсюда слѣдуетъ, что равенство (5) послѣ умноженія на

(-1)? обратится въ (2), что и потребовалось доказать,
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5 2. Предыдущую теорему можно обобщить въ томъ на

правленіи, что вмѣсто одного указателя ту, взять Екакихълибо

указателей пу- ..п., изъ ряда тѣ... т. Поставивъ вмѣсто

74

тать»(19)»..., т. «т»
1

на мѣста послѣднихъ указатели тѣ....т., составимъ произ1

веденіе двухъ полученныхъ миноровъ и просуммируемъ его

по всѣмъ различнымъ сочетаніямъ г. . . . r, изъ ряда 1, 2,.... р;

тогда получимъ:

14 У [ „14 V. VI „14 V11); . . . 14, 1: „Я VI. . . . . II

(4)--51141273(1572
(4) У1-5427 (4222, «

75 . . . 74

Предполагая это равенство справедливымъ при какомъ

либо К, докажемъ, что оно будетъ справедливымъ для К-н-1.

Примѣнимъ къ произведенію двухъ миноровъ, стоящихъ подъ

знакомъ суммы въ равенствѣ (6), теорему 5 1, ставя вмѣсто

указателя т., въ первомъ минорѣ различные указатели вто

рого минора. Эти послѣдніе двухъ родовъ: они принадлежатъ

или къ группѣ т или къ группѣ ф. поэтому

Л:

74 V. I” „14 V. V. VVI „Я V1115 . . .74. 1 „АVI. . . . 134

л.)(4)-21122(1823;
(1214)-261422 (1222.

т..т. 241

-31123-123- 4
«шь ли У, 72

4;----44, Л 419;----99,

75 . . . Т. Т654

Разсмотримъ общій членъ первой суммы. Въ первомъ

множителѣ мы должны вмѣсто указателей

194. - -99, 19,1

ставить указатели

Ч,---Чцѣ 1916

т. хvш. выш. ш. 38
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или, умножая миноръ на—1 и переставляя указатели т,. и у.

мы сведемъ весь процессъ къ замѣнѣ указателей

9),–-- 99.,19, 3- 45, 44,

указателями

Чи,---Я...» Ч14---Чья Ч.

и къ умноженію минора на —1. Во второмъ множителѣдѣло

сводится къ замѣнѣ указателей

Л,---Ч,---4),

указателями

14. . . 445, . . ..113..

Отсюда видно, что общій членъ первой суммы разнится отъ

общагочлена суммы (6) толькотѣмъ,чтовмѣсто Куказателей

т.. ....ть, взятый другихъ, именно указатель т., отброшенъ

и вмѣсто него взять указатель т.; кромѣ того этотъ общій

членъ сопровождается множителемъ–1. Просуммировавъ по

т,. . . ты, мы получимъ

—(л.) (46)

и такъ какъ затѣмъ придется суммировать по х, то первая

сумма равенства (7) дастъ

—«Отд. 11) «

Обратимся ко второй суммѣ равенства (7).

Такъ какъ т,... т., представляетъ какое-либо сочетаніе изъ

В элементовъ ряда 1, 2,.... р, а ту, одно изъ оставшихся чи

селъ, то какому-либо сочетанію изъ К-н-1 чиселъ то,... ты, ты,

будетъ соотвѣтствовать К-н-1 различныхъ сочетаній по К, при

чемъ г., будетъ получать послѣдовательно значенія г.,

r...т. Каждому такому сочетанію изъ К-н-1 элементовъ бу

детъ соотвѣтствовать К-н-1 произведеній, которыя между со
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бою равны. Перенеся слѣдовательно выраженіе (8) вълѣвую

часть равенства и сокративъ на общаго множителя К-н-1,

получимъ

(1) Ст. 1-51224(1223
ту лТ41 —А я,---4, Л пуль.... ты,

т. е. мы получили равенство (6) для значенія Е на единицу

большаго.

53. Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда нѣкоторые изъ

верхнихъ указателей двухъ миноровъ-производителей раз

личны. Пусть напр. имѣемъ произведеніе

14, 11, 14,

т, т, т,"

п, п,

К, К,

Разлагая каждый изъ миноровъ, получимъ

уст. 79 "... у

* 45. „14 „

т,т,т," ""К, К,

74, 11, 14,15, . 11, 111, 74, 71

—1212” 43” : «............ о
А. ""т, т, т.х., "Еу,у, 4, " "?"""?“9991

24; Ле 31;

гдѣ 2, у, у, могутъ имѣть значенія 1, 2,...п.

Остается преобразовать какимъ-либо образомъ, руковод

ствуясь 5 2, произведеніе, стоящее подъ знакомъ суммы.

Примемъ напр. указатели т, и х, за тѣ указатели перваго

минора, съ которыми мы будемъ обмѣнивать различныеука

затели второго минора; тогда получимъ: ")

55554,1599949. „14) „5) , „

7"т, т, т.х. "Вуду,В, II "В,т,ту, Тim, х,у, К,

(1) „In) . „(п) „In)

”?»-«Тыла т9444494444 г.

(10)

(п) „14) . „(п) „(п)
. I), Т. I, „ —н- I)"Т . .

?»жу?»«л»."?»ы и Разумъ"

(п) „0т1
—Н- II" " „ „ ЛЛ. " „

?»-«я,г?;».

*) Для сокращенія письма во второй части слѣдующаго равенства по

слѣдовательность указателей п, п, п, п. замѣнена символомъ (т.).

354
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Замѣняя затѣмъ въ равенствѣ (9) произведеніе миноровъ

его значеніемъ изъ (10), получимъ:

59. 15 ч. 159.. „L, 19. 9, 11, 199. „144, 4, 555

m, m,n, " "К, В.Г ТК, т.т.,” Тm,li, " "А, т.т., "“Л, Е,

74, 11,14, 145. „14, „14, 72, „72, 74, 71

--443-41 —13, 125- (11)
„та, та, К., ти, т., ти, К, п, К,

74, 71, 74. „Я, Я, „11, 14, 15, .14, 11.

— П””; . 10"!"""" -н- 17177); . 122

m,т.В, " "К,т, " "т,.т. 1,7 "К, т,

На практикѣ для полученія тождествъ подобныхъ (11)

нѣтъ надобности искать разложеній (9), а достаточно ввести

рядъ вспомогательныхъ указателей. Нужно къ каждому сим

волу минора добавить такіе верхніе указатели, чтобы пол

ный рядъ верхнихъ указателей одного символа оказался

тождественнымъ съ полнымъ рядомъ такихъ же указателей

другого, недостающіе же нижніе указатели замѣнить вспо

могательными. Произведь затѣмъ преобразованіе по прави

ламъ 3, 1 или 5 2, нужно переставить вспомогательные ниж

ніе указатели такъ, чтобы они стояли подъ соотвѣтствую

щими имъ верхними указателями, причемъ перестановка

двухъ указателей влечетъ перемѣну знака минора; послѣ

чего они вмѣстѣ съ соотвѣтствующими верхними указателями

отбрасываются.

Примѣръ 1. Для составленія произведенія

55, 599

7, 10, 11,

введемъ вспомогательный указатель х, соотвѣтствующій верх

нему п, получимъ

ля, „утѣ,

r, 2," Трир,"

Принявъ, напримѣръ, х, за постоянный указатель, съ кото

рымъ будемъ обмѣнивать указатели второго минора, пре

образуемъ его по 5 1; получимъ
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99; 149.159.359 „149, 499

7, 9, 10, 11, 17, 20, Т2,р., 12, Тр., 2,

„19 199: „14.599

719, " 1, 27, 179, Тр., 52,

Слѣдовательно

79, 54, 194: „. 514,95 „4, 1, 454, 45. „И

. Д."""? Е. —ДУ""”?.. у? -1- 10"?"?, ру". (15

„1-93--93-1-41-4; 14

Изъ этого тождества между прочимъ слѣдуетъ извѣстная ")

теорема:

17

вать мать дурно, то
4

"... п. „п. „п.п. „п.т

у" злу"- ду?""?); рут""

199.—434.

при произвольныхъ р,, р, и п., или

лу". т""- т". т""ная

19, 10, 11, 11),

Тождество (12) показываетъ, что это же соотношеніе бу

5), 12

детъ имѣть мѣсто, если миноръ 1)?"""-10.

10, 11,

Примѣръ 2. Произведеніе опредѣлителя на его р-ый ми

норъ можетъ быть представлено въ видѣ произведеній Княжъ

и (р-К)-выхъ миноровъ. "

Представимъ напримѣръ произведеніе опредѣлителя на

третій миноръ въ видѣ суммы произведеній первыхъ и вто

рыхъ миноровъ.

Вводя вспомогательные указатели, получимъ

*) V. Schrader. Вeitrage 2ur Тheorie der Determinanten. Нalle, 1887,

рр. 78—79.
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4, 4, 19, „Л. 144, 432

ля, т.т. 2, 2,2,

14, 15, 145. „14, 14, 15, . 5, 14, 15, 19, „14, 11, 14,
72, 73. 74. .72, 72, 12

„руга тата, ругатаго.... ртутата, ругать „руга та та, уста

2, т,. т., " т.2,2, т,2,т,"” т. 2,2, т,т,2," т. 2,2,

„5444.4444. 4444. 4445. „144, 45494

2, 114, 11,"” т.,2,2, "а тѣ, та, " тѣ, 252, 2,1,14, 11, 2,2,

Слѣдовательно

59491 9 р. 55 . 59 "... 1 . 399, 19 1999

m,т., ти, т., ти, т., ти, т.,т. Г т., т,т,

Примѣръ 3. Иногда введеніе вспомогательныхъ указателей

бываетъ излишне. Разсмотримъ напр. произведеніе

4, 4, 1--99, „лѣлъ. . . . и
. уча----444

ти, и,---ти, т. 1, . . . . . „,

Если примемъ какую-либо группу изъ указателей т,... п.,

за тѣ, съ которыми будемъ обмѣнивать различные указатели

изъ ряда г....», то очевидно можно не вводить вспомо

гательныхъ указателей. Возьмемъ напримѣръ въ группу всѣ

руказателей тѣ, тѣ.... т.; тогда получимъ:

59. 19---9-. 199---254.

тала, г. . и, т. 1, . . . 1, 5

--32 (232);37 (255); 2

*" у 1 Д.Р. 3 I ” 1 I I " « 1 ЛЛI I” 1I ” .Т у

п. . . . п., 11),---та, л т.---г., алл.---ти,

т.. .., 17
,""" Вр

гдѣ т...», одно изъ сочетаній по р. изъ элементовъ

r,...г. „, а суммированіе распространяется на всѣ такія

сочетанія. Это тождество даетъ такую теорему:

Если при верхнихъ указателяхъ п. . . . п, и при всякихъ рр

нижнихъ указателяхъ г...», изъ ряда г.. т., имѣетъ1

мѣсто равенство



до""""""". О,

75.---75,

7740 44414

"": "г. о,

па---ти,

гдѣ т,... т., произвольныя числа изъ ряда 1, 2... п, или

55---4

7", „ „ „ 1"

и 4-В.
—vль

р.-н-К

гдѣ п.„,..п., а произвольныя числа того же ряда.



ОВЪ 9лктноститипикской энергіи.

Евг. В. В. Голицына.

Въ недавно появившейся статьѣ проф. П. А. Некрасова,

озаглавленной «Термодинамика и Электричество» "), приве

дено на стр. 32 (формула 33) интересное обобщенное вы

раженіе электростатической энергіи ИТ плоскаго конденса

тора для того случая, когда не дѣлается гипотезы, что діа

лектрическая постоянная К. среды не зависитъ отъ квадрата

СИЛЫ. IIОДЯ.

Формула проф. Некрасова имѣетъ слѣдующій видъ:

ту (”. „.... дѣ

въ Діа-4254 а

(!)

гдѣ г есть объемъ конденсатора, а 6—квадратъ силы

IIОЛЯ.

Хотя фактъ зависимости діэлектрической постоянной отъ

силы поля, представляющійся для сильныхъ полей и весьма

вѣроятнымъ, не былъ еще до сихъ поръ опытнымъ путемъ

установленъ съ полною достовѣрностью, тѣмъ не менѣе

обобщенія, подобныя вышеуказанному, представляютъ суще

") Ученыя Записки Имп. Московскаго Университета, отдѣлъ физ.-матея.,

выпускъ 11.
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ственный интересъ, такъ какъ въ аналогичныхъ явленіяхъ

магнитизма случаи зависимости магнитной проницаемости

отъ силы поля являются для нѣкоторыхъ тѣлъ хорошо про

вѣренными и установленными.

Формула (1), относящаяся къ случаю однороднаго діэлек

трика и однороднаго поля, была выведена проф. Некрасо

вымъ, опираясь на извѣстныя соотношенія между электри

ческой массой М, потенціаломъ ф и силой поля Едля слу

чая плоскаго конденсатора, каковыя соотношенія, какъ не

трудно въ томъ убѣдиться, повторяя извѣстный выводъ

формулъ плоскаго конденсатора (исходя изъ основнаго урав

ненія Лапласа 4-ю), сохраняютъ свою силу и для того

случая, когда К само зависитъ отъ квадрата силы электри

ЧеСКАРО IIОЛЯ.

Формула (1) представляетъ однако лишь частный случай

болѣе общей формулы для электростатической энергіи. И

нѣкотораго объема и, причемъ эта послѣдняя формула, со

держащая четырехъ-кратный интегралъ, свободна уже отъ

всякихъ ограниченій относительно однородности діэлектрика

и поля. Это обобщенное выраженіе можно получить изъ

звѣстнаго основнаго уравненія электростатики, которое свя

зываетъ значеніе потенціальной функціи и объемной плот

ности электричества въ даннойточкѣ. Разсмотрѣніемъ именно

случая объемнаго распредѣленія электричества я и ограничу

свое изслѣдованіе.

Взявъ прямоугольную систему координатъ х, у, z и обозна

чивъ чрезъ 3 значеніе потенціальной функціи, в объемной

плотности электричества и К діэлектрической постоянной въ

данной точкѣ х, у, г, мы будемъ имѣть:

— 41,144, 11, 454, 41, 444 ,,

Если мы предположимъ, что въ каждой единицѣ объема т

масса электричества увеличилась на безконечно-малый при

датокъ дe, то работа внѣшнихъ силъ, которую нужноприэтомъ



— 600 —

затратить, представится суммой выраженій вида dхdуda gde,

распространенной на весь данный объемъ г. Эта работа

представляетъ однако съ другой стороны не что иное, какъ

приращеніе электростатической энергіи Т.

Слѣдовательно

4и. — [14 «уда. 54.

1)

Для той же самой точки пространства приращеніе, кото

рое мы сообщаемъ массѣ е, зависитъ совершенно отъ на

шего произвола. Такъ какъ мы имѣемъ дѣло съ консерватив

ной системой, то рѣшительно все равно, какимъ именно

образомъ мы приводимъ эту систему въ ея конечное состоя

ніе, лишь бы только основные элементы, которые характе

ризуютъ окончательное состояніе поля и которые я буду

впредь обозначать тѣми же буквами, но со значкомъ 1 внизу,

а именно е,, ф., Е" "), К, "), имѣли во всѣхъ этихъ слу

чаяхъ то же самое конечное численное значеніе.

Мы можемъ слѣдовательно считать эти величины е, 5, Е

и К функціями координатъ и еще нѣкотораго другаго совер

шенно произвольнаго параметра 1, причемъ видъэтихъ функ

цій можно безъ труда подобрать такъ, чтобы при 1—6 ве

личины эти принимали свои окончательныя значенія е, 5,,

Е” и К, а при 1а а все пространство находилось бы въ

нейтральномъ состояніи.

На основаніи этого замѣчанія мы можемъ написать:

1)

въ 111441644, а

""!" "А

*) Р. сила поля.

**) Здѣсь предполагается, что само К зависитъ отъ силы поля Е.
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Таково совершенно общее выраженіе электростатической

энергіи *), свободное отъ вышеуказанныхъ ограниченій.

Попробуемъ теперь его развить.

Изъ уравненія (2) находимъ непосредственно:

I д. 1 д., даУ1 I I д. 1 д."ту др

11441191-444. 413)

-а-а!

Замѣтимъ при этомъ, что

4147, 441. 41. 41, 4441. 45. 41,5

4444451-41-449)-Е-543)

Опредѣленный интегралъ

1)

дe

О

можно представить суммою трехъ членовъ Е.-в.-Е, гдѣ

бы т. е. о «Г

4-415 Д4314-1-41-42)
4-413 (491-5-41-42) и «

а " а

при чемъ Е, и В, получаются отсюда чрезъ круговую пере

становку.

Обозначивъ проэкціи электрической силы Е въ данной

точкѣ на оси координатъ чрезъ Х, 1, 2,мы будемъ имѣть:

Преобразуя затѣмъ первый интегралъ въ выраженіи Е„въ

предположеніи, что діэлектрическая постоянная К, зависящая

*)Для случая объемнаго распредѣленія электричества.
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отъ плотности матеріальнаго діэлектрика, зависитъ еще и

отъ величины силы электрическаго поля Е, находимъ:

1)1) Б 1)

1 (99 41945. III, 3-945, .1. (";-49, 49

IIIС О

Положивъ еще для краткости:

1)

4-1-449)». «

С

причемъ 4, и 4, получаются отсюда чрезъ круговую пере

становку, находимъ слѣдующее выраженіе искомаго опредѣ

леннаго интеграла:

15 Н

” да „. . . . 1 Т. У..дх „дГ .. д

[434--4-5-1-114 (59-64-23)а -

О. (1 я

”. . .» «ь., т. е. и1 I, „, . „, ,, 4, 45. 49, 1 (14. . 94, 1. 94,

го

Обозначая квадратъ силы поля чрезъ 45, имѣемъ:

Х94-179-4-294. Рett,

49. 94.9, 549.9 39

55- т"—45: "!"? —45 т а

” «.... Я ..... мы. -ч. «.. «"„Ч?... А [1 д., 459. 119.А119. 94.... 25

О (4

Замѣняя въ послѣднемъ интегралѣ, въ который входитъ

615

тона 4, пнетроніе по и соотвѣтст
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интегрированіемъ по 15, при чемъ 1), при измѣненіи 1 отъ а до

b, само мѣняется въ предѣлахъ отъ О до 45, находимъ окон

чате„ДЬIIО;

1) „InАа41

”.4 л. 4 П. ..... 42 Л. 1 149. 1, 44, 44,
— d1—— 1 1 К —4—2157-1- 1115——15-1-32-t-1-49-4—4499.

434--414-465ю-49-5-21

а О

Слѣдовательно:

1994,

и на [11444 (1-456-й. «

5- д - ту

щ. 1 III”... ...„. 194. . 44, 1, 99

т.-4111ильна. 193-1-12), а

17

Таково, пока довольно сложное, выраженіе электростати

ческой энергіи данной системы; но выраженіе это въ дѣй

ствительности крайне упрощается, такъ какъ на самомъдѣлѣ

оказывается, что Каб.

гдѣ

Эту послѣднюю функцію можно представить въ слѣдую

щемъ видѣ:

1

кн—5 49.--4-4), въ

ц. III” 44,

кн. 11 1и44,

17

а В, и В, получаются отсюда чрезъ круговую перестановку.

гдѣ

Представимъ себѣ нѣкоторую поверхность В, охватываю

щую со всѣхъ сторонъ данный нашъ объемъ и и преобра

зуемъ объемный интегралъ Е, въ интегралъ по поверхности

8. Обозначая чрезъ п направленіе внѣшней нормали, легко

видѣть, что
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в.-1115 та-14.«я о

гдѣ 1 долженъ быть распространенъ на всѣ элементы по

X.

верхности Б.

Это преобразованіе предполагаетъ однако, что функціяф.

въ предѣлахъ интегрированія остается конечной и непре

рывной, что въ нашемъслучаѣ дѣйствительно и имѣетъ мѣсто,

такъ какъ мы ограничиваемся разсмотрѣніемъ случая объем

наго распредѣленія электричества, когда потенціальнаяфунк

ція и ея первыя производныя остаются всегда конечными и

непрерывными; при этомъ и самый діэлектрикъ предпола

гается у насъ непрерывнымъ, хотя и не однороднымъ. Что

же касается діэлектрической постоянной К, то мы, само со

боюразумѣется, считаемъ еенепрерывной функціей силы поля.

Для того, чтобы проще всего опредѣлить 4, предполо

жимъ, что

544 р.,.

ЕщК, 164-115,, а;-О и bel.

Тогда

Мы имѣемъ полное право это полагать, такъ какъ имѣемъ

дѣло съ консервативной системой.

Обращаясь къ формулѣ (5), находимъ:

1 1

„ Г, „ У11, 254); „.... 45. 11999

4-1444494—451994

(!) () ""
4.

Обозначая величину послѣдняго опредѣленнаго интеграла

чрезъ А, имѣемъ:

1 1

л- [394-1-144

() . О

или, обозначая чрезъ к нѣкоторое среднее значеніе К,



Слѣдовательно

Отсюда на основаніи формулъ (8) и (9) находимъ:

— — 1 Гл. 19 л. 5. . 9 г. 14

ян-514, 15 чет-15 т.-9; тт. 144

XI

1 (", „ Фа.

У

Функція Е приводится такимъ образомъ къ весьма простому

виду.

Мы можемъ теперь, слѣдуя хорошо извѣстному пріему *),

предположить, что поверхность 5, принимая сферическую

форму и постепенно расширяясь, удаляется въ безконеч

ность. Приведенныя формулы сохраняютъ при этомъ свою

полную силу, при чемъ, обозначая радіусъ сферы чрезъ то,

легко видѣть, что ф, у поверхности В будетъ безконечно

1 др, 1

мя печь пошла — 13—топить?... поверхность

же шара безконечно-большая величина порядка к". Теперь,

если только К. въ безконечности сохраняетъ конечное значе

ніе, что мы а рriori обязаны допустить, то вышеприведен

ный интегралъ всегда будетъ равенъ нулю.

Итакъ Каво, а слѣдовательно

5,

и. 4111ильна. 14-1554ь до

-511444-15-1651», «о

му (")

*) См. напр. Вollemann, Vorlesungen tiber Махмel's Тheorie der Еlek

tricitat und des Lichtes. Вd. 1. р. 108. 1891.

Маscart et loubert Legons sur l'électricité et le magnétisme.Т. 1. р. 110, 1882.
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Таково окончательное обобщенное выраженіе электроста

тической энергіи, свободное отъ ограниченій относительно

однородности діэлектрика и поля и независимости К. отъ

силы электрическаго поля.

dit

вы«т» «д-« «т»«т»

общеупотребительную формулу электростатической энергіи

1 ("" "

ины[14«а

47

Если же, допуская зависимость К. отъ 15, будемъ считать ді

электрикъ и поле однородными, то формула (10) воспро

изведетъ формулу (1) проф. Некрасова, полученную примѣ

нительно къ важному при изученіи теоріи электростатиче

скихъ явленій случаю плоскаго конденсатора.

С.-Петербургъ. 5 апрѣля 1894 года.



(!) Н1510]IV)РЬIXIЪ ()()ТН0IIIIIIIIIIIIXI. III. IIIIОРIII

ОДЕЕДѣЛЕННЫХЪ ИНТЕТРАДОВЪ.

II. IТиффа.

Въ теоріи опредѣленныхъ интеграловъ, какъ кратныхъ,

такъ и одиночныхъ, имѣется цѣлый рядъ теоремъ, стоящихъ,

повидимому, совершенно особнякомъ; формулы, выражающія

эти теоремы, выводятся, обыкновенно, каждая отдѣльно, не

зависимо отъ другихъ, такъ что можно подумать, что каж

дая такая теорема выражаетъ собою новое свойство опре

дѣленнаго интеграла, не заключающееся въ другихъ тео

ремахъ.

Въ настоящей статьѣ мы имѣемъ въ виду показать, что

всѣ извѣстныя соотношенія между интегралами, распростра

ненными на область и интегралами, распространенными на

границу области, а также многія другія общія соотношенія,

вытекаютъ изъ одного общаго принципа, изъ котораго, въ

частномъ случаѣ, получаются также многія изъ извѣстныхъ

теоремъ, относящіяся къ одиночнымъ опредѣленнымъ инте

граламъ.

Необходимо замѣтить, что попытка синтеза теоремъ, отно

сящихся къ опредѣленнымъ интеграламъ, формуламъ квадра

туръ и формуламъ для интерполированія, сдѣлана впервые

покойнымъ профессоромъ Московскаго Университета А. Ю.

Давидовымъ. На VП съѣздѣ Естествоиспытателей въ С.-Пе

тербургѣ А. Ю. Давидовъ вывелъ одно соотношеніе, которое

дало возможность связать нѣсколько отдѣльныхъ теоремъ.

Работа эта была напечатана въ трудахъ означеннаго съѣзда

и, затѣмъ, въ болѣе развитомъ видѣ, въ 1881 г. въ Мате

т. хуп. выи. 1у. 39
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матическомъ Сбориикѣ, издаваемомъ Московскимъ Матема

тическимъ Обществомъ, подъ заглавіемъ, «Объ одной общей

формулѣ въ теоріи опредѣленныхъ интеграловъ». Работа эта

напечатана также въ журналѣ Резаля подъ заглавіемъ: «Sur

une formule généralе des integrales definies». (t.VІП 1882.

р. 389). "

Первое соотношеніе, полученное А. Ю. Давидовымъ, есть

ни что иное, какъ извѣстная формула Лагранжа для интер

полированія безъ остаточнаго члена; второеже соотношеніе

получается изъ перваго интегрированіемъ обѣихъ частейра

венства, выражающаго первое соотношеніе, какъэто вообще

дѣлается при переходѣ отъ формулъ для интерполированія

къ формуламъ квадратуръ.

Надо отдать полную справедливость покойному А.Ю.Да

видову, что онъ первый обратилъ вниманіе на синтезъ от

дѣльныхъ теоремъ и что, исходя изъ вышесказанной фор

мулы Лагранжа для интерполированія, онъсъ замѣчательнымъ

искуствомъ дѣйствительно выводитъ цѣлый рядъ извѣстныхъ

весьма важныхъ теоремъ, каковы: интегралъ Коши, формула

Фурье, формула Куммера, интегралъ Пуассона, формула ква

дратуръ Гаусса и др.; но намъ кажется, что формула Ла

гранжа ненастолько общна, чтобы служить исходною точкою

болѣе полнаго синтеза; для этой цѣли, какъ мы это уви

димъ, значительно лучше принять за исходную точку выше

сказанное соотношеніе между интеграломъ, распространен

нымъ на всю область и интераломъ, распространеннымъ на

границу области.

Въ этой статьѣ мы, конечно, не имѣли въ виду излагать

всѣ извѣстные способы приведенія кратныхъ интеграловъ;

способы эти, а равно какъ главнѣйшія ихъ приложенія, изло

жены въ прекрасной книгѣ Н. Н. Зинина, подъ заглавіемъ:

«Различные пріемы приведенія кратныхъ интеграловъ и глав

нѣйшія приложенія этихъ пріемовъ». (Варшава. 1892 г.), гдѣ

также помѣщены богатыя литературныя указанія по различ

нымъ вопросамъ, касающимся этого ученія.Точно также не

выводимъ здѣсь тѣ формулы, которыя выведены въ вышеска
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занномъ сочиненіи А. Ю. Давидова, и обращаемъ вниманіе

только на тѣ формулы, которыя въ этомъ сочиненіи не имѣ

ются; впрочемъ многія изъ формулъ, встрѣчающихся въ со

чиненіи А. Ю. Давидова, выведены нами изъ теоремыГрина

въ засѣданіи С.-Петербургскаго Математическаго Общества

16 сентября 1891 года.

ГЛАВА I.

Соотношенія между интегралами, распространенными на область

и интегралами, раепространенными на границу области.

5 1. Опредѣл енiя *).

Въ настоящей статьѣ мы будемъ придерживаться ниже

слѣдующихъ опредѣленій:

Точкою называется система частныхъ значеній перемѣн

ныхъ независимыхъ: х;„. . . х.; перемѣнныя эти называются

координатами точки.

Отклоненіемъ точки р отъ точки р будемъ называть сумму

абсолютныхъ значеній разностей координатъ этихъ точекъ, т.-е.

рр”а Iа,–х,"I-t-Iх,–27,1-t-...-н-Iх,–х„1

Положимъ, что имѣемъ рядъ точекъ:

р. 44, 1, . а.)

р, 9447,, „...а?.)

р„заtа,",... а.")

и допустимъ, что съ безграничнымъ возрастаніемъ числа т

— отклоненіе: рр., можетъ быть сдѣлано менѣе всякой за

ранѣе заданной произвольно-малой величины а, то точка р

называетсяпредѣльною точкою разсматриваемаго ряда точекъ.

*) См. Jordan С. Сours d'analуse de l'Есolé рolуtéchniquе. 2-me édi

tion, t. 1 Рaris. 1892.

394
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Совокупностью–называется собраніе точекъ въ конечномъ

или безконечномъ числѣ; при чемъ измѣреніемъ совокупно

сти называется число независимыхъ координатъ, служащихъ

для опредѣленія любой изъ ея точекъ.

Представимъ себѣ въ нѣкоторой совокупности Ерядъто

чекъ, которыхъ предѣльная точка есть р, затѣмъ другой

рядъ точекъ съ предѣльною точкою у и т. д. Всѣ эти пре

дѣльныя точки образуютъ новую совокупность Е", которая

называется производною совокупности Е. Точки производной

могутъ заключаться въ первоначальной совокупности и мо

гутъ въ ней не заключаться.

Совершенною совокупностью–называется совокупность, за

ключающая въ себѣ всѣ точки производной. Легко доказать,

что производная нѣкоторой совокупности–есть совершенная

совокупность,

Всевозможныя точки, по отношенію къ данной совокуп

ности Е, могутъ быть раздѣлены на двѣ категоріи: однѣ —

заключающіеся въ совокупности Е, другія—въ ней незаклю

чающіеся. Послѣднія образуютъ новую совокупностл Е,—

которая называется дополнительною совокупностью.

По отношенію къ совокупности Е и ея дополнительной

Е, всѣ точки раздѣляются на три категоріи: 1) Точки, за

ключающіяся въ Е, но не заключающіяся въ Е" (производ

ной Е);эти точки называются внутренними точками совокуп

ности Е (внѣшними совокупности Е); 2) Точки, заключаю

щіеся въ Е, и не заключающіяся въ Е" (производной Е

—точки внѣшнія относительно Е и внутреннія относительно

Е,; и 3) Точки, заключающіяся одновременно въ Е и въ

Е” или въ Е, и въ Е; эти точки образуютъ границу сово

купностей Е и Е.

Легко доказать, что эта граница существуетъ и что она

образуетъ совершенную совокупность.

Совершенная совокупность, заключающая въ себѣ внутрен

нія точки–называется областью.

Положимъ, что у насъ имѣется нѣкоторая функція:
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409,---з5),

По отношенію къ этой функціи всевозможныя точки мо

гутъ быть раздѣлены на двѣ слѣдующія категоріи: однѣ,—

для которыхъ Г, «б0 и другія,–для которыхъ Г, с. О; обѣэти

катогоріи точекъ образуютъ двѣ, дополняющія другъ другу,

совокупности; границу ихъ образуютъ точки, для которыхъ

Г,–0. Эту границу будемъ называть границею перваго рода

ули просто границею области Б,«о О.

Положимъ, далѣе, что у насъ имѣется функція:

404---з5).

По отношенію къ этой функціи всѣ точки границыП,-0

образуютъ двѣ, взаимнодополнительныя совокупности: Г, со О

и Б, С.-0, которыхъ границу составятъ точки, координаты

которыхъ удовлетворяютъ условію: 1,440. Эту границу бу

демъ называть границею второго рода. Точки границы вто

раго рода, по отношеоію къ функціи Г,, опять образуютъ

двѣ области: Г, «сО и 12-О съ границею третьяго рода:

Г. —О и т. д.

Элементомъ области будемъ называть положительное зна

ченіе опредѣлителя:

ан-IТI (1)

при чемъ предполагается, что область опредѣляется усло

віемъ Г, с.О или 12-О, во всемъ послѣдующемъ будемъ

предполагать, что область опредѣляется условіемъ Г, «б0.

Составляющими элемента границы перваго рода будемъ

называть коэффиціенты при разложеніи опредѣлителя ду по

элементамъ первой строки, т. е.
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49---44- 495;----44, 15–12. . а

--- Г-1191 1

494—1771............................ 1 5

44.---444. 4445.---449
тп л ,

а элементомъ границы перваго рода будемъ называть выра

женіе: «

ds"!--у ds,”-н-...-t-ds„”. (3)12

Изъ равенства:

Д(2,5. . . 2.)-40.

имѣемъ

94 „ . . . 44, 1, . . 44

554-------544.---54.

44. „. . . . 445. 4 . „L. 44

544---514.—514.

Откуда, опредѣляя величины:

414, 44,

дх, """" " дх., "

получаемъ

дГ, „, дП,

4. 5--45

дL. . дГ.

ds. --52–чаs........ 44

» 4.—- ае, "

IIIIIII

44-5---56-57. «

алга; —гу,— я, "

да,Г да, да,

гдѣ

вы (99---254. «
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поэтому, полагая:

41 дГ. . . . . .»

«--554-55-- 64

будемъ имѣть:

(7)

***с,”-н-...-н-с„141

Составляющими элемента границы второго рода будемъ

называть коэффиціенты при разложеніи опредѣлителя Фи по

минорамъ

*117
d„х, d.х. 1 1В1,. . . и

"Т.-е.

145. 45. 45.445-444.-49.

ds95—(—1)""”“ "I....... . . . . . . . . . . .--------------

4544.-144.-44-44-449

элементомъ границы второго рода будемъ называть выра

женіе:

4.у11. 4--15--4

«Уже, 233 «.

it

Изъ уравненій:

1, (х,. . . 2.) Ч99

11, 12,,, „...2.)–9

имѣемъ:

944 ---49-64-49-44.-

5-------- .------ - ае. ----

94 „ . . 44, л. . . 445 . . —

-54.-154.---344.—

дГ, „, . . 414

—1294-354]
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9444. — 5-я», -5

ад, """" "" "?“ " а. """- " я».

9-44.-49-й и - -9944

43----I--- ---- а;--«—

дL, „, . , д4,

4.а,--. . .—

—4
d.х.,------д.2,--...-н

Откуда, опредѣляя величины

д1, дП,

4579 г. 373,,г у

получаемъ:

д1, . дГ, „, дП,

«да-а?-«— 54,

И ТОЧЕО Талаее:

9II. 495

да, Тда,

Изъ этихъ двухъ равенствъ имѣемъ:

445

45---514. — 55

ds.— 574дв,,,

44--4. „А.- - 24- 499 "

«для голодаго разгадала Т9. „

давай! да,, 2) да, да!) да, да!

гдѣ

**мы-_____

„А VIII, 14)I” [4991, т

я чл?1351 (23)

41:

откуда получаемъ:

ds,–-1-443-444 ds!". (10)

9—1457

Полагая, далѣе,

*) Во всемъ послѣдующемъ мы обозначаемъ дифференціальный опредѣ

литель или Якобіанъ слѣдующимъ образомъ:

944казала:

44. . . 4) "
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—555(23)«-- 59994(232) ш

будемъ имѣть:

«--------34

11;

--- "у; (14)

55- Iit

Точно такимъ же образомъ мы, по аналогіи, получаемъ

понятіе о составляющихъ элемента границы третьяго, чет

вертаго и т. д. родовъ, т. е. обозначая черезъ дв.,—со

ставляющую элемента ds” границы т-го рода и полагая

ее равною коэффиціенту при разложеніи опредѣлителя дл

по минорамъ, составленнымъ изъ т первыхъ строкъ и т.

столбцовъ (изъ столбцовъ; стоящихъ на мѣстахъ: 1, 1, . . . 1),

IIII. IIIIОСЕДЕМЪ IIIIОДОСЕЛИТЬ.

лу.... . 195V,2

ds"!–у Ваs”.

44.4

Принимая во вниманіе равенства:

1,— О, 1, 530;. . .150,774

получимъ:

1 д01,,, „. 1.)
. .e als"!—"СДа?

«....ѣ-----254 че

гдѣ

II- V. У"I ССLlllД42 I (14

„--VIIIIIIIIIIIII” и

Лi. . 1

II

ds!"— 2, с. de,, (16)

4..?

гдѣ

„,, „.....444сlа) 1 44.---9

?""А. 465.345. 11-4---51 5

ХIст. 4-1 I I "". "

ti... 1 """” I 141, . . . п
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5 2. Объ одной формулѣ для преобразованія опредѣлителя.

При выводы формулы для замѣны перемѣнныхъ въвыраженіи

элемента: области придется пользоваться слѣдующеюформулою:

9. ---444. 44. —--45

"""”..“""Гр.-t-1 1-------------------

О.. . . .О

"""""""! I94. ---444. 44.---44, 1.

1 I - - - - ------ - - - ------ - -

9и---99 1 1 .............. ......

93ра- - -99494,44 ---95;

45--444. 44 1 1 46---44, 1 I

--------------1 I 4--4445

«--------! --

*I -- - - ------ - - ------ - - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

4---444. 4445. I I 4. - --44. а,

954---95, 444 I 1 95 ---95ѣ 45 1 I

Эта формула можетъ быть выведена слѣдующимъ образомъ:

Пусть:

4, 45---44---4),
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помножить первую строку на 4-39 и прибитъ кото
1 II

то, помножить тамъ теплѣ стула:—"Чипомъ
1 II

къ третьей и т. д. будемъ имѣть:

4. 4: 1 14, 4. I 14, 44,

4, 4. I 14. «. ГТ4, 4,

9II. 49 I I О, О,5 I I О, Ф.,

.1.144-114 ч. Та-I „

Т9Г"Т ............................

94, 95 I I 9, 4. I 19, 19,

4. 4119, т. Г14, 411

Обозначая элементы новаго опредѣлителя черезъ Б., мы

на основаніи равенства (а), получаемъ:

4, 4. I 14, 4-- 1 I

4 ч. Тол

«-I ---------------------------- II-а «

4, 4. I 141, 4. „

4, 4-5 ГГР- 4-49

но полагая въ равенствѣ (b) ра-3, имѣемъ:

945 О, С1,

1 I 4. 44

С.. О,. О.. 1:еса—
5 4 ч955 газ

94 I ѣ, Б,

О, С1.О,

и точно также всѣ элементы новаго опредѣлителя выразятся
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въ опредѣлителяхъ третьяго порядка; подставивъ поэтому въ

равенство (b), получимъ:

9, 4, 59, 1 I 4. Ф. 145

44. 45, 4 I. . . . 14, 44, 455

4, 454, 1 195, 435, 45,

д., д. IР-—9

А I”?”" """ 1 — I ........................ 1. (с)

95 О,

4, 4, 4. I 19, 43, 54,

41 Ф.Ф.I. . . . 14, 44, 455

949495ъ 1 149445

Обозначивъ элементы новаго опредѣлителя черезъ с., мы,

на основаніи равенства (а), можемъ написать:

94 и 95 I I 94. 94,5-е

Чи---95,5—1 I . I 1 Ф. Ф. I 1 с., Ф.,

щ. 1

- - - - - - - - - - - - - - - - 1— I—7ста 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . - - - - - -

с,,?

95–на---95-я, 5-11 III 51 I I 1 Чар

95—1495-441 95–149-глу

Но полагая въ равенствѣ (с) р;4, имѣемъ:

О, Ф., О,, О,,

а, а, 1 I94 Ча 94, 95

9595

94194

9 1945
95. О. О. О,

94, 95 О. О,

и точно также выразятся всѣ элементы новаго опредѣлитель

въ опредѣлителяхъ четвертаго порядка, подставивъ, поэтому,

въ (с), будемъ имѣть:
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4, 454, 4.I 141, 454,455

” 1 I 454, 454, 1 144444445

4444.Г144445

4. 4445 Г" 1 1а, а... а... а... l lа, а... а... а... l

4, 44, 45, 1 99—1 . . . . .----------------------

а, а,а, 1 I I94444. 4445. I I9444445]

4, 44, 45,4 I I9444445

4. 444.Г144445

44949495; 1 . 14949494

Продолжая такимъ же образомъ и дальше, мы получимъ

вышесказанную формулу (1), предполагая которую справед

ливою для нѣкотораго числа Е, легко будетъ, по только что

указанному пріему, доказать справедливость ея и для Е-t-1.

5 3. Замѣша перемѣнныхъ въ выраженіи для элемента области.

Рѣшимъ слѣдующую задачу: имѣемъ двѣ системы пере

мѣнныхъ:

255 24. - - 25

944 Уни- - - 14. 91.445--- Урь

связанныхъ уравненіями:

Да (2, 3, 45, 44--- 5)— О

102,--- 25, 44--. 15).--О 15

требуется выразить элементъ области:

42, - . . 42,

du-1 . . . . . . . . . . .

45 . . . 442,
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въ новыхъ перемѣнныхъ, считая независимыми перемѣнными:

У1. 95- - - Л, - -

Для этого продифференцируемъ равенства (1), тогда бу

демъ имѣть:

945 . . . . 44. д. „L. 1914. . . . . 4

24---54--154---54)

------------------------------- . . . . . . . (В4-1,, ..п.)) (2)

дГ, „ . . дП. , Гд1. „ д1

994-394-144--54.1

Исключая изъ этихъ уравненій 42,...dа, получаемъ:

дГ, „гдL, „ дП
Е4— П. 3-54. — . . . — Т) С1

(45—443--44944.

41. „, дГ, „ дГ.
449— П. 554— .- Т) 2114 . —

-(45—443--44944

у—п-t-1, п.-н-2,.... р.

гдѣ

„L4944--44).

4-55-53

лан-! 644-354. а;--945494

(2,--..х.) """""” да;”.251

Замѣчая, что

Въ „L т. 24. Д. п. 94....44, 45.---Л.)
104-59— 10, 54—. . .—Л. 144-179592.524Вul

ду, "ду, "" "" ду"т49.55757

мнѣ для опредѣленіи 44, 45, 44,,,,„ду, получаемъ слѣ

дующія уравненія:

994444сli

49. „14---з5.

—[49494949---25444445]ду, 4”?”"""""?);75гг.)

44. Да.... Д

4.---15555554--9944---з5.
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— п-t-1, . . . р.; В— 1, 2. . . п.

Принимая во вниманіе вспомогательную формулу(1)предъи

дущаго параграфа, мы легко убѣждаемся, что опредѣлитель,

составленный изъ коэффиціентовъ при дву, „,... ду„, прини

маетъ слѣдующій видъ:

9444445

ду...”а,” 2.)" """ "да."?”?”

_, 4, 5, 4, я въ « я е в с е м е в «о «в о «е въ «ь «ь «о « ч» «ь « ч» пь е в е е в а и

……… « ч» е в е. 4 а м е н е в е. 4 « ч» 9 4 4 « е е н ь е в е. 4 4: 4

94444454) 59454ысѣ,

49. „14---з5) ""” 44, 4---з5)

4014,-I. . 14)

а тогда изъ послѣднихъ уравненій получаемъ:

9444445]

45---24, 4.14---44)

„94садѣ!

994-94, 44, 45, 44-45)

401,---у.)

9949---254. 44454---4),

44.„

dу,--. . .-н

… а ч е в е. 4 4 ф а не е е ва, О ф о е е с е е с е е щь о 4

44454]

9949---254. 44---95)

445544)
—55—344-517—-ду,-н-.. .

загад.;д.)”99г

4445-44)
—4——--—4—4—

9994---444. 4445-49.)

44.

Подставивъ найденныя выраженія въ первыя п изъ урав

неній (2), получимъ:
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„LДессе?»?

424---з5, 4, 5---95)

—1599599-55, 57—44---з5, 4, 5---4)" Фи

445 . . . 445 . V.

(994---54)

щ.ш94сѣщ. 199:

45---24, 459.---4) "Фи...„

Массѣщ24

445---25---4. „---15--4) Фи Iва

--1599599-55.44---з5, 4, 5-- 4) Фи.

44ассѣйшщ.245

9994---95, 9. 14---45-4, 4.) Изъ

(i— 1, 2,... п; Ва 1, 2,, „.. п),

14.

IIIII

94--4

да,

- . 1

59444—43 (5 44.--........ 44.) (4)

(1441,2. . п., Ка-1,... п)

гдѣ черезъ 4, мы обозначили коеффиціенты при ду,...dы,

въ предыдущемъ равенствѣ, а

дДа,--...1)
Ааа!——-44------44—-„

9949---254.,---44)

Составивъ опредѣлители изъ первыхъ и вторыхъ частей

полученныхъ равенствъ (а), принимая приэтомъ во вниманіе

теорему объ умноженіи опредѣлителей, будемъ имѣть:
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А.----А.

т.-–г841 ............ 14, до

4. -- -4.

гдѣ:

44.-----44.

4449 1 . . . . . . . . . . . .

44.----44.

Опредѣлитель, входящій въ равенство (3) можетъ быть

преобразованъ на основаніи формулы (1) предъидущаго пара

графа, именно:

-----А.

.............. 14, дол-1994444

909,--- . . . 1)?

и, такимъ образомъ, окончательно получаемъ:

«---т. 19--53; 59959-5, а44----4)” 44---з5 ч.-

54. Частные случаи формулы(3) предъидущаго параграфа. Фор

мула Кронекера и аналогичныя ей формулы.

Полученная нами въ предъидущемъ параграфѣ формула (3)

довольно общна; она можетъ служить для полученія многихъ

весьма примѣчательныхъ соотношеній.

Полагая: рап, получаемъ извѣстную формулу:

L, „, 44----449

«--тара-3455555

944-345)
1475 Т9Г92112211

Вышесказанная формула моя г таке служитьдля выра

женія элемента границы какого у.... о рода въ новыхъ пере

мѣнныхъ.

Пусть напр. дано:

т. хуп, вып. гу. 40



2.—4. (у.... п.)—О у (1)

Да,--. . . . 2.) —

4, (у,. . . . . . у.)-40 1,

гдѣ функція 7, получается изъ функціи Г,, замѣною пере

мѣнныхъ 2,,, „...2, перемѣнными: у.,. . .у„.

Подставивъ въ формулу (3) предъидущаго параграфа п-1

вмѣсто п, отдѣливъ первыя п-1 изъ уравненій (1) и при

соединивъ къ нимъ уравненіе: Л,–0, получимъ:

4, 44,

ду, """""" "” ду.

24 .......... 25. 14.

45-1-1)“—- I 9 """""""" Р. I 27

-------------- 1 4.

49.-„ Ф„,

ду, """" ду,

гдѣ ds,—составляющая элемента прежней границы, а dа.—

составтяющая элемента новой границы.

Полагая

IIIII —т (141.-.п.,

— „у (99, Л? . . 14,9”

т.-у (55)---(4)

и принимая во вниманіе (9 1), что:

гдѣ

1 13).

dаgа: 4-1-4 da?! (К—1, . . . и

4-554: «--4. «

ds"— с, ds,--. . .-н-с„ds.;599944 -
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1 дГ, „,

«-- 534 (ч. 1...»
4 чччу

дГ, V” . . (дГ.У”

я-у (55)---(4)

получаемъ:

о 4............... 1 142 ..... 23

"""”“ "" "" 1 I "ду, "?“ ду,

«3--31 ва. 4

" ") а 4 г. чь.401

994—[?""" "”"""" "”"I de194-—I - - - - ------ - - - 135

«---т. 14-----------------55

45-421 145. 4.

9 "Ч! I 1557---5

Формула эта дана безъ доказательства Кронекеромъ; дока

зательство ея впервые дано А. В. Васильевымъ *).

Положимъ далѣе, что намъ дано:

а,—4,(у,... у„1440 I

е о е е с е е с е е л ь на «ь не во Ф ее

2.—4.0у,... у.)-40

14 (2,. . . . . . . 2.)— О У (2)

404, 5. . . . . . . 439-40

405---. . . . . у.)— О

405-------у.).-О 1,

*) Васильевъ. Теорія отдѣленія корней системъ алгебраическихъ уравне

ній. Казань 1884 г.

4уч
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гдѣ 7, и 7, получаются изъ Г, и Д, замѣною перемѣнныхъ

х,...2.—перемѣнными: у,. . . 1),

Отбирая изъ уравненій (2) первыя пи-2, и присоединяя

къ нимъ уравненія: 7,–0 и 2,4 О, мы изъ формулы (3)

предъидущаго параграфа получаемъ:

дл., д., I

ду" """" ду,

д., дл,

ду, ""”“ ду; I

„1 4.... 5 1-9999

"ГI 4. """” 4. I 1 д., да,

............... 1 194- 499

4.-„ 44.-„ 1 I 49, 495

актѣ." 1 1 546. 1,

гдѣ мы., „-составляющая элемента прежней границы вто

рого рода, а dа..., „—составляющая элемента новой грани

второго рода.

Принимая во вниманіе равенства (9 1):

. 4994(1514)

99Г9, Т494444. 4441,...»

Л. 221 555

99Г а, ду, у.)

. v. . . , „, мл. „. 14941)--- и

«--254. «--554 (27)

41; 14

ds

dа

гдѣ _____________

—АДу144445)I”

жалу.II9491

ilt

— «Ду1 окт., т. 11

«У91551

4



„3 294444

4—1742)

4.-449449

"?"?, Т424.) ?

чччае 1.

«ч-575 д.

594

45

гдѣ А,—представляетъ собою опредѣлитель:

I 94.... 25

«т»

24.... 25
! ду, "”” ду„

въ которомъ двѣ функціи: "Г, и Ч", замѣненыфункціами), и Ж..

Послѣднее соотношеніе можетъ быть написано въ слѣдую

щемъ видѣ:

д). д).

0 0 I-2 . . . 74

ду, "”” ду.

д), дл

О О Г-1 . . . Т-4

ду, "”” ду„

1499

499419444445. I, 35.I 55

да, да, ду" "”“ ду; I """""

944444. 45

да, да, ду, "”” ду„

Полученная формула аналогична формулѣ Кронекера и

выражаетъ элементъ границы второго рода въ новыхъ пере

мѣнныхъ и въ элементѣ новой границы второго рода.

Совершенно также получимъ формулы, аналогичныя фор

мулѣ Кронекера, для элемента границы какого угодно рода;
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о видѣ подобныхъ формулъ легко судить по виду получен

ныхъ формулъ для элементовъ границъ перваго и второго

родовъ.

Иногда, какъ извѣстно, задаютъ границу перваго рода

тѣмъ, что выражаютъ перемѣнныя: х,... х, въ функціи но

выхъ перемѣнныхъ: и,. . . и.I, 1; границу второго рода за

даютъ въ видѣ зависимости перемѣнныхъ: х,... х. отъ пе-2

перемѣнныхъ: и,...и., и т. д.

Во всѣхъ этихъ случаяхъ формула (3) предъидущаго пара

графа даетъ возможность выразить элементъ границы въ

новыхъ перемѣнныхъ.

Пусть напр. дано:

25—17 (и,... и...„).-0

25—10и,. . . и..., 190,

тогда вышеуказанная формула (3) намъ даетъ:

994--54.-„1..

и вообще

« 1945555544-4

” : « ч».

dа,—I ------ - - ------ -

4.-„Че---4.-14.-. 15

откуда:

404.---4-44; 4---401" л., 5 ...
195- 451] У"I СУДес.24424.221 (вы

«мученна-В)«а я

4

Если намъ дано:

2,—Ч”, (и,.... и...„140
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то вышесказанная формула (3) намъ даетъ:

«--«У199494949494949491
лишь

1

9044---4.-1

441. . . и

hei1,... т.

гдѣ

44.---44.,

dа,— I - - - ------------- I

4-49---4-494—

Такимъ же образомъ получаемъ выраженіе въ новыхъ ко

ординатакъ для элемента границы какого-угодно рода.

5 5. Соотношеніе между интеграломъ, распространеннымъ на

область и интеграломъ, распространеннымъ на границу области.

Бъ послѣдующемъ мы предполагаемъ, что имѣемъ дѣло

съ такъ называемыми, интегрируемыми функціями, т. е. съ

такими функціями, которыхъ интегралы по избытку и по

недостатку совпадаютъ; область же предполагаемъ измѣря

емою *).

Пусть

Д(25. . . х. 140.

Представляетъ собою конечную, простую сомкнутую гра

ницу "?).

Преобразуемъ интегралъ

14.-144

распространенный на область

1025. . . 2)-б0,

*) Лordan. С. Сours d'analуse de l'ecole рolуtechnique. 2-me сédition

t. II Рагig 1892,

**) Зининъ Н. Различные пріемы приведенія кратныхъ интеграловъ.

Стр. 80.



— 630 —

Принимая новыя перемѣнныя:

9 34---5.,

99999 Ф- прежними перемѣнными при помощь ава.

щихъ равенствъ:

46.-34но,

9994---44—4499нибудь постоянныя, удовлетворяющій

условію

414---з5.)-соо.

ЧР949гая въ настоящему случаю формулу (з) 5 з н ь.

ПОЛЯТАЯ

drait,...dz,

получаемъ:

— Уга.... «Вы... я не . 44,

4---52-54. а.;

Ч949999вѣ это выраженіе въ нашъ интегралѣ и привалы

999999на, что интегрированіе по и производится въ 4.

дѣлахъ отъ О до единицы, а также, что

45454 — 49"

друг—пко

да,

будемъ имѣть:

д1, 459

14--44-1554-553; а

2

гдѣ

I

919949-14-ма-и,»...»-ма-душа, а

(1)
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при чемъ интегралъ правой части равенства распростра

няется на границу

Д(2,,, „...2).-10.

5 6. «ты«тлча вышла

Въ послѣдующихъ параграфахъ мы постараемся показать,

что всѣ извѣстныя соотношенія между интегралами, рас

пространенными на область и интегралами, распространен

ными на границу области (за исключеніемъ соотношенія, ко

торое получается при дифференцированіи интеграла по па

раметру *), суть слѣдствіе равенства (1) предъидущаго пара

графа или, что тоже,—замѣны перемѣнныхъ. Мы думаемъ,

что вообще всѣ подобныя соотношенія, а также и соотно

шенія между иитегралами, распространенными на границу

какого угодно рода и интегралами, распространенными на

границу высшаго рода,—что всѣ они суть слѣдствія фор

мулы, получающейся при приличной замѣнѣ перемѣнныхъ

въ интегралѣ.

Изъ формулы (1) 5 5 легко получить обобщенную фор

мулу Борхардта. Въ самомъ дѣлѣ, полагая:

424—434--4.

2

будемъ имѣть:

1

Ран[(1-и)"г712,–ица,–«.),... а.–ида,–т.)]ди

(1)

59,. В

г9III”а;

.4-495

2

*) Въ концѣ этой главы мы покажемъ, что обѣ эти исходныя точки

могутъ быть сведены къ одной общей теоремѣ.
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Дифференцируя послѣднее равенство по 45, . . . 25, полу

Чаемъ:

! - . I

14-г562-554-5

о

-------------------------- - - - Т О

I I "

14-г555554-5„1""Т? д [2.—21—2,1” да,

(0

Но

dt”. 41

—495255ду14-49---

47 . . .

гардаду?-г919

Поэтому, помноживъ послѣдовательно равенства (2) на

2,—а,„, . . . 2.—2, „ и складывая, получимъ:

1

”, „dt” „, „, , д4” „. , д4!

—[4-г54--443--4-426

(1)

Интегрируя по частямъ въ лѣвой части равенства, будемъ

имѣть

117 . . 417

ла...»-«—«ла-ла-ла-ла.

—515949995-IГа1577году]тт

2.4-45

4

„—В-——
0 I В, 2, (2,—а, „)

У 4.-„ 24 Т- У (х,— а

4. """ ""” да,

1
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Подставивъ полученное выраженіе въ равенство (1) 5 6,

получимъ:

IIIII9949414515гг.,1“-

Уж-45

2

-4

""" " да,

11ь- 144

554-1
- туда,

1

Подобныя же равенства можемъ написать для другихъ

функій ф и для различныхъ а, именно:

141551

Ва(2.-а,„)

дх,

2

21...9585саet. 11.- Г. лѣ

--4199994444

4. г

4

дх,

« е в е м о в о е в о е 9 о в о в о в о в о в ы д а ю в а л е в е л е в а, е. м.

1455554-
Же,

9 Т 449.04.—4.) 1 1 ..... 17. „,

--3159499951]т-164

X4—449

Складывая всѣ эти равенства и полагая:

994444.---.... — веселі-4-44.

катал. ГУ"Г стат."Стало

X4—459 34--449 339

i i i



мы получаемъ:

9, -н- 35-t-. . . 5.588 р.;

II

ДГ..922. Т..... ......4 ГЛАВа. 114. Гла

1451-454-1- «
47"да." 45"Б."

2

Формула (2) представляетъ собою обобщенную формулу

Борхардта, которая получается, если въ формулѣ (2) поло

танет-втотать
1

себѣ п произвольныхъ функцій: Л,,, „...Л., очень общна и изъ

нея могутъ быть получены многіе опредѣленные интегралы.

Необходимо замѣтить, что изъ формулы (2) можетъ быть

получена формула (1) 5 5. .

Въ самомъ дѣлѣ, полагая въ (2): Лах-а,, (i-1„2... п)

ц.А?

туда,

1

т.44-4-443--4-49-й
74

мы, интегрируя это уравненіе въ частныхъ производныхъ,

получимъ:

х,— а, на с. 12—2,,)

х.–2,„4--с.(2,—а,)

35

на-ко-IIз-«гліи».-«Е-ча.» -

94

-4-414:
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Полагая въ этомъ интегралѣ:

2744 а,--(27— а,,)(1— и),

получимъ:

1

4--14-г-1-4-45, 48-49-651»

О

и такимъ образомъ:

дL. 1

14. «от-1904-444445

- ----

Замѣтимъ еще слѣдующее: въ виду того, что правая часть

равенства (2) независитъ вовсе отъ функцій Л,,...Я, мы мо

жемъ написать слѣдующее равенство:

94.13524.15. ГV, 4144445

124[541-5415444
4ы””да, "

? Т.”99557Т Т Е ТА.7455

Д; Д.

(3)

гдѣ функціи и,,...и,–тоже совершенно произвольны.

5, 7. Формула Остроградскаго. Обобщенная формула Грина.

Полагая въ равенствѣ (2) 5 6.

К,1;

55--------
455I

К

получаемъ:

ш. 4 (5 44 . . . 414

-- Да?-----449).

и тогда вышесказанное равенство (2) принимаетъ слѣдующій

ВИДѢ.
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45 ..... ..... 459... Г111, 215: „... .....» 44444

[29---254—11149---254чч

Послѣднее равенство выражаетъ собою замѣчательное соот

ношеніе, данное Остроградскимъ.

Полагая въ послѣднемъ равенствѣ

„У, 3, 391-15---4

9-1494149.

4)

получаемъ:

та,
[3444994-1494949494

но послѣднее равенство можетъ быть написано въ слѣдую

щемъ видѣ:

99994.... Гр. У11, 9914.„

1) Т (1)

„Гр. У"1194944 д., съ

1455555

4

Полагая, поэтому,

мы въ первомъ интегралѣ можемъ переставить функціи Ри 9

безъ измѣненія величины интеграла, и тогда

344, 374-153[42]зить
154494—1554-55

1)4)

„Гр. У1494 л.4. (15У24594 д., о

4) " 1
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Послѣднее равенство представляетъ собою, въ нѣсколько

обобщенной формѣ, извѣстную формулу Грина для функцій

многихъ перемѣнныхъ.

Если функція (1 удовлетворяетъ уравненію;

99449)-4. «

4)

гдѣ А–конечная, однозначная и непрерывная функція, то

равенство (2) принимаетъ слѣдующій видъ: "

[5]ле-344-314

4)

„Гдѣ У114494 „фа. (15 У99959455

4) " (

Если и функція Р удовлетворяетъ уравненію (3), то фор

мула (2) намъ даетъ:

99459II. IVI99494] „I.

[4239-4339]ь- «

независимо отъ границы Буга О.

Замѣтимъ еще, что если разсматриваемая область ограни

чена двумя границами:

Б,—О и 1, 1. О,

то равенство (5) приметъ слѣдующій видъ:

994944.„ЛУГ9594] „ащ.

[452541-54551« —

Г, 41 4

„(15 У99959 II „УТ,4; У1, 5

--II 5554-553551«со «

1, 11 " 1)
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,,Д"д.У” . . 1 д., V”

кну[5] ---(4).44

гдѣ:

ds"?–элементъ границы: 1-40 и буквы въ низу интеграловъ

указываютъ на какую границу распространяется интегралъ.

5 8. Обобщенная формула Стокса.

Изъ равенства (1) 57 можетъ быть получено одно весьма

примѣчательное соотношеніемежду интеграломъ, распростра

неннымъ на границу области и итеграломъ, распросранен

нымъ на границу второго рода.

Пусть имѣемъ функцію.

15. Сло---4-4.59

причемъ одна изъ перемѣнныхъ, входящихъ въ эту функцію,

есть функція другихъ; это условіе пусть выражается урав

неніемъ:

44 (24---з5, 4.)— О

Въ предположеніи, что х., есть функція перемѣнныхъ

х,... х., обозначимъчерезъ два, „, —элементъ области, опре

дѣляемой условіями:

4. (2,---з5, 4.)–9

Е.1,

причемъ граница этой области опредѣляется условіями

272]44 (5---24, 29.).-О 15

элементъ этой границы пусть будетъ дів. При этихъ обозна

ченіяхъ, мы, на основаніе равенства (1) 5, 7, можемъ ва

IIИСАТЬ.
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VI944: „Мe. 95ала. —

19949-45, 44)».—п-1- 1

2

дГ, 1 дП, да, „У ds

--10. (28--59); 5)Е: «о

; «

„4. 94; Л! 44

гдѣ:

-л4355 """); 355)

р, 99 I (-5-1-9-н-3–9— --5-1-1 —н-. . .-н- I -------

да, ” да „,, да, I ” """ Т Удх, Т да., да,

*» — «..

почть въ течетъ со мною 24—«а ты
4

изъ уравненія:

Л, 12,---2, а, „)–-О

будемъ имѣть:

5945995-192.435--44-76,3771, Т.).""""ТЕЛОГЛ

4. Ег 4 г. 153—

да,, ", "фа, „, ,

гдѣ первый интегралъ распространяется на область

Г, на О, 17,с О,

а второй—-на границу:

Г,—0, П, сс. О.

Обозначивъ черезъ дв9 элементъ границы Г,—0 въ об

ласти Г, с.О (п-t-1)-го измѣренія, будемъ имѣть

«Уже-ли...

ds, 1. 1

477—1

да,

т. хvіи. выи. 1у. 41

459,
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„---------------

„LVI944V”... „IIIIIII

вну?---(45);

Разсматривая, далѣе, границу: Г,30 и 120, какъ границу

втораго рода по отношенію къ сказанной области (п-t-1)-го

измѣренія и принимая во вниманіе равенства (5 1)

98са.— „. 594-6. — — „Ви--447

411.)Т"""Т41, 15). ГТл. 1.) ГТ”

да, а,„) 4255, 34) Ф. 25)

легко убѣждаемся, что "

as. I 189

гл; —тат

9 45.

и поэтому:

3945995--13....5493: «
.тат177"")Ла-:а)тѣ, "

2 14

Принимая, далѣе, послѣдовательно всѣ перемѣнныя: х;„. . .х,

х., за функціи остальныхъ и разсматривая при этомъ раз

личныя функціи 1, можетъ написать цѣлый рядъ”равенствъ,

подобныхъ равенству (3), складывая которыя, окончательно

получаемъ:

[354995

54. «о я

--1594449а; 2) о

—Да какж7-й.... ИIII.

Равенство (1) представляетъ собою извѣстную формулу

Стокса, обобщеннуюдля функцій многихъ перемѣнныхъ; по

слѣдняя получается полагая въ формулѣ (1) п-t-1—3.

Соотношеніе (1) 57даетъ возможность вывести еще болѣе

общую формулу, выражающую соотношеніе между интегра
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ломъ, распространеннымъ на границу какого угодно рода и

интеграломъ, распространеннымъ ра границу слѣдующаго

высшаго рода; при этомъ выводъ ничѣмъ неотличается отъ

предыдущаго.

Въ самомъ дѣлѣ, пусть имѣется функція:

149---254. --445);

причемъ существуютъ слѣдующія равенства:

Да.... я....„)— О
п 4-р

такъ что рперемѣнныхъ суть функціи п-остальныхъ; напр.

2. „...а,„ суть функціи перемѣнныхъ: а,... а,74

Въ этомъ предположеніи равенство (1) 57 намъ даетъ:

г Гл. . . 1 44. „. . . 45. 44, 1, 15. L.

[314-354---544]а

4

п. 4-1 тrя "п-р

„ГV. 194. 9444445ва... У на

—122 (99--4499- 19; 5

2

т. 4-я га

гдѣ интегралъ лѣвой части равенства распространяется на

область

4. 4 (5---2. „0559

а интегралъ правой части равенства-на границу

Л. 4, (45---2, 1)--59

de,–элементъ области; ds–элементъ границы области за

корень квадратный изъ суммы квадратовъ полныхъ производ

ныхъ функцій Г.., по перемѣннымъ независимымъ з-..з..

Изъ равенствъ (у) имѣемъ: - ,

419
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94 „... „Часѣд., „44сѣй.

94 I 14944. „---4. „1" 44, 45--4. „I

254—„12rché!... „Весѣд.

94 I 14.---4.„--40" 49. „---4. „1

Подставивъ эти выраженія въ интегралы равенства (В), бу

демъ имѣть:

" 49. „---4. „1)

„(У1, 39-44444.-„4. „..

ТЛи-!""да, я.... я.... и д.11.14)

* * ЖЕII”753

Но разсматривак первый интегралъ, какъ интегралъ, рас

пространенный на границу р-го рода, а второй-какъ инте

гралъ, распространенный на границу (р-t-1)-го рода, легко

убѣдиться (9 1), что:

95ш„42

9459IIТ 4,

909. „14---4.59

II

13, 1591 9

„Аleхillа).Т45.

”99. „---4. „Il

гдѣ

талу?ЕI929

1)

т.-л.2134]
405, 4: 45. . . 20

и тогда
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у.2292. 452.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII—
«?44, 45, 44---з5. „У 445

4

„(У, 24-ыаѣсасѣ!ЕСТ
—IIIIIIIIIIII9199-99

404-4. „---4. „У 45.

1

Написавъ такія же равенства для цѣлаго ряда функцій и

суммируя, мы получимъ:

--- Изъ 4---з5) 45

4.4

I. IIул., д. 11, „, Л,,... П.) ds"?"""

-151.9935555555 о

4..?

19994494499

Р4-1

гдѣ первый интегралъ распространяется на границу

Г, 40,,, „Да!), 15,450.

а второй на границу: "

Л. 40,... Да-О, Г, „40.

5 9. Формула, аналогичная формулѣ Грина.

Обобщенная формула Борхардта 5 6 можетъ тоже слу

жить для полученія нѣкоторыхъ другихъ соотношеній, но мы

на этомъ не останавливаемся, такъ какъ способъ полученія

этихъ соотношеній почти тотъ же, что и въ предъидущемъ

параграфѣ. Укажемъ только здѣсь на соотношеніе, получаю

щееся изъ равенства (2) 5 8 и представляющее собою фор

мулу, аналогичную формулѣ Грина 5, 7.

Полагая въ равенствѣ (2) предъидущаго параграфа:

59994549,
* 1220,3

4.-«А-255

будемъ имѣть:
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"у,„, . 445-452-45). 4444.4445"

Л."а-974555."?). Тап. К. ПI.

4.1

д10, 15, . . ..11.)

. 4952554:15
2....х.)"В."Т

4.4

—4-—

другу—у

-1534.3995-49. 945499:

тать: «... т. е. во к;11.

Имѣя въ виду, что первый интегралъ лѣвой части равен

ства не измѣняется отъ перестановки Р и 9), можно на

IIИСАТЬ:

IX.959455994999599114."-!Та.ТТЕТ"”дав”Т2)"Т”

*).1

да. „...2,1” "Тда.... х.) Г Т,

41Р. Л., 1, 14) - - I

„кіе?Ессle.

-143-1--99595-151—

41...1

—Г,у, 449454) 595,44-45) А!"""

-165.4949494949494

Вычитая обѣ части полученнаго равенства изъ соотвѣт

ствующихъ частей предъидущаго равенства, будемъ имѣть:

...„«1», 499-54 л. 4.I

IIIIX-1--995945--44—„1 1 мы

i..Л

да, . . . 2)

1.55555I41 Гit..Тг.).I 1499 I

—«19454995

" --- - - - - "

--IIгIX.9594559.594949

1...1

“ да,...а) " да, .а,

455555. 55455III”?

”а

-«да че-I 144445В.
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Это равенство представляетъ собою формулу, аналогичную

формулѣ Грина, причемъ интегралъ лѣвой части равенства

распространенъ на границу р.-го рода, а интегралъ правой

части–на границу (р-t-1)-го рода.

Если функція (1 удовлетворяетъ уравненію;

99444545]

у1555555441....... «
42.725)""Т”

1...1

гдѣ А–нѣкоторая сплошная, конечная и непрерывная функ- !

ція, то равенство (1) приметъ слѣдующій видъ:

945454]

„1... 53155555441ке.

л-1--14;—ха-— и, —4.

«- и «А что "
II I р V", "УIIIIIII. р.] 99199IIIIIIIIIIIIIIIIIт11.

4154. 495-49. 99595

1...1

„LIу. „АВАкса-А!. 4444454)1551

4- """” да, а " ", да.... а)Т Т [Д., „,

1...1

Наконецъ, если и функція Рудовлетворяетъ уравненію (2),

то:

49454) 5945454)59"” „,

455555. 5549954....

(4)

—1434.449449 19455555"” да....а) Т да,... а) В, 4,

Примѣчаніе. Замѣтимъ, что выраженіе:

994445-44)

42,7727""

5
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если ввести новыя перемѣнныя:

- У — Т. У - Т. У

55---5; 59 1, 53-15, . . 55994:

принимаетъ такой видъ, что въ немъ войдутъ только частныя

производныя функціи С. по перемѣннымъ В,... З. Тоже са

мое, очевидно, справедливо и относительно уравненія (2). Это

обстоятельство бчень важно въ томъ случаѣ, когда прихо

дится интегрировать уравненіе (2); тогда, указанною здѣсь

замѣною перемѣнныхъ, мы приводимъ вопросъ къ интегри

рованію уравненія съ меньшимъ числомъ перемѣнныхъ.

5 10. Дифференцированіе кратнаго интеграла по параметру.

Мы видѣли, что всѣ формулы предъидущихъ параграфовъ

суть слѣдствія одной формулы, получающейся при замѣнѣ

перемѣнныхъ въ интегралѣ, распространенномъ на область;

при чемъ легко было замѣтить, что каждая изъ выведенныхъ

общихъ формулъ можетъ служить исходною точкоюдля полу

ченія всѣхъ остальныхъ, такъ что весь циклъ этихъ формулъ

выражаетъ собою одну общую теорему.

II Другою исходною точкою для полученія соотношеній меж

ду интегралами, распространенными на область и интегра

лами, распространенными на границу области-можетъ слу

жить дифференцированіе кратнаго интеграла по параметру.

Формула для дифференцированія по параметру кратнаго

интеграла впервые дана Остроградскимъ *) (варіяція кратна

го интеграла); Кронекеръ **) приводитъ эту формулу безъ

доказательства. Укажемъ еще на доказательство этой фор

мулы, приведенное въ сочиненія Н. Н. Зинина ").

Мыздѣсь приводимъ другое доказательство этой формулы,

отличающееся, по нашему мнѣнію, бóльшею элементарностью.

*) Оstrogradskу. Мémoire sur le caleul des variations des intégrales mul

tiples. Мémoires de l’Аcadémie de scienсes de St.-Рétersbourg. V1 Série t. 1.

1838 р. 35—58.

**) Кronecher. Deber Sуsteme von Еunctionen mehrer Variabeln Мonais

berichte der Асademie 2u Вerlin (aus dem Jahre 1869). 1870 р. 159—193.

*) Зининъ, Н. Различные пріемы приведенія кратныхъ интеграловъ. Вар

шава, 1892.
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Мы знаемъ, что операція дифференцированія по параметру

одиночнаго опредѣленнаго интеграла выражается слѣдующею

формулою:

1Т44

(4

1) Б

IIIть эти-IТ9554-л42—4, 535 о

Исходя изъ этой формулы, легко получить формулу для

дифференцированія по параметру кратнаго интеграла.

Положимъ, сначала, что у насъ имѣется двукратный инте

гралъ:

4-11ми, почта,

распространенный на площадь, ограниченной сомкнутымъ

контуромъ, который, допустимъ для простоты, пересѣкается

прямою въ двухъ точкахъ. Пусть уравненіе кривой, ограничи

вающей разсматриваемую площадь–будетъ

14 (2, 2, 4)!— О;

функцію же Т предполагаемъ сначала независящею отъ а.

Обозначивъ черезъ 1 (х, х,)–неопредѣленный интегралъ

функціи 1, взятый по х, (считая х, постояннымъ), будемъ

имѣть: "

(4

гдѣ

2", и 2,-два значенія пгремѣнной х, получаемыя изъ урав

ненія Г,—О

а и b—значенія перемѣнной х,, при которыхъ х?,–а!..

Прилагая формулу (1) къ предъидущему равенству, будемъ

имѣть:
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II

41 ("Т ....... ..... 47", „, . . . . 445,

2-IIть, гл. 99-ть.»Ч14

(4

-31ма. то-то...» 2, 5-6 Т

4914. „. . . . . . .

—1114, 4”)— 1054 г.)]„„
у «у,—

Послѣдніе два члена полученнаго равенства очевидно рав

ны нулю, такъ какъ при х,— а и при х,— Б, 27",— 27,; что

же касается перваго члена правой части равенства, то, при

нимая во вниманіе уравненіе 1),—О, получимъ:

1)

44 щ. ГТ . . . 41, 42, „... „, ,, 44, 45,

3-II-4.5945-ти-лѣ25]—

9 а?, а?,

дГ, 1

—- 144, 455-454

Совершенно ясно, что если подинтегральная функція зави

ситъ отъ я, то будемъ имѣть

d1— ("Гд7.„ (";-41, 499 "

3-11944-149499 I а

Допустимъ теперь, что формула (2) справедлива для п

кратнаго интеграла и покажемъ, что она справедлива и для

(п-t-1)— кратнаго интеграла, т. е. что она справедлива вообще.

Пусть, въ самомъ дѣлѣ, имѣемъ интегралъ:

1-14-1-4.а,

распространенный на область

4405, 44, 45, 4669,
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при чемъ функція Г-независитъ отъ а. Обозначивъ черезъ

[, неоопредѣленный интегралъ, взятый по 2,, (считая всѣ

остальныя перемѣнныя постоянными), будемъ имѣть:

4-14444.4-14444. 4445

гдѣ da?—элементъ области п-измѣренія, въ частномъ слу

чаѣ du'adх,...dх.; при этомъ, для простоты, мы предполо

жили, что уравненіе 1),–0 намъ даетъ два значенія пере

мѣнной х. „,, именно: 27", „, и 2.,; интегралъ правой ча

сти равенства распростраeяется на область, опредѣляемую

условіемъ:

""ь.
РР „Р ...

4". —5. 229
"ч.

а граница этой области опредѣляется уравненіемъ:

ру

4”„„, — 27.„--О

Имѣя все это въ виду и предполагая формулу (2) спра

ведливою для п-кратнаго интеграла, будемъ имѣть:

44 щ. П.-„. . „, ,, 44",

5—14. «...»?94—

. . 45. 14. ГТ..... . ..,

—4- «...»?9414—1114. «...»—

, „142".,—а?..„) 1

-ла...», т. 119454944445

гдѣ первый интегралъ распространяется на вышесказанную

область, а второй на границу

лу р

2”„„,-а „„540.

Такъ какъ второй интегралъ тождественно равенъ нулю,

то и въ этомъ случаѣ получаемъ:

44..ц.Г. 145. 145

3--1751, т
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Если и функція Гзависитъ отъ 5 то будемъ имѣть:

44.14д.(”) 94, 1. для

3-124-14944. «

что и требовалось доказать.

5 11. Дифференцированіе по параметру интеграла, распростра

неннаго на границу какого угодно рода.

Изъ полученной въ предъидущемъ параграфѣ формулы (3)

легко вывести формулу длядифференцированія по параметру

интеграла, распространеннаго на границу какого угодно рода.

Въ самомъ дѣлѣ, пусть имѣемъ функцію

14---5, 4, 5---44, 15, 1);

при чемъ перемѣнныя связаны уравненіями:

404---з5, 4, 5---24, 5, 4)*9

105---24, 4, 5---51.5, 4)* 9 13

тогда полная производная отъ 7по а выразится слѣдующимъ

образомъ:

249. „У-224 д... ...„2-94, а

d» "да ” да., да """" " да,, да

при этомъ, конечно, считаемъ перемѣнныя х.,... функція

ми другихъ перемѣнныхъ и параметра а.

Изъ равенстъ (а) имѣемъ:

994.... ...„Усѣд., „Лѣсѣ1.

49 III 554, 55---2. „0 49. „...2, „)

954. „. . .ц444сѣйш., ш4454]

99 44, 45--4. „--4). 144, 435---2. 1

Подставивъ въ равенство (а) и въ равенство (3) 9 10, прини

мая при этомъ во вниманіе, какъ мы это раньше видѣли (9 8),

что



(р)

«--55, 599-995

5 Т 44. 45--4. 5)

419 19191 9

получимъ:

544). 4”„(". А11III.-44). 4”

414995999494]
441? 44, 45--4.„) 43, Т. 144, 45, 44---з5, 4) В.

Л "Ф99, 4.14---44)4, 5,

Суммируя подобныя же равенства для различныхъ функ

цій Г, при чемъ какъ функціи другихъ перемѣнныхъ послѣдо

вательно принимаются перемѣнныя: а, г.... а (1-1,... т-нр,

141,... пен-р. . . "), получаемъ:

3194.295-1515 —1395945995dа144?"?"""да, х.... х.) К. Т. 1 4.. Гда, х.... х.) К,

5 - -----------! - -

IX.945499557
—121.59959994559

"дѣл

1

55555555." и

При этомъ интегралълѣвой части равенства и первый инте

гралъ правой части распространяются на границу;

Г,— О, Г,— О...14 О, Г, „за О,

второй же интегралъ правой части распространяется на

границу;

449, 4-о... 15-6, 1.-0.

5 12. Формулы, аналогичныя формуламъ Борхардта, Остро

градскаго. Трина и др. .

Формула (3) 5 10 даетъ возможность получить формулы,

аналогичныя формуламъ предъидущихъ параграфовъ.

Положимъ, что у насъ имѣются функціи:
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Г, 15----14

зависящія отъ параметровъ 4,,, „...а,

Прилагая къ каждой изъ нихъ формулу (3) 5 10 и сумми

руя, получимъ формулу, аналогичную формулѣ Остроград

скаго (5, 7), именнн;

14---56-844»45тта.""т4. а;

1

II, дГ, 1. I „ дП, У, ds!"

-(59---15) 31. о

причемъ предполагается, что функція Г, зависитъ отъ параме

тровъ 4,-I. . 25

Полагая въ равенствѣ (1)

Е. Л.,

у. 4-1444
Тр

у. 24

44? да,

1

5

гдѣ 14-произвольныя функціи, получаемъ формулу, аналогич

ную формулѣ Борхардта (5 6), именно:

944-Ти- "Э- IIII944. а; . 14,

[351-2545]

III”т I”!“ IIIIIТа

355] Т 1549

(2)

изъ которой, какъ легко видѣть, можетъ быть выведена фор

мула, аналогичная формулѣ (1) 5 5.

Полагая въ равенствѣ (1)

л. „Гд0

4--44445

1)

при чемъ:
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45494

получаемъ формулу, аналогичную формулѣ Грина, (5 7),

11X1911II02

«14) „Дать?

русскій «1751.да, "Аль да,

(3)

р

-541545-559]а

1 ф; 1

д0 дГ, „у, дв: д1,1489

-II 5554-55-5415

4) " 1

откуда получаемъ слѣдствія аналогичныя тѣмъ, которыя полу

чены нами въ 5, 7 изъ формулы Грина.

5 13. Заключен і е.

Резюмируя все сказанное въ этой главѣ, мы приходимъ

къ заключенію, что всѣ извѣстныя соотношенія между инте

гралами, распространенными на область и интегралами, рас

пространенныи на границу области, получаются изъ двухъ

исходныхъ точекъ: 1) перемѣны перемѣнныхъ въ интегралѣ,

распространенномъ на область и 2) дифференцированіи по

параметру.

Но легко свести эти исходныя точки къ одному, если

можно такъ выразиться, общему принципу. Дляэтогодоста

точно соединить въ одну–двѣ аналогичныя формулы, полу

чающіяся: одна при помощи замѣны перемѣнныхъ въ инте

гралѣ, распространенномъ на область и другая дифференци

рованіемъ по параметру.

Если для этой цѣли взять, напримѣръ, формулы, аналогич

ныя формулѣ Борхардта 55, 6 и 12, то этотъ принципъ мо

жетъ быть формулированъ слѣдующимъ образомъ:

Если у насъ имѣются функціи:

4, 44, 455----45, 44
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зависящія отъ перемѣнныхъ:

25, 355- - - -25 14, 944 - - - -994ѣ

р

1591-2545954-1
415", гД415",""!“":

Г 1У, 231 Т 1945

1. Т 1

гдѣ интегралъ лѣвойчасти и интегралы правой, стоящіе подъ

знакомъ суммы,–распространяются на область:

1 су0,

а послѣдній интегралъ правой части–на границу области

L - О,

при чемъ координатами точекъ области и ея границы счи

таются перемѣнныя:

411; У1 (41). У1

л.-у (31-. -(5).

Что же касается перемѣнныхъ: а,, а,. . ., по которымъ

въ вышесказанной формулѣ берутся производныя, то онѣ

суть: или у, у, . . . у., или 2, 2,. . . 2. Въ послѣднемъ слу

чаѣ все выраженіе, стоящее подъ знакомъ суммы въ правой

части равенства, обращается въ нуль, такъ какъ интегралы

отъ этихъ перемѣнныхъ независятъ.

то

" I” Д. А. В А II.

Нѣкоторыя слѣдствія раньше выведенныхъ формулъ.

5 1. Формулы Гряна для случая, когда одна изъ подинтеграль

ныхъ функцій обращается въ безконечность въ точкѣ, принад

лежащей области.

Во всемъ предъидущемъ мы предполагали,что функціи, вхо

дящія подъ знакомъ интеграла, остаются для всѣхъ точекъ
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разсматриваемой области сплошными, однозначными ") и ко

нечными, точно также какъ и ихъ частныя производныя;

посмотримъ теперь, какой видъ принимаютъ формулы когда

подинтегральная функція обращается въ безконечность. Мы

главнымъ образомъ имѣемъ здѣсь въ виду обобщенную фор

мулу Грина и аналогичныя ей формулы, выведенныя въ предъ

идущей главѣ.

Формула Грина, какъ мы видѣли (глава П, 5, 7) имѣетъ

слѣдующій видъ:

1959491—49442]а

1) 11

(1)

—(I, У11944445.—,,УАР9449;14

--II 5554-5599445

уй " ji

гдѣ

41, . . . и, 11, 5 . п.; 44994- "

при чемъ функціи Р и 9-конечныя, одпозначныя и непре

рывныя.

Пусть функція (1 удовлетворяетъ уравненію;

д. (”. д.)

449)-ми «

тогда равенство (1) принимаетъ слѣдующій видъ:

1) у дѣл

4)

. 4

— II 5, угадали. „Ура!“, 1499

4) 1)

*) Разсматриваемая функція можетъ быть и многозначная, лишь кь толь

ко въ данной области не было точки развѣтвлепія, и тогда мы имѣемъ въ

виду функцію при одномъ какомъ-нибудь ея опредѣлеиіи.

т. хуп. выи. 1у. 42
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Допустимъ теперь, что функція (1 въ нѣкоторой точкѣ

области, координаты которой суть: х,”,...2.",— обращается

въ безконечность порядка п-2–по отношенію къ величинѣ

ауда,–2,?)“---...--(2.—2.)",

т. е. мы допускаемъ, что, вводя новыя перемѣнныя:

х,—х,”-н-; Сos6,

2,–х„”-н-48int, Сos6,

------------------------------------- . 19

х„L,–х.,--5816, 8in 4,... Sin6... Совѣ.-„

х.,–х„1-4-485тб, 8inВ,... Впб.,ли—1

функція О принимаетъ слѣдующій видъ:

. . (наг9—94, (5),

гдѣ С!), стремится къ конечному предѣлу, когда р стремится

къ нулю.

Въ случаѣ п-2, мы предполагаемъ, что функція О при

нимаетъ слѣдующій видъ:

(Еig. 2. 4), (6)

Для особенно насъ интересующаго случая, именно, для

случая, когда п —2, мы дальше увидимъ, что существуетъ

такая функція, которая одновременно удовлетворяетъ урав

ненію (2) и условію (6), по крайней мѣрѣ для того вида

уравненія (2), который мы будемъ разсматривать.

При этихъ условіяхъ нелязя уже распространить интегри

рованіе на всю разсматриваемую область, потому что функ

ція О и ея производныя обращаются въ безконечность когда

перемѣнныя принимаютъ значенія: х; ",...х.".Но мы можемъ

тогда интегралъ лѣвой части равенства (3) разбить на два

интеграла: одинъ–распространениый на область, удовлетво

ряющую условіямъ:
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1405. .з.) ВО

I - «(х,—х,")“-н-...--(х,–27.)"сер“

ду

и другой–распространенный на область:

(а,–х,")“---. .--(2.–х.")"все (3)

Легко убѣдиться, что интегралъ, распространенный на

область (3), стремится къ нулю вмѣстѣ съ р. въ виду тѣхъ

предположеній (условія (5) или (6)), какія мы дѣлали отно

сительно функціи О.

Такимъ образомъ мы видимъ, что интегралъ лѣвой части

равенства (3) можетъ быть разсматриваемъ, какъ предѣлъ,

къ которому стремится интегралъ, распространенный на об

ласть, опредѣляемую условіями (3), когда я стремится къ

нулю; что же касается лѣвой части равенства (3), то она,

въ этомъ случаѣ, можетъ быть разсматриваема какъ предѣлъ,

къ которому стремится разность двухъ интеграловъ, распро

страненныхъ на границы вышеуказанныхъ областей.

Такимъ образомъ имѣемъ:

-511449-4174

"I, ул., д4д1, „ул., д4д1,1489

--IIа 2535–55455III” съ

55 " г г 5

ул. д’ дi, „ул., д4 д1, 148,99

-16545-5494194

1, 11 " (

гдѣ буквы подъ интегралами обозначаютъ границы, на кото

рыя распростръняются интегралы, именно

Д. (2,, „. а.)–0,

(х,–х,")”-н-(х,—х,")“---...--(х,—х.")?–р”-140.

Имѣя въ виду, что

429



, „у (д), У" . . 1 д., V1

к-у (3). ---(4) — а77

ds”-g”—18in"г*0, 8in”—19,. . 8in b.4,46, „...а)ру—4

при чемъ пнтегрированіе по 9,,, . . 9., должны быть про

изведены въ предѣлахъ:

О I . (0(!)

9)» 4, 1 и д. Да ч.

легко убѣждаемся (1--безконечно большая величшна порядка

д(1

«—45— безконечность попала те-1), что:

«192-4959.-«гг. м.л. 4.–«- ---

l, 4)

Съ другой стороны, принимая во вниманіе теорему о сред

нихъ, будемъ имѣть:

дум
т. 1553554мная,„у ч тча- 5

l, 4) "

гдѣ (Р) значеніе этой функціи, когда вмѣсто перемѣнныхъ

подставииъ величины: х,”, х,”,... х.", а

. . I” ("улд (11х,—хУ,,,
7— 151 1 1 9 "ЕщУСLС!

»-»II9199441. «

5 1 .
1

Такимъ образомъ равенство (7) обращается въ слѣдующее:

19194449-41

4)

„(Т, V, 4744 — 5V, 4994149"... „ь, да,

-16524-52512-ти

4) " 1)1]
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Откуда:

, „, „II. I (15, V. 4945 .,уг. 4941,

та, ко-IIIIII9199 — 5555

4) .

1) Л III”

—[414-4449]а

. 1)

Если и функція Р удовлетворяетъ уравненію;

4) 1 5)Р

5449)-мъ

, . „, 1 I (", дл. д. Од1, ds!"

га, ла-III72999955

459

К,

то

. (Г,у, 49949

[524999II «

4)

5 2. Формула, аналогичная формулѣ (9) предъидущаго пара

графа. "

Совершенно подобнымъ же образомъ, какъ мы вывели

формулу (9) предъидущаго параграфа, можно вывести анало

гичную ей формулу, исходя изъ равенства (1) или (4) 5 9

главы Г.

Въ самомъ дѣлѣ эти равенства, выведены въ предположе

ніи, что на разсматриваемой границѣ функціи Ри 9 сплош

ныя, непрерывныя и конечныя, точно также какъ ихъ част

ныя производныя; предположимъ теперь, что функція (1,

удовлетворяя уравненію (2) 5 9, главы 1, обращается въ

нѣкоторой точкѣ границы въ безконечность порядка п—2

по отношенію къ величинѣ р, опредѣляемой равенствомъ:

59—45—47)“---. .--(а,,–2,,,)",

р

гдѣ: а,",... а?..„— координаты сказанной точки, въ которой

функція (1 обращается въ безконечность. Иначе сказать, мы
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предполагаемъ, что функція О, удовлетворяя уравненію (2)

5 9 главы 1, можетъ послѣ замѣны координатъ обобщенными

полярными координатами, принять слѣдующій видъ:

(нрг"—94,

Онадр. О,—

IIIIII

для случая п — 2

при чемъ (!), стремится къ конечной величинѣ, когда р стре

мится къ нулю.

Въ этомъ случаѣ нельзя уже распространять интегриро

ваніе на всю разсматриваемую границу, такъ какь подъин

тегральная функція обращается въ безконечность въ одной

изъ ея точекъ; поэтому мы здѣсь поступимъ слѣдующимъ

образомъ:

Разсмотримъ сумму двухъ интеграловъ Л. и Л. вида:

414, 944499, г.15

лью)ле-УIIIIII94449—ДI”!”

— "!“.... "тай;127г.I в.;

” 4,44

гдѣ

Л,–распространяется на границу, опредѣляемую условіемъ:

337.С.1
«-ко---«....-».....»-- I ""

а второй Л,—на границу, опредѣляемую условіями

337. С.-«А
(a–a!")“---...--(а,,–27,,,)?–59—9

(3)

Имѣя въ виду предъидущее условіе, которому удовлетво

ряетъ функція (1, а также и видъ выраженія

139)

11

мы, введя обобщенныя полярныя координаты, легко убѣж
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даемся, что интегралъ Л, стремится къ нулю вмѣстѣ съ р,

и, такимъ образомъ, видимъ, что интегралъ Л, распростра

ненный на всю разсматриваемую часть границы:

140;. . . 140,

можетъ быть вычисленъ какъ предѣлъ, къ которому стре

мится интегралъ Л,, когда р подходитъ къ нулю. Принимая

во вниманіе вышесказанное, вычислимъ сначала интегралъ Л,

по формулѣ (3) 5 9 главы П изатѣмъ перейдемъ къ предѣлу.

Мы имѣемъ:

. 4945--4) - - 1

да у тебя?Не
14-15-1-94-95-1-112—

11.I

IIIIXI. 49455994494499
„1 1" —"?” 445--4) 444... з)

„, и 24

— «Увы!"-299959459III425--з5) 4945 . . 41 14, 1;

—143, 19455994459—9О5. . .25) да, . . . 2)

4..?

. у. Лит. Т. Т. УТ А. О Н 1)

—«Уч. 4945599949949 II”:

--г глаза заго 1 ва4.

гдѣ

44-42,—а,")“--.. --(2, „—а?..„)?–240.

42О........45954

454 IIд45454).

9949.----4. 55)?

Переходя къ предѣлу и принимая во вниманіе, что:
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") Т, Т, у Да (Р1. 1)

«(16X4-155555. 554-55991-4,

1. Л

да.... 2) да.... а) К.,

раС

получаемъ:

«1». 19134-39 г. г.)

[5]ле-347-3595-IIIII—
гд.—адлагув.; —

1.1

«(14X.95945599449449"бій,I2) "А8.775)

1...1 .

4-- 1

99449449499 III445---2) да,--з5) 1 Л, j

—Ра", а,".... а?...„) И

гдѣ

. I (У, 99II.) 15, 145.1459г?"
И4-14 I I 1 д., СУДА.-СТР" .Т.С1

-15-49949944494.В . .

Если и функція Р удовлетворяетъ уравненію (2) 59 гл. 1

то послѣднее равенство принимаетъ слѣдующій видъ:

Р4441. . .2.)

4 IIIIXI. 4945599449449А.""? Та,Га)” ""”да„Сé.)

1. 1

— «У.934499959459IIIIIII
4-Т""" да.... а) " да.... 5) I I В, „,

1...1

5 3. 0бъ интегрированіи въ конечномъ видѣ одного уравне

нія въ частныхъ проводныхъ втораго порядка.

Для того, чтобы можно было, изъ полученныхъ въ предъ

идущихъ параграфахъ настоящей главы формулъ, вывести

какія нибудь частныя теоремы, необходимо проинтегриро
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вать уравненія: (3) 5, 7 и 2) В. 9 главы Г. Въ этомъ пара

графѣ мы разберемъ одинъ частный случай уравненія (3)37

главы 1, именно: найдемъ при какомъ значеніи А интегри

руется въ конечномъ видѣ уравненіе:

Для этого введемъ новыя перемѣнныя В, и В,, связанныя

съ прежними слѣдующими равенствами:

4511. „ Ф. 45. „, „ (45XI.

« (21-4.52-413)

45, V”, „, 44, 45, . 162, VI.

«(27-453-413)

Или

94„ 4

дe,Г" да,

4. . . . "
95.—5, 95

43—94,

гдѣ

5.44 Саll’

"Т а,

,„ счас? У (3)

*” а,

r- у а?..–а, а, нечно

Подставивъ въ (1), получимъ:

д"О I 1 дr д0 I 1 дr д0.I Ага,

з5-44481-444г—193;? „

да, да,

Полагая, далѣе,

он-Гм.

будемъ имѣть:
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95-1294—-345] и
4, 4, палв4,т.У, 451 "

да, да,

Послѣднее уравненіе интегрируется, когда;

1204 „L44.-141

тебѣ, да „. 54. Т03--449

да, да,

гдѣ п-цѣлое положительное число *)

Въ самомъ дѣлѣ, полагая въ этомъ случаѣ:

эт-1ли,

----------,

д4,

{14-421-443-4.

35—4 I 141,т 15) 155— 1— 76 —55-1

45,319 ": " оз. 1 1 т” 55,

МцВ,-н-3.)”

получимъ:

интегрируя которое, будемъ имѣть:

дМ.

д4,

219—1,
(9,---54) 59--пЛ,–о,--2, о,--...-н-3..”г"о...,--пЛ,–о,-н-2, о,--...-н

гдѣ «дь о,...о.,—произвольныя функціи перемѣнной 9;

но, такъ какъ намъ достаточно имѣть частный интегралъ,

то можемъ приравнять нулю всѣ произвольныя функціи и

тогда получимъ:

Мав9,-н-3.)г"ф„(5.),

гдѣ ф.,–произвольная функція.

Совершенно также, полагая:

„ . „, „д"—"М

мнѣ,--55---5,
-4

получимъ:

Ма-I9,--9.)г"д.,(В.)

*) Если п-какое угодно число, то уравненіе интегрируется при помощи

опредѣленныхъ интеграловъ, но мы здѣсь на этомъ не останавливаемся.
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и полный интегравъ уравненія (1) будетъ:

мнѣ-за 34-1-45-541

-5414-45 гг. 1) «о

5 4. Интегрированіе одного частнаго случая уравненія (2) 59

главы 1.

Управленіе (2) 5 9 главы 1 имѣетъ слѣдующій видъ:

II.„. 594осѣд

594552.21.425.95
53—5-—-манд.4-ну,

д. и " "" "” (1)

Посмотримъ, при какомъ значеніи для А уравненіе это

интегрируется въ случаѣ: пане?..

Для этого введемъ новыя перемѣнныя:

555544---599445

тогда, какъ мы это замѣтили въ примѣчаніи къ 5 9 главыГ,

будемъ имѣть:

994сli „294444454, 1945454сль! а

да,... а) Т65, Г да,. . . 25) Т б5, да,... х.)

и уравненіе (1) обратится въ слѣдующее:

499у, [4555,-501"

49941991

i..Л

23.У,454сль? Чудеса!

5555 д.“"""б9374) """бій,"Тутт

2-444"зд.“-Iг41ту?

4.4

455---4) - -. "

„14-1555554---51

та; 2.Таба.Т)

4..?

455.--51.)

д1 а..., Т494444---597, С, . . . С

414-4155---51.

-54—4595—-4-мя

i..Л



— 666 —

Полагая:

444сь!"1.

5. 1455551-му

i..Л

19. Васѣ. 494559).

5-44944994...4 "

99459III”.

X4-1945591-мъ I

1. 1 143)

455---51.)
д 1 а..., 2949494444492. С. ....В

«ЕВI.... и....»

д.—другу—-14- 4

1. 1 1

99445.--4) - -

5555555. 554 I552. ку гт.175775]

5 т. . . I

Получимъ:

d 11, д. . , д4!У д. 11, д. . , д4!...А

449-45)-4(59-42)-4 и

Итакъ мы видимъ, что при соблюденіи условія, вытекаю

щаго изъ положеній (3), уравненіе (1) приводится къ урав

ненію, неотличающемуся по виду отъ уравненія (1) предъ

идущаго параграфа и поэтому оно интегрируется при тѣхъ

же условіяхъ, при которыхъ интегрируется сказанное урав

неніе; именно, вводя новыя перемѣнныя ту, и то,, удовлетво

ряющія уравненіямъ:

да, „ да, да.... 54.

5—4555-45

——4,-I-а,, LII-35} (5)

«- ----------

*—

II IIОДАРВАЯ:
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142 . шабашленій

здѣду, 49 фу, фу. Т(т.-t-5.)”

да, да,

получимъ:

«. . . . , пй! 4""" П,,, „... „, ,, „Т

«-ма-а"156-1-4-4111

д"г" [„. . . „.....„

--5-1-14-1-4441} «оду,

Замѣтимъ здѣсь, что уравненія (1) 5 3 и (4) настоящаго

параграфа, въ случаѣ когда Ааа!), представляютъ собою,по

виду, уравненіе, которое послужило Бельтрами *) для обоб

щенія функціи комплекснаго перемѣннаго, разсматривая по

слѣднюю не на плоскости, а на нѣкоторой поверхности. Въ

случаѣ, когда функція т (равенство (3) 5 3) удовлетворяетъ

уравненію.

19).44—4)

74555."155355 "

интегралъ уравненія, разсматриваемаго Бельтрами, получается

въ конечномъ видѣ.

5 5. Интегралъ Коши въ нѣсколько обобщенной формѣ.

Выведенныя нами формулы (9) 55 1 и 2 могутъ служить

для полученія цѣлаго ряда замѣчательныхъ опредѣленныхъ

интеграловъ. Во всемъ послѣдующемъ мы исключительно

займемся выводомъ тѣхъ слѣдствій, которыя получаются изъ

разсмотрѣнія формулы (9) 5 1 для случая двухъ перемѣн

НЫХЪ.

Принимая, какъ мы это дѣлали въ 93, новыя перемѣнныя

З, и 5,, удовлетворяющія условіямъ:

*) Вeltrrmi Пellе variabili соmplessesорrа una suреrficie qualunquс(Аn

nali di Мathematiса, 2 série, t 1)
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5 45. 45.455

42, Т"""?"даГ? да,

т.-24325. 23442

г а, г а,

r- у а,"-а, а, нечно

(1)

и предполагая, что функціи Р и О удовлетворяютъ уравне

нію (1) 5 3, мы преобразуемъ равенство (9) 5 1 въ слѣду

ющее:

имеха-IIм24-34)«4. Чуда

дМ., д41.

—«194-34)

гдѣ:

. I ("Гд1У„ дХV.

ж-I[34-34)

р

2, 1—3,

5, 442,

р

ду
I.1

при чемъ В" и В." суть значенія функцій З, и 5,
когда пе

ремѣнныя х, и х, принимаютъ значенія х," и х,", при кото

рыхъ функція М. обращается въ безконечность;

Рыг1410--447

м-4-412--14-15-та!

-45-1-5-ха!

дан

-а-ху14-15-1-94 I

-4414-что!
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При этомъ предполагается, что функціи 2, и В, разлага

ются въ рядъ Тейлора во всѣхъ точкахъ разсматриваемой

части плоскости, ограниченной даннымъ контуромъ, и что

(5,-н-3.) необращается въ нуль ни въ одной изъ точекъ ска

занной части плоскости.

Равенство (а) можетъ быть написано въ одномъ изъ слѣ

дующихъ видовъ:

1 1 4-5-1- 1 4 . . 141 . ГГ-4945 . 5-44 .

41ямeа-IIму!-I(ма-х254) о

41-мало-Iмѣ-I(«В-м294). «

гдѣ ЛУ измѣненіе произведенія ММ., когда разсматри

ваемая точка контура описываетъ полный контуръ; въ част

номъ случаѣ, когда значенія произведенія въ точкѣ исхода

и въ точкѣ прихода одинаковы въ то время когда точка

описываетъ полный контуръ,–то ЛМав9.

Положимъ теперь, что:

ф,–цѣ, —В.")"—Чуда,—В.");g, —(9,–5.)"—146,—Е,"),

и вычислимъ при этомъ предположеніи значеніе величины

И”. Для этого отберемъ въ выраженіи:

94„ . 445

54—54,

только тѣ члены, которые обращаются въ безконечность въ

точкѣ (х,”, а,"), такъ какъ остальные члены не вліяютъ на

значеніе величиныИ, и тогда:

и на г-ать!

1

па-та-та-таы)I

d2, d2,

.5 " Я —Я "

цтч-д чет че3

п (п–1)

б. . 1
уѣ

5-1-55 разб;

но легко убѣдиться, что часть интеграла, содержащая лога
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риѳмы, обращается въ предѣлѣ въ нуль, поэтому будемъ

имѣть:

. I” ("” 49, 413. У

тыя. »–тот-II(144-144]«-ры194—195)!..„

при чемъ при пе-1—множитель:1.2...(п–1) долженъ быть

замѣненъ единицею.

Положимъ далѣе, что

лю

Г- С —ли и...» 4

2, чащ,--и, 1; 2,44,-I-11,

145-1999919949З,—8,"Т) и,— и,"-t-itu,— и,") „

ж
--4 — и „у чу ч т члч4 ч н у д.,

тогда

—4-

4199999454945494Г1"”(и, -и!)"Го, Ст. 1)?

- 1655555555444(и,–и,")“-н-(д,—ту?)?

Предполагая, что функціи и, и та, разлагаются въ рядъ

Тейлора, будемъ имѣть:

и,—и,"—а (2,—х: ")-t-b, (х,–21)-t-...

и,–и,"— а, (х,—х: ")--Б, (х,–х,")-t-...,

но такъ какъ мы имѣемъ въ виду перейти потомъ къ пре

дѣлу, то можемъ въ этомъ разложеніи откинуть члены выс

шаго измѣренія и тогда получимъ:

145—„13,-3..”!”

—1 (414(522); 37 (255)!)[4555.").14455III”:

”91Та.1912.)Б(212).1414, 421-44, 45, Са-III

, „I” (х,—х,")d(х,—х,")–(х,—х,")d(х,—х,")

-ла-15555555555499554-55

гдѣ: Пeа,b,–а,b, не за О.
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Примемъ за контуръ, по которому производится интегри

рованіе эллипсъ, уравненіе котораго:

[а, (х,—х: ")-t-b, (х,–х,")]?-н-Iа, (х,—х,")--5, (х,–х,")]Iа- 1,

тогда первый интегралъ очевидно равенъ нулю, второй же

обращается въ удвоенную площадь эллипса, которая равна;

***

5чему

гдѣ знаки не зависятъ отъ знака

447, у")

4--53;

Точно также найдемъ:

т. 1595--44

гдѣ знакъ зависитъ отъ знака выраждиія:

діи,, и,)

да, 2,)

въ точкѣ(х, 21).

Такимъ образомъ получаемъ:

1) Если въ точкѣ (х,”, х,") опредѣлители:

д(и,, и,) . ди, и,I

4575 " Я?"?”

И93-10

одного знака, то

2) Если сказанныеопредѣлители въ разсматриваемой точкѣ

имѣютъ различные знаки, то

И”а на 1.2. . . (m—1)41,

при чемъ верхній знакъ соотвѣтствуетъ тому случаю, когда

опредѣлитель

Т хуп. вып. 1V. 43
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ди,, и,)

42, 25)

положителенъ, а нижній знакъ–случаю,отрицательнаго зна

ченія опредѣлителя. Имѣм въ виду все вышесказанное, поло

жимъ въ равенствѣ (2) напримѣръ:

т. е. 1

5, 442-4-254, 5,42,—234

Ма 1912,–2,")-t-lg/3,–2,!"),

тогда будемъ имѣть:

9) л. 1.--

4944-446.

т. е. мы получаемъ извѣстный интегралъ Коши; вообще же

на равенства (а), (3) и (у) можно смотрѣть, какъ на нѣко

торое обобщеніе формулы Коши.

5 6. Формула Пуассона.

Обобщенныя формулыКоши предъидущаго параграфа мо

гутъ служить для полученія цѣлаго ряда весьма замѣчатель

ныхъ опредѣленныхъ интеграловъ. Мы здѣсь покажемъ, ка

кимъ образомъ изъ интеграла Коши получаются извѣстные

интегралы, выводимыя обыкновенно отдѣльно, независимо отъ

интеграла Коша.

Начнемъ съ формулы Пуассона.

Изъ полученныхъ равенствъ (3) и (6) имѣемъ:

III944—449]нимает-ати о

гдѣ:

5, ах,--tх,; 5,52,—iх,; 5,"—2,"-н-1217; 3,1527—12; iну—1.

Полагая:

3

5 „ —я „, , „ ея „УТ99? —

„454"; 1-г9; 27--- Вe”, 1747"каг".
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9-ча не на

р — - - -

получимъ:

4422.996.299 1-выа. 11,

II9999499991-зна-сам «

—12

откуда;

194449акая....»

5455-4-5-лепе-кали въ

ча Т . .

Е(ае)–(1–ре“) регу

ЕДрег”")ні-рег”"), да-9)

Полагая въ равенствѣ (3) ра-О, будемъ имѣть:

[ихаго-легла нако-коми

IIДII

[Верт64571455—46).

1-t-p?–2рсоs).

которое вмѣстѣ съ равенствомъ (3) даетъ:

ЕйrіЕ.(0)--В. (0)],

г. . . . .

5575-157)

1-t-p?–2рсоs).

—-Е(р)--Е0)]

g

19444994499...........аь.

я назаду-ти-лѣт-ко

(1–рсоst)d1—11Е(р)--Е(0)-

---Т

-- Ефр.)—Е0)]

459



—674 —

Послѣднія формулы и формула (3) и суть извѣстныя фор

мулы Пуассона, имѣющія, какъ видно мѣсто, когда рес l и

и когда функціи Е” и Е-голоморфны для всѣхъ точекъ раз

сматриваемаго круга радіуса р.

5, 7. Формула Абеля.

Полагая въ формулѣ (4) предидущаго параграфа:

Е(зе")— Та-а--зе“

Крег”")— Га--а--ег"),

будемъ имѣть:

4ла--5)–111а--а--е”)--На-----рег”")ф.

IIДИ

зала--1-1(Ла--а--е”).--На----зе-")ф.

(!)

Пелагая, далѣе

7.

4544

получимъ:

Сло

11, 1 . . 29 У . . . . 29 V

на-а-IIIIIIгIIIIIIIIIIIIIIIIт

, —„1.—

Послѣднее равенство, если въ немъ положить:

" -------------

55---56-15--2р

2о V. Г. 1-t-ili

14-15-1-94-959}

обращается въ слѣдующую формулу Абеля:

сло

------(49995944
1-4-11

(1)
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«т»«т»4513)«т»«т»

. 1

ва отъ 13

5. 8. Формула Фруліани.

Полагая въ равенствѣ (4) 5 6. .

кого-на-а-а?); «-----449

Ефег“)--ма--а--ег”"); а--а--ег?),

получаемъ:

У. . . . . . У. . .

14---59); 4---5994-144---зег794-----

О (!)

. 9 . . . .

--зег”анда--з51144;-не!").---Ла--а--ег*) д.

(!)

Положимъ въ первыхъ интегралахъ обѣихъ частей равен

ства?

4.1-тз

?”12, 1

во вторыхъ же интегралахъ положимъ

шо...1-тз

”1--те!

тогда равенство приметъ слѣдующій видъ:

Сло

25 V. I I 25

[414-41)-(4-1444

5 —---5—
1—m'e?

Сло

2р V, Л; 25

(!)

7 . . 4

-4. (194539

42

о Т1"”.-354

Сло

25

III-434

1—т129
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Полагая, далѣе:

2р

1-4-та
414-415)-а-жите-«

2р

4--54)-«-тѣ

будемъ имѣть:

14-ти-те-I«е-«че

5 Тó

---15---------

(1) О

допуская, что разсматриваемыя функціи удовлетв21599

условіямъ:

р. 92

к I 55 .

ты (часть I-л. 114-1

у рi-о р р.-о

положимъ въ первыхъ интегралахъ;

а-а-тгадки,

во вторыхъ:

а-а-пга Ки,

тогда

(«мать-144

7. То

(1)

-«)(-то»-I-чтчче

(9) О
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Дѣлая въ полученномъ равенствѣразличныя предположенія

относительно функціи 4, допускаемыя условіями, которымъ

эта функція должна удовлетворять, мы получимъ цѣлыйрядъ

формулъ; такъ напримѣръ если:

—Ки

«--4; 14--15--46-1--да,

то получимъ формулу Фруліани:

Сло

(99519а-ма!.) и

(1)

5 9. Теорема Парceваля.

Формула Коши намъ даетъ:

21т

-49449

4-ю-1945494

6

Взявъ производныя по р, получаемъ:

21;

п r Тги... . ..14о.34
21" И Т Т 192—4—2927""Iе

(!)

Положимъ теперь, что у насъ имѣется функція:

4-te?–ргѣ

разлагаемая въ рядъ по теоремѣ Тейлора, т. е.

4ѣ-ге!–ру-Iная-се?–ру-"40)---...

«С-всI.»ы...»

--55-го-4

тогда получимъ:

(1)

(2)
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414-ти-те-тета-39--4з

---445-ти-те-то!

”... .....»

--1455554-55-а--ва,

(!)

Если съ возрастаніемъ п; В стретится къ нулюнезависимо

отъ значенія Ж, то при ра-10, получаемъ теорему Парсеваля,

IIIДево:

21т

[т.-еста--на-а-I«на-тать

.342

ргс

55го- . I

—4

5 10. О формулѣ Куммера ").

Изъ формулы (4) 5 6 имѣемъ:

«та-IIшеніе»-въ-точь

ó

ИДII

т; т

2 2

няю-Iкажете-I ка-та

*4- „мы

5 Т2

*) Формула Куммера имѣетъ слѣдующій видъ:

ту

5 1

(кажется «не-те-т

т (0

2
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Дифферендируя послѣднее равенство по р, легко убѣжда

емся, что:

14---54

со44

интегрируя же по частямъ равенство:

р

2

(т.-естанта

2

получаемъ:

ту

2

74

55-го-1та«т»та

ру

—g

Послѣдняя формула дополняетъ собою формулу Куммера,

которая при таб или при п цѣломъ и отрицательномъ пред

ставляетъ собою неопредѣленность.

С.-Петербургъ

2 декабря 1893 г



О НАХ0ЖДЕНІИ ДРОВНЫХЪ РАЩІОндальныхъ ин

ТЕТРАЛОВЪ ЛИНЕйныхъ диффБРЕнцилльныхъ

УРАВнкн1й ").

Н. Тюнтера.

вопросъ о нахожденіи дробныхъ раціональныхъ интети

ловъ линейнагодифференціальнаго уравненія мы можемъ счи

тать рѣшенымъ, если мы знаемъ такую цѣлую раціональную

функцію, по умноженіи на которую дробные раціональные

интегралы даннаго уравненія обращаются въ цѣлыя раціо

нальныя функціи.

Дѣйствительно, положимъ, что намъ дано линейное диф

ференціальное уравненіе порядка п

Х„у?--Х„,у"""---...---Ху“---... Хунг-С, (1)

въ которомъ

Х„Х„,. . . 23--25. Оуд7

*) Настоящая статья, рекомендованная академикомъ А. А. Марковымъ,

внутренне соприкасается со статьею проф. П. А. Некрасова, содержащею

изложеніе способа академика В. Г. Имшенецкаго для нахожденія алге

браическихъ раціональныхъдробныхъ рѣшеній линейныхъ дифференціаль

ныхъуравненій (см.Матем. Сборникъ, т. ХVП, вып. 2, стр. 341—382,

1893). Выраженія К,разсматриваемыя Н. Гюнтеромъ, получаются изъ ука

занныхъ въ статьѣ П.А. Некрасова функцій ф, приха-а,т—п-t-а–5–1

и при надлежащей перемѣнѣ обозначеній (Матем. Сб., т. ХVП, вып. 2,

стр. 366). Въ статьѣ Н. Гюнтера главный результатъ изложенъ въ формѣ,

ближе подходящей къ пріемамъ и обозначеніямъ Лiувилля.–(Примѣч. Ред.).
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цѣлыя и раціональныя функціи, имѣющее нѣсколько дроб

ныхъ раціональныхъ интегрловъ, и пусть Рцѣлаяраціональ

ная функція, кратная знаменателей этихъ интеграловъ.

Тогда, если у дробный раціональный интегралъ уравненія

(1), функція .

г-нуВ

цѣлая и раціональная, и слѣдовательно, положивъ

2

учр

и введя въ уравненіе (1) новую перемѣнную г,мы получимъ

линейное уравненіе, въ которомъ каждому дробному инте

гралу даннаго уравненія, соотвѣтствуетъ интегралъ въ видѣ

цѣлой и раціональной функціи, нахожденіе котораго не пред

ставляетъ уже затрудненій.

Такимъ образомъ вопросъ о нахожденіи дробныхъ раціо

нальныхъинтеграловълинейнагодифференціальнагоуравненія

сводится къ нахожденію цѣлой и раціональной функціи Р,

дѣлящейся безъ остатка на знаменателей искомыхъ дробей

т. е. содержащей всѣ множители этихъ знаменателей въ сте

пеняхъ не меньшихъ тѣхъ, въ которыхъ они входятъ въ эти

3IIАIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII.

2. Положимъ, что дифференціальноеуравненіе (1) имѣетъ

интеграломъ дробную раціональную функцію, знаменатель

которой содержитъ 2-а множителемъ кратности р,

О,

497слу

и пусть 2-а входитъ множителемъ въ коэффиціенты уравне

нія (1)

544.-д---25---25

соотвѣтственно въ степеняхъ

35?...» - - -995- - -99,„Lа э« - - --4) - - - --,
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Для удобства представимъ дробный интегралъ уравненія

(1) при помощи разложенія на простѣйшія дроби подъ

видомъ:

А

455---5, 9дра

гдѣ А постоянное, а Е дробная раціональная функція, зна

менатель которой содержитъ х-а множителемъ въ степени

меньшей р, и Х,—подъ видомъ:

Х1-42–а)”. [В.-н-(х–а)Т),

щ.I25. 1 ш. (39”!..„

знач. I-494.4

гдѣ

и Т цѣлая раціональная функція.

Продифференцировавъ (2) i разъ, имѣемъ:

1. А-1) рір-1)... (р--1—1) . „,

„454-----

гдѣ Е" дробная функція, знаменатель которой содержитъ

х—а множителемъ въ степени меньшей р-а-й.

Произведеніе у“ на Х, можно, очевидно, написать подъ

видомъ:

ху------

14-15--4. 4-ма

---от I

гдѣ Т нѣкоторая дробная функція, знаменатель которой на

2–а не дѣлится.

Если р-а-1-5250, знаменатель дробной функціиХу? со

держитъ 2-а множителемъ въ степени р-а-а-а,

Если-же р--1-430, знаменательХу?"свободенъ отъ мно

жителей хе–а, числитель-же ея содержитъ 2-а множителемъ

въ степени ду-1—р.
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Давая і всѣ значенія отъ О до п мы получимъ

Х„у",Х„у?"г?...Ху",...Ху.59

въ видѣ дробей, знаменатели которыхъ содержитъ х–а мно

жителями соотвѣтственно въ степеняхъ

р-t-п-а,р-а-т-1—2„L, „. . .,р--s—а, . . .,р-2.

Сложивъ полученныя такимъ образомъ выраженія, мы по

лучимъ результатъ подстановки (2) въ лѣвую часть уравне

нія (1), который, если (2) дѣйствительно интегралъ уравне

нія (1), долженъ быть тождественно равенъ цѣлой и раціо

нальной функціи С.

Пусть рен-в-а, наибольшее среди чиселъ

р-1-п-2.5-1-п-1—2„L,,. . .,р--8— а, . . .,р-а.

Могутъ быть 2 случая: случай р-а-з-а, сео и случай

р-н-3–230. "

Въ первомъ случаѣ, назвавъ черезъ К сумму

К-д01—170-1)... (р--1-1) В,

распространенную на всѣ значенія і, для которыхъ

р-t-i-а,–р-в-в-а,–тах.

или проще

г-а,–в-а,-тах.,

мы можемъ представить результатъ подстановки (2) въ лѣ

вую часть уравненія (1) подъ видомъдроби

-54--15---21. о

Здѣсь Т, дробная раціональная функція, знаменатель ко

торой на х-а не дѣлится.

Для того, чтобы выраженіе (3) могло быть равно цѣлой

и раціональной функціи Г, прежде всего необходимо удов

летворить условію:
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Кн.А.К-1) рір--1)... (р-I—1) В-ю. (4)

Напомнимъ, что суммированіе распространено на всѣзна

ченія і, для которыхъ

1—23448–адетах.

Выраженіе (4) даетъ намъ необходимое условіе, которому

должны удовлетворять а и р для того, чтобы знаменатель

дробнаго интеграла у могъ содержать множителемъ (х–а)”.

При извѣстномъ а, но неизвѣстномъ р условіе (4) обра

щается въ уравненіе, изъ котораго можно найти р. Для того,

чтобы изъ уравненія (4) можно было найти для рцѣлоезна

ченіе большее нуля, К не должно быть одночленомъ, т. е.

въ ряду чиселъ

р-1-74-7, - . . . 12-1-8—7, - . .,р-а,

должны по крайней мѣрѣ два, будучи наибольшими, быть

равными между собою.

Отсюда слѣдуетъ, что всегда должно имѣть мѣсто соот

ношеніе

р-1-п-2.55р-t-s—а,

при 8 неравномъ п, и потому

а.цеп-з-t-а, съ С,

т. е. только для тѣхъ значеній а можетъ быть удовле

творено условіе (4), которыя обращаютъ Х. въ О.

Отсюда вытекаетъ теорема, доказанная Ліувилемъ”).

Теорема. Еслилинейноедифференціальное уравненіе порядка

п имѣетъ частнымъ интеграломъ дробную раціональную

функцію, знаменатель который обращается въ О при хана,

то а обращаетъ въО и коэффиціентъ при наивысшей произ

водной въ данномъ уравненіи.

*) Л. Liouville. Sur détermination des integrales dont la valeur est al

gebrique. Jour. de l'Еcole Рolуt, t. ХIV, cah. 22.
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Изъ этой теоремы слѣдуетъ, что въ составъ функціи Р

можно не вводить множителей, которыхъ нѣтъ въ Х„; слѣ

довательно мы можемъ ограничить наше изслѣдованіе кор

нями уравненіяХ.-0.

Положимъ, что а корень уравненіяХ.-0 и соотвѣтству

ющее ему уравненіе

К–42—11рор-1)... (р-t-1) В-ю

имѣетъ нѣсколько цѣлыхъ и положительныхъ корней

Ряз.Раз- - -444

среди которыхъ р, наибольшій и удовлетворяетъ условію

р,--в-а, саб.

Если мы положимъ, что х—а входитъ множителемъ въ Р

въ степени р,, то мы можемъ утверждать, что я,—уРдроб

ная функція, знаменатель которой х-а множителемъ не со

держитъ, т. к. если въ знаменатель искомой дробной функ

ціи 2-а входитъ множителемъ, то въ степени р.р„...р.,

не превышающей р,.

Мы исключили случай р-а-з-а,350.

Этотъ случай однако не противорѣчитъ теоремѣ, доказан

ной выше, т. к. изъ неравенствъ

адаев-н-р,

549-н-32, а.., 44—1-1-19,,, „. ., 2524-1-1р.,. . ., 254

слѣдуетъ, что х—а входитъ множителемъ въ каждую изъ

функцій

44-55-----25----Ху «

Онъ входитъ множителемъ въ общій наибольшій дѣлитель

функцій

ту, тург (уд-— 4) "пру" (19

Х„1", Х„L,"т",... ХУ",... Х,

въ степени равной а,–я.
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Замѣтимъ, что мы можемъ полагать, что х—а въ этомъ

случаѣ множителемъ въ С не входитъ.

Результатъ подстановки (2) въ лѣвую часть уравненія (1)

въ этомъ случаѣ дробная функція, числитель которой содер

житъ х–а множителемъ въ степени ду-s–р, именно:

(х–а)?» — "т"? [К-н-42-а) Т. 1, (3)

гдѣ по прежнему

Ка-А21—1) рір--1)... (р-t-1)В,

2

1—258-259.—тах.

Если (2)дѣйствительно интегралъ уравненія (1), то функція

(31) должна быть тожественно равною П, и изъ того, что

Сне равно нулю при хана, слѣдуетъ, что а,–р—8250быть

IIIII. IIIIО3Ее?II.

Остается предположеніе

—а,–я.

Чтобы сразу охватить оба случая, можно вводить мно

житель х—а въ степени равной а,— s Ос- О, если изъ

уравненія (4) получаются для р меньшія значенія или

вовсе не получается никакихъ цѣлыхъ положительныхъ зна

ченій. Мы можемъ ввести такимъ образомъ въ Р лишніе

множители, которые однако не нарушатъ правильности на

шихъ выраженій.

Такимъ образомъ, зная корни уравненія Х„Е0 и изслѣ

дуя каждый изъ нихъ въ отдѣльности, мы легко составимъ

по частямъ функцію Р.

Чтобы удобнѣе было производить эти изслѣдованія, мы

представимъ уравненіе

ж-ла-та-та-, чт-115

1—234–8—43тах.

1
„—0, (4)

Л".
«А

въ болѣе удобномъ видѣ.

3. Введемъ слѣдующее обозначеніе

1–арап-li, (А)1
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такъ что s-а,-п-li, и суммированіе въ (4) оказывается

распространеннымъ на всѣ значенія Ч, для которыхъ

п—hзнат-1ватах.,

или проще

hзнѣ,— тіn.

h, для краткости будемъ обозначать просточерезъ Б.

Можно однако распространить суммированіе и на всѣзна

ченія 1, переписавъ К такъ:

. . ..1 (—17X.

к-за оч-р. 4-1-443-444).

ибо при

h, То- 1

имѣемъ:

4–п-t-hеса.–п-t-her,

и потому

(555).-«

Этимъ мы прибавимъ къ (4) только нѣсколько членовъ

равныхъ нулю. Мы получимъ

5 . . . . . . 4

ж-421-чть-то я не-114-39--4).-54

ie(0

Назовемъ для краткости черезъ О, (р) сумму зависящую

отъ р и отъ В

44-5-лѣт-нѣ, 4--45-541.—

” . . *
202со

4--1554-го...»-»-1-4-5

1х21
---. . . . . . 134-1

--по-тѣ-ш- «-----55

---... Черфр-t-1)... (р-t-п-4—1) (Х„).„

т. хуп, вып. 1у. 44

—4
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тотъ опыта«тѣ» тѣмъ

КнС,(р)–0. (6)

Укажемъ на 2 слѣдствія введенныхъ нами обозначеній.

1) Изъ равенства

1—234–т-ѣ, (4)

непосредственно слѣдуетъ,

h,—п-t-1-2,аn—1250,

т. е. что Л величина положительная, могущая принимать

только значенія 1, 2, 3, . . .

2) Всѣ функціи Одр.), для которыхъ 1осi, тожественно

равны нулю.

Дѣйствительно при Іоi имѣемъ:

* . 1
-.. . . . . . . Ч""”!»-

один-III-г-г-го...»----------449

jel

(В)

п-t-а,-„нап-й...„

4.-„нѣ.-5–41-45-1-7

II

(1— 5)

(хУ1.-4

ТОЖЕВСТВ6IIIIО,

Это заключеніе даетъ возможность весьма легко составить

для каждаго а соотвѣтствующее ему уравненіе

К- О, (р)— О.

Будемъ подставлять а послѣдовательно въ О, (р), О, (р)...

Первая изъ этихъ функцій, не обратившаяся тожественно

въ О, и дастъ искомое уравненіе.

Если ар-з больше нуля, то Б больше п.

4. Положимъ, чтомы какимъ-нибудь образомъ разложили на

множители функцію Х„ и имѣемъ

Х„нах–а,)?"(х–а,)?“... (х-а.)".
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Составимъ произведеніе

Маtz-а,) (х-а,)... (2–а) (2-а„1)... (2—а.)

изъ всѣхъ различныхъ множителей, входящихъ въ Х„,

Если уравненіе (1) имѣетъ интеграломъ дробную раціо

нальную функцію, то въ знаменатель этой функціи немогутъ

входить множители, не входящіе въ М.

Положимъ, что, изслѣдуя порознь корни

944 Ф.-- - -44ѣ 4945 . 5- - -995

уравненія М-0, мы нашли, что

(2—4, 1, (2-45),--. (2—4.)

ен могутъ входить възнаменатель искомой дробной функціи.

Напротивъ пусть для

(х-а), (2–а,),... (2—а.)

мы нашли цѣлыя и положительныя значенія р;

19, 105 . . «Ду

Замѣчаніе. Если какому-нибудь а, соотвѣтствуетъ нѣсколько

цѣлыхъ и положительныхъ значеній р, то за р, мы беремъ

наибольшее. Если уравненіе (6) даетъ для какого-нибудь а,

значеніе р меньшее а,–я, то за р, мы принимаемъ а,–в.

Не трудно убѣдиться, что произведеніе

занула: —-а, 191х–а)”... (х–а)98,

если у раціональный интегралъ уравненія (1), функція цѣ

лая и раціональная и что, слѣдовательно, произведеніе

(х–а, 1912–а,)99... (х–а)”ѣ.

можно взять за искомую функцію Р.

Такое рѣшеніе интересующей насъ задачи повидимомутре

буетъ полнаго разложенія функціи Х., на множителя первой

449
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степени; но только повидимому, какъ замѣтилъ уже самъ

Лiувилль *), чтó мы и покажемъ въ слѣдующемъ параграфѣ.

5. Мы видѣли, что только множители функціи М могутъ

входить въ знаменатели дробныхъ раціональныхъ интегра

ловъ уравненія (1). Нахожденіе М не представляетъ затру

дненій. Если 10 есть общій наибольшій дѣлитель функцій

Х„ и Х”, то

м-5

I) "

Значенія р, соотвѣтствующія нѣкоторому а, только въ

томъ случаѣ могутъ быть найдены изъ уравненія

О, (р)—О,

если а не обращаетъ въ О ни Х", ни Х„...

Представимъ М слѣдующимъ образомъ

М-ll, В, С,

гдѣ А, В, и С, суть такія функціи, что всѣ корни уравне

нія А,–0 обращаютъ въ О какъХГ, такъ и Х„, всѣ корни

уравненія В, надо обращаютъ въ О одну изъ функцій ХГ,

Х„,, не обращая въ О другой, и всѣ корни уравненія С.-0

не обращаетъ въ О ни Х", ни Х„,.

Нахожденіе А, В, и С, не представляетъ особенныхъ за

трудненій.

Назовемъ черезъ П, общій наибольшій дѣлитель функцій

М и Х”,

М-10, 17,,

Х”.–П, Т,

и черезъ П, общій наибольшій дѣлитель функцій 10, и Х„,,

*) Тoutefois on se formerait de notre méthode une idée trés— ineхacte si

l'on se figurait quе роur Гаррliquer auхcas рarticuliers on a besoin de résoudre

certaines éguations. Сelа n'est рoint du tout nécessaire, et les géométresver

sés dans la théorie des fonctions sуmétriques le сomрrendront d'abord.

Лour. de l" ЕcoleРolуtéchnique. Сah. 22, р. 175.
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10,410, Е,

Х„,—Д. Т.,

и слѣдовательно

ХГ.—П, В, Т,

М-П, Е, 1, .

Очевидно, что только корни уравненія П,в0 обращаютъ

въ О одновременно какъ ХГ, такъ и Х„L,. Слѣдовательно

А,--10,—общему наибольшему дѣлителю функцій М. ХГ, и

Ж.--- "

Корни уравненія К., но, гдѣ Е, общій наибольшій дѣли

и 19 — 44—— —- т -. -

тель функцій 1 и 51 обращаютъ въ плѣху, не обы
4 -t-44

щая Х„, .

Если мы назовемъ черезъ К., общій наибольшій дѣлитель

«ть 45; «да-55,титана

обратятъ въ нуль Х„L, не обращая Х”.

Всѣ корни уравненія Е, Е,—0 обращаютъ въ О однуизъ

функцій ХГ, Х., оставляя другую не равною нулю. Слѣ

ДОвательно

III

А, В, "

В,—Е, Е, С, —

Изъ того, чтó было сказано во второмъ параграфѣ, слѣ

дуетъ, что ни одинъ изъ множителей функціи В, не можетъ

входить множителемъ въ знаменатели дробныхъ раціональ

ныхъ интеграловъ уравненія (1).

Поэтому функцію В, мы можемъ вовсе и не разсма

тривать.

Въ уравненіе О.(р)–0 придется подставлять только корни

уравненія СаО.

Представимъ О, (р)–0 слѣдующимъ образомъ:

(р-t-п-1)Х”„—Х„,—0,



— 692 —

т.-е. будемъ считать его лѣвую часть функціей какъ отъ р,

такъ и отъ 2; мы можемъ сказать, что если р дано значе

ніе, соотвѣтствующее одному изъ корней уравненія С.-0

(то, которое мы нашли-бы изъ уравненія О, (р) —0, подста

вивъ въ него вмѣсто х этотъ корень), уравненія О(р)цо и

С40 имѣютъ общій корень х. Слѣдовательно результантъ

ихъ равенъ нулю:

[С.„О (р)]надо,–0. (7)

Условіе (7) даетъ намъ уравненіе, которому должно удов

летворять р для того, чтобы уравненія О(р)–0 и С.-О

имѣли общій корень х.

Положимъ, что уравненіе (7) на ряду съ отрицательными

и дробными корнями имѣетъ нѣсколько цѣлыхъ и положи

тельныхъ корней

Ла 194. - - - -945

среди которыхъ р, наибольшій.

Это значитъ, что нѣкоторые изъ множителей функціи С.

входятъ въ знаменатель искомой дробной функціи въ степе

В825 20, 21), „ . . 275

Какому множителю соотвѣтствуетъ каждая степень, равно

какъ и самихъ множителей, мы пока еще незнаемъ.

Но положивъ

3,

«--55

мы можемъ утверждать, что если у дробный раціональный

интегралъ уравненія (1), то я, нуо."" есть нѣкоторая, во

обще говоря, дробная функція, знаменатель которой общихъ

множителей съ С, не имѣетъ; С, 1?" можно взять за одинъ

изъ множителей, изъ которыхъ составлена Р").

*) вмѣсто су можно однако вамъ и мнѣ болѣе послѣ давать

тельно если Д, есть общій наибольшій дѣлитель функцій

О,0р.)–(р,--п-1)Х"„—Х„, и С1,

то очевидно,чтоэтомуД., соотвѣтствуетъ показатель р.; степени-жерь, р.,4
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Дальнѣйшее изслѣдованіе придется производитьужетолько

съ корнями уравненія А,—0.

А, представимъ въ видѣ произведенія

А, ай, В, С,

гдѣ А, В и С!), такія функціи, что всѣ корни уравненія

А.-0 обращаютъ одновременно въ О

Х”„, Х”... „, Х11—2

функціи входящія въ О,1р.).

Всѣ корни уравненія В,40 обращаютъ въ О двѣ изъ

этихъ функцій, не обращая въ нуль третьей, и всѣ корни

уравненія СаО не обращаютъ въ нуль по крайней мѣрѣ

2-хъ изъ нихъ. - "

А, очевидно общій наибольщій дѣлитель функцій

А,ХГ,Х"...„Х5— 1 5-995-2"

Для нахожденія В, составляемъ общихъ наибольшихъ дѣ

дителей

„ А. ХГ. 27...

я «т»455-45

4, Х”. Х.,

4 I 2525553

в 1 4494494444

* Т А„Е,Е,"А,В, "А„Е,"

" - - - ------------ ------ «- 9

« «т»«т»«т» т.-3-ть «т» «т»
1

упростить такимъ-же образомъ.

Пусть Д., общій наибольшій дѣлитель функцій

(?

да и те

Д, общій наибольшій дѣлитель функцій

62

О, (р.)и 3.5?.— и т. д.

99955

Тогда множителемъ Р вмѣсто С.” можно взять болѣе простую функцію

ло, я пр., 4 р., 99..
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Корни уравненія В.В. В.но обращаютъ въ О двѣ изъ

функцій Х”, Х.,, Х„L., не обращая въ нуль третьей.

Слѣдовательно

А,

44444. 4445

Затѣмъ считая р извѣстнымъ, составляемъ результантъ

уравненій

она--а--гТа-а-а-ах.-

—-Х„L„ЕО

II

С.-0.

Составивъ этотъ результантъ:

[С., О, (р)]ьА, (8)

и приравнявъ его нулю, ищемъ цѣлые, положительные корни

получившагося уравненія.Найдя ихъ, возводимъ С, въ степень

равную наибольшему изъ нихъ.

Поступая затѣмъ съ А, также, какъ съ А, и М, мы най

демъ разложенія

А, чай,В, С,

А,—А, В, С,

449-45. 49. 94.

Дѣйствіе кончается, когда одна изъ функційА, напр.А„„,,

сдѣлается равной постоянной величинѣ.

Затѣмъ составляемъ уравненія

[С., О, (р)]нѣ, —0,

[С.„О, (р)]ь А, —0,

104. „,О. 111444. 444

и ищемъ ихъ положительные корни.
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Если р., есть наибольшій положительный корень уравненія

[С.„О, (р)[44440, 15 п.,

то степень, въ которой входитъ С, въ функцію Р, равнар.

Функціи В, со значками i меньшими п-t-1 мы можемъ

ВЫКИДЫВАТЪ.

Наши выкладки нѣсколько измѣняются для функцій А со

значками большими т.

Положимъ, что, А„„,гдѣ Ка-1, 2 ..., еще не равна

постоянной величинѣ.

Мы имѣемъ А„„L, въ видѣ проиведенія

4.4-494.-141. Ч., а

гдѣ корни уравненія А...., но обращаютъ въ нуль всѣ функ

ціи

п-t-К) туг (п-t-1к-4) -уг (К

ху»--у, х.... что-т.... ху,уд-—

корни уравненія В.,–0 обращаютъ п изъ этихъ пѣ-1

функцій въ нуль, корни жеуравненія С.„НдО необращаютъ

въ О по крайней мѣрѣ 2-хъ изъ нихъ.

Множители функціи А„ входятъ на основаніи этого въ

общій наибольшій дѣлитель функцій

уд.) "пру" (1744— 4), гдруг (4

Х„1"ХI,""г9,...ХУ",... Х.

въ степени большей К, множители-же функційВ.,С.,вхо

дятъ въ этотъ наибольшій дѣлитель въ степени К.

Изъ того, чтó было сказано въ концѣ параграфа 2-го, слѣ

дуетъ, что во первыхъ мы не имѣемъ права вполнѣ откинуть

функцію В.„, какъ сдѣлали съ функціями В, значки кото

рыхъ меньше п-t-1. Ее нужно взять множителемъ Р въ сте

пени К.

Во вторыхъ, что если наибольшій положительный цѣлый

корень р. уравненія

15. 6.461-4.ана о
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5 4, или если уравненіе (9) вовсе не имѣетъ 4999997

тельныхъ цѣлыхъ корней, то за показатель 419999

слѣдуетъ брать К.

такимъ образомъ мы получимъ для Р выраженіе Ф999:

щаго вида:

г-синода... о, то..."-В.„С.„“ В."---

гдѣ

р„41, 1.443--

6. Сдѣлаемъ нѣсколько примѣровъ ").

Примѣръ 1.

4-лу-1оа-1у“—129—22–1911—202-104-59

мых-—1, Х1-212–1), Х1—1002—16

А,—х–1, В,аС. за 1;

44-й, хе-то х------ѣ-ѣ

Ада-В,—1, Сава-—1;

1-2; Одрычур--1) (р-1-2)–(р-t-1)10—(2-294—19).

Полагаемъ ха-1. Получаемъ уравненіе

(р--1) (р-в-а)—(р-t-1)10--20–р"—7р-t-1249);

") первые два примѣра взяты изъ статьи академика В. Г. Имшенецкаго

„общій способъ нахожденія раціональныхъ дробныхъ частныхъ интегра

ловъ линейныхъ уравненій съ раціональными козффиціентами“
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корни котораго

р,— 4, р. 543.

За показатель у х—1 въ Р слѣдуетъ взять большій изъ

нихъ, т.-е. 4.

Положивъ

легко преобразуемъ важное паненіе въ слѣдующее:

(2–1) з2”—27—(х–1)21-t-2зь О.

Полагая

2”— ваи,

получимъ новое уравненіе

(х-1)и?—2u eО.

интегралъ котораго

шанья!“–г-сих–1)".

Интегрируя послѣднее уравненіе по общимъ правиламъ, по

лучимъ

заc;e”-н-сце””—ca“—2х-н-3),

откуда

I сіе“--с„ег”-ctz"—2х--3)

«-—–5–

Примѣръ 2.

(х""-t-5рх1--3gх“–5рух1—4492)у”-н

---(7х""—5рх"—24gх1—20рух-8g"у?--

---(5х2—15рх*-1-30рх.“—10рфу-0.

ота почти лѣтъ отца

Х,42""--5рх1--3ух"—5рух1—4492
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Х”,—11х""-н-35рх"--18529—10рух—4g”

равенъ единицѣ.

Слѣдовательно М.-Х,.

Общій наибольшій дѣлитель функцій

Х, иХ,—7х""—5рх“–244х1—20рух–8g”

равенъ единицѣ

Слѣдовательно

А,— В,— 1, С., а М.

Уравненіе для нахожденія показателей напишется такъ:

(п-t-1)(11х"-н-35рх"-н-1842”—10рух—4g)—(7х""–5рх.“—

—24gх?—20рух—8g")–(11п-н-4)х""-н-135n-4-40)рх"-н

—-(18n-4-42)gх?–(10т-10)рух–(4n-4)у?–0. (1)

Уравненіе МаО имѣетъ очевидный корень

а:е О.

Полагая въ уравненіи (1) х равнымъ нулю, обращаемъ его

IIIЪ

4т—4:О.

Слѣдовательно показатель у х: въ Р равенъ единицѣ.

Остается составить результантъ уравненія (1) и

Мах"-t-5рх"-н-3gх"—5рух–441—40.

Функція М, легко разлагается на 2 множителя:

х""-t-5рх"-н-3gх?–5рух–4g"а

—х""-t-5рх"-н-4ух?–gх?–5рух-449—

зах1х1—4)-t-5рх229—g)--4421—4)–(х"-н-5рх-1-44)(29—4).

Первый остатокъ отъ дѣленія 1-го на
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х?--5рх-1-44

равенъ

—(20n—20)рх"-(26т-26)gх?–(10n-10)рух—(4n-4)g”

и очевидно равенъ нулю только при па-1.

Слѣдовательно х1-t-5рх-1-44 соотвѣтствуетъ показатель

п.: 1.

Остатокъ отъ дѣленія (1) на х1—д равенъ

(аѣт--бота-вот-5ому

и очевидно равенъ нулю при паче—2.

Слѣдовательно функціи х"— д соотвѣтствуетъ показатель

п,–—2 и она не можетъ входить въ знаменатель искомой

дробной функціи.

Полагаемъ

Т(294-5ра-1412

II

Преобразованное уравненіе будетъ

(29—4)s”—5х92-t-5х92-40. (2)

Уравненіе, которому должны удовлетворять наивысшіе

показатели цѣлыхъ раціональныхъ функцій, интеграловъурав

ненія (2), напишется такъ:

п (п–1)—5т-t-5—0.

Корни его п,—5, т,з1.

Полагаемъ

выда?--А,х"-н-А, х"-н-А„х"-н-Ах-1-А,

По способу неопредѣленныхъ коэффиціентовъ находимъ

для А„А, . . . А, слѣдующія значенія:

А,–0, А.—0, А.—0, А, произвольно, А, произвольно,

А„нѣл14.

А, представимъ такъ:
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А,–5рЛ,--С.

Слѣдовательно

гай,(29-t-5рх-1-44)-н-Оr

II

4---5

?”?"А852554:

Примѣръ 3. (проф. К. А. Поссе).

294-1-1)"у“--ха-н-1)"у-(1322“--175х9-t-10529-н-152—5)у

— 6(21—62х1—82х1—402—3).

Маха-н-1),

Х”, —32942-t-1)“-н-42Ча-1-1)",

Х, ахttх--1)“.

А,схtх--1),В1-С1а1,

44-4-ю-и-и-и-и-и-и.

Х”, —(х-t-1)“-4-3х1х.-н-1)“,

Х.-–(132х1-t-175х9-t-105х9-н-15х—5).

А„за-1, В, —(2-t-1),Сах,На2,

О, (р)нару--1)[3х12--1)“--12х1х.-н-1)?--62"Га--1)*)—

— plait-1)9-н-3х1х.-н-1)")—(132х1-1-175х9-t-10529— 152—5).

Положивъ х равнымъ нулю, получимъ уравненіе

—р-1-545О реб.

Полагаемъ

—-3

чч

Преобразованное уравненіе напишется такъ:

(29--429-н-629-н-429-н-29)s”—(10х1--402“-4-5929-н-3729-н

—-72—1)аl-t-130х“—12х1)га: 6х“ца"—6229—8221—502—3).
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Уравненіе, которому должны удовлетворять наивысшіе по

казатели цѣлыхъ раціональныхъ функцій интеграловъ урав

ненія съ 2:

рур–1)–10р-t-30—0

имѣетъ корнями р,—6, р. 45.

Полагаемъ

загадх"-н-А„29-н-А„х"-н-А„х"-н-А.х1-4-42-г-4,

и ищемъ коэффиціенты А., А.,...А, по способу неопредѣ

ленныхъ коэффиціентовъ.

Искомые коэффиціенты должныудовлетворять слѣдующимъ

условіямъ:

А.аl,—А„авай,–0,

—132А,--24,—6-0,

—1754,—124А,-н-37240,

—105А,—164А,--492—0,

— пол-пол-зо-о,

5А,—16А,-н-30А.-н-1850,

4А,—124,440.

Этимъ условіямъ удовлетворяютъ слѣдующія величины:

А„заt), А,аЗ„А„а 1.

Слѣдовательно

зеЭх"-н-1

II

321-4-1

чч

Февраль

1594 р.
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Н. Е. Жуков с к а т о.

(Сообщено на Пl съѣздѣ русскихъ естествоиспытателей и врачей 1894 г.

января 8).

5 1. Рядомъ съ доказательствомъ невозможности образованія

въ жидкости безъ тренія новыхъ вихрей, высказывается обык

новенно положеніе о невозможности раздѣленія вихреваго

шнура на части–о невозможности его разрѣзанія. Это по

слѣднее положеніе, насколько мнѣ извѣстно, небыло обсто

ятельно теоретически изслѣдовано и опирается болѣе на

опыты Томсона съ дымными вихревыми кольцами, которыя

уклоняются отъ приближаемаго къ нимъ ножа.

Но слѣдуетъ замѣтить, что при такихъ опытахъ все-таки

является возможность получить въ продолженіе нѣкотораго

времени вихревое кольцо разрѣзаннымъ на двѣ половины.

Стоитъ только пустить его такъ, чтобы остріе ножа напра

влялось по діаметру кольца; тогда, набѣжавъ на ножъ, кольцо

раздѣлится на два полукольца, опирающіяся своими концами

на бока ножа. Эти полукольца, проскользя по ножу, возсо

единятся опять въ вихревое кольцо (такой опытъ мы много

разъ демонстрировали).

Рѣзкое уклоненіе вихреваго кольца отъ подносимаго ножа

собственно замѣчается въ томъ случаѣ, когда мы желаемъ

разрѣзать кольцо, поднося ножъ сбоку.
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Было бы весьма интересно изслѣдовать этотъ вопросъ тео

ретически, т.-е. рѣшить задачу о движеніи вихреваго кольца

вблизи острія клина, погруженнаго въ жидкую массу, но за

дача эта очень трудная. Въ виду трудности задачи въ трехъ

измѣреніяхъ мы предлагаемъ здѣсь рѣшеніе аналогичной за

дачи въ двухъ измѣреніяхъ, которую ставимъ такъ: изслѣдо

вать движеніе прямолинейнаго вихреваго шнура вблизи ос

трія погруженнаго въ жидкость клина, причемъ остріе клина

направлено параллельно оси вихреваго шнура.

5 2. Выведемъ сначала нѣкоторыя общія формулы о дви

женіи центра вихревой площадки (нормальнаго сѣченія шнура).

Предположимъ, что теченіенесжимаемой жидкости въ двухъ

измѣреніяхъ характеризуется формулами:

. .44

* **;

di

dх

гдѣ и и г проекціи скорости жидкости на нѣкоторыя прямо

угольныя оси координатъ х, у, а

(1)

1) 23

4 — соnst.

даетъ уравненія линій тока. Во всѣхъ точкахъ жидкости внѣ

вихревыхъ площадокъ функція 4 удовлетворяетъ условію

4, 4 —О,

а на вихревыхъ площадкахъ даетъ:

А.I —2e,

гдѣ о угловая скорость частицы жидкости, считаемая поло

жительной при вращеніи по солнцу.

Выдѣлимъ мысленно одну вихревую площадкуи разобьемъ

функцію ф на двѣ части, изъ которыхъ часть 49, зависитъ

отъ граничныхъ условій и отъ вліянія всѣхъ вихревыхъ пло

щадокъ, кромѣ первой, а остающаяся часть зависитъ только

отъ вліянія первой вихревой площадки. Тогда

т. хуп. выи. 1у. 44
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4
4-4-511444. а

гдѣ В есть разстояніе разсматриваемой точки жидкости отъ

элемента площади дт выдѣленной площадки, а двойная инте

грація распространяется на всю площадь этой площадки.

Составимъ, какъ это дѣлаетъ Баmb*), выраженія компо

нентовъ скорости центра тяжести разсматриваемой площад

ки въ предположеніи, что по ней распредѣлена матерія съ

плотностью о. Называя чрезъ х, у, координаты упомяну

таго центра тяжести, найдемъ по форм. (1) и (2):

42, 1 1 Г(44. „. . 1 ГГГРого?.. Да... „,

5-31114 ча-IIIII94-94).

-t-119-t-119--4),

1

" -на

представляетъ напряженіе разсматриваемаго вихреваго шнура,

или половину циркуляціи скорости по охватывающему его

контуру. Четырекратный интегралъ въ первой формулѣ

берется два раза по площади разсматриваемой площадки,

и такъ какъ въ немъ всякому элементу

2324-59

соотвѣтствуетъ другой элементъ

осо"dadé” „, ,

--5--4-ю

съ обратнымъ знакомъ, то весь этотъ четырекратный инте

гралъ обращается въ нуль. Также обращается въ нуль и

четырекратный интегралъ второй формулы.

Мы получаемъ:

") Гатѣ.А treatise on the mathematical theorу of the motion of fluits

5 138.
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dz, 1 ("Гá4,

9--511444

44.„шДГ(45

5---511444

Переходимъ къпредположенію, что площадь нормальнаго сѣ

ченія вихреваго шнура исчезающе мала, а напряженіе вихря

К конечно.

Такъ какъ функція 4, зависитъ только отъ граничныхъ

условій и вліянія вихревыхъ площадокъ, кромѣ разсматри

ваемой, то она вмѣстѣ съ своими производными остается

непрерывной и конечной вблизи первой площадки и при

вступленіи внутрь ея. Мы можемъ въ форм. (3) вынести

производныя ф, за знаки интеграловъ и приписать имъ зна

ченія, соотвѣтствующія точкѣ, лежащей внѣ площадки на

разстояніи весьма близкомъ отъ ея центра. Получимъ:

45. „145, 4)...44

14 "т451 " тагг749 "

Опредѣлимъ ф, по формулѣ (2), предполагая, что размѣры

площадки сравнительно съ разстояніемъ отъ центра пло

щадки точки, для которой опредѣляется 4, суть малыя ве

личины высшаго порядка.

Въ этомъ предположеніи В можно считать за разстояніе

центра тяжести площадки отъ разсматриваемой точки и вы

нести 1718 въ формулѣ (2) за знакъ интеграла:

(4)

4-4-5 ми. въ

Подставляя въ уравненіи (4), найдемъ для скоростей центра

тяжести площадки, который мы будемъ звать центромъ вихря,

формулы:

dх, d Г. К
С!— С.-1 1 — Т.

5-54-944)

du, d Г, К

144——--1 1—I—

5---56-1-44)

459
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Здѣсь надо во вторыхъ частяхъ сначала взять производ

ныя по у и х, а потомъ положить хана,, усу, . Предполо

жимъ теперь, что разсматриваемое теченіе жидкости въдвухъ

измѣреніяхъ, содержащее безконечно малыя вихревыя пло

щадки, изъ которыхъ одна имѣетъ координаты х, у, ха

рактеризуется функціею мнимаго перемѣннаго газа х -н- уi,

которую мы разбиваемъ на дѣйствительную и мнимую часть:

Е(х--уi)–5-1-11.

Умножаемъ второе уравненіе (6) на i и вычитаемъ изъ

перваго:

зава,

d , . I (di dit : К. (1lalt dlаЕ Л.) .

34-мо-III-324-354-1444), о

гдѣ подстановка показываетъ, что послѣ взятія производныхъ

надо вездѣ 2 замѣнить на 2,, т.-е. х и у на х, и у,.

На основаніи извѣстныхъ свойствъ дѣйствительной и мни

мой части функціи мнимаго перемѣннаго имѣемъ:

93.55

dуТde?

494—А глагалстт. 21.... Есл

55-54995999459-5455,

Вслѣдствіе этого уравненіе (7) преобразуется въ слѣдую

щую основную формулу для опредѣленія движенія центра

вихря:

4--44-4-4) «

5 3. Приложимъ формулу (8) къ двумъ простымъ примѣ

рамъ, которые лягутъ въ основаніе разрѣшенія интересую

щей насъ задачи,

Пусть дано:

кн. 245. о
2-2,
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гдѣ ,

2, 222,-н-у, 1 ,

а,за 25—V, 4 .

тчи (а) и (а) ты- I

ются центрами двухъ вих

ревыхъ площадокъ, имѣю

щихъ напряженія вихря,

равныя К и — К. Ось

озе есть одна изъ линій 1 1 У 29

*** ***. I "Д.)

****** *** 1 555

„—

движную границу и все

теченіе можетъ быть раз

сматриваемо на полуплос

кости. Линіи токовъ этого теченія будутъ (фиг. 1) окруж

ности, охватывающія центръ вихря С(точку 2;) и приближаю

щіяся, расширяясь, къ прямой ох. Скорость во всякой точкѣ

теченія на основаніи уравненія (1) находится по формулѣ:

d4 . dli, d» . d4 „

«----15--354-55-54

——а?

Фиг. 1.

ИДИ

Для нашего случая эта формула даетъ:

44445-44)

14—1742с,—I———

туг-2, 2-а,

и показываетъ, что при за со скорость равна нулю; всѣ

точки на конечномъ разстояніи отъ С имѣютъ скорости не

равныя нулю.

Подставляя значеніе Е изъ формулы (9) въ формулу (8),

находимъ для движенія центра вихря уравненіе:

d , .. К

34-мя--4;



откуда

——-—, 734—О. (11)

Такимъ образомъ центръ вихря С будетъ двигаться па

раллельно оси ох съ постоянною скоростью,которая направ

лена отъ х къ о, если вращеніе вихря совершается по

солнцу.

Для втораго примѣра возьмемъ:

Кi,. а-а,

кто-аме

шо

Теченіе жидкости, представляемое этою функціею, имѣетъ

тѣ же вихревые центры з, и я, какъ и предыдущее теченіе,

и тоже расположено симметрично относительно оси ох,

такъ что эта ось можетъ быть принята за неподвижную гра

ницу и все теченіе можетъ быть разсматриваемо на полу

ПЛОСКОСТИ. I

Скорость въ безконечности направлена параллельно оси

охо и равна и, потому что на основаніи формулъ (10)и (12);

-----4445-44), чѣт; уз-2, 2-а,

гдѣ вторая часть обращается въ по при газо.

Въ разсматриваемомъ теченіи существуютъ двѣ критиче

скія точки съ нулевою скоростью. Предполагая, что одна

изъ этихъ точекъ лежитъ въ началѣ координатъ, мы должны

обратить въ нуль вторую часть формулы (13) положеніемъ

га-0. Это даетъ

щ. 411; III. I394

«--45-1-545. по3, 4,

На основаніи равенства (14) формула (13) можетъ быть

написана въ видѣ "

. Кгіf 1 1 У " „..

«---444—445) «и

4
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гдѣ вторая часть, кромѣ г-го, обращается еще въ нуль при

422. Такимъ образомъ другая критическая точка нулевой

скорости будетъ лежать на оси ох на разстояніи 22, отъна

чала координатъ.

ланіи тотъ па- у

сматриваемаго теченія

расположатся, какъ

представлено на фиг.

(2), на которой С есть

центръ вихря, а точки

о и А—критическія

точкинулевой скорости.

Движеніецентравих

ря Сна основаніи фор

мулъ (8)и (12) найдется

изъ уравненія:

2

которое даетъ:

Такимъ образомъ и здѣсь центръ вихря будетъ двигаться

параллельно оси ох съ постоянною скоростью.Эта скорость

имѣетъ направленіе отъ о къ х, если

Л:

"?-вду

и наоборотъ.

Вмѣстѣ съ центромъ вихря С перемѣщаются по 1оси ох

съ тою же скоростью и критическія точки о и А.

Разстояніе 22, между этими точками въ частномъ случаѣ

при

34

ту,

14) с
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обращается въ нуль, причемъ въ такой слившейся критиче

ской точкѣ линіи токовъ пересѣкаютъ ось ох уже не подъ

прямыми углами, какъ на фиг. (2), а подъ углами въ 45".

5 4. Рѣшеніе поставленной нами задачи получается съ

помощію конформнаго преобразованія двухъ вышеописан

ныхъ теченій жидкости.Поэтому, прежде нежели приступить

къ этому рѣшенію, посмотримъ, какъ преобразуется формула

(8), когда теченіе, опредѣляемое функціею Ф(") на плоскости

мнимаго перемѣннаго С-2-t-11, преобразуется въ теченіе,

опредѣленное на плоскости перемѣннаго 2 функціею Его,

причемъ междуточками первой и второй плоскости установ

лено соотвѣтствіе съ помощію уравненія:

С.-12), (17)

вслѣдствіе чего

Ф(1 (а).–Кis).

Соотвѣтствіе (17) установлено такъ, что центры вихря

второго теченія соотвѣтствуютъ центрамъ вихря перваго и

что въ разсматриваемыхъ границахъ каждой точкѣ одного

теченія соотвѣтствуетъ одна опредѣленная точка другого.

Предполагая, что центру вихря я, —х,--у, i соотвѣтствуетъ

въ преобразованномъ теченіи центръ вихря 5, 442,--т., i, на

пишемъ для движенія этого второго центра формулу (8) въ

такомъ видѣ:

се?

34-46-14 «у-94-4)

Величину, стоящую во второй части въ скобкахъ, пред

ставимъ сначала въ видѣ функціи г. Для этого замѣняемъ

ФС) на Еtz) и полагаемъ, что

141—5.)—lg (а)-Т(2, 1).

Считая въ послѣдней формулѣ а за величину близкую къ я,

сдѣлаемъ разложеніе:
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«-го-4 (гла-а-1-94-г-4)

— что-то —»-» (1-1994-ю- I21"г.)

—-«. . . . . . . "Ч!

что-то–на-554-55

По подстановкѣ получаемъ:

592, 1

4 „ . „I. IТ415 В1,,, „., У 447"(а) 144

54—4-144-314-ю)–9594494 че

5 5. Конформное преобразованіе, которымъ мы будемъ

пользоваться, характеризуется подстановкою:

з е. 15, (19)

которая по введеніи полярныхъ координатъ

х–тся, Ваверсs6,

уаtersna, тарзп9,

даетъ соотношеніе:

4-65. 4-5. во

14

Это показываетъ, что полярныя координаты точки плоско

сти Еп получаются изъ полярныхъ координатъ соотвѣт

ственной точки на плоскости ху чрезъ раздѣленіе поляр

наго угла на щ и чрезъ измѣненія величины радіуса вектора

посредствомъ извлеченія изъ нея корня степени и,

Приложимъ такое преобразованіе кътеченію, представлен

ному формулою (9), считая при этомъ у. Съ 1.

Получимъ теченіе, опредѣленное формулою:

Лi, 35—33

—94445ъ, а
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въ которомъ неподвижною границею будетъ уже не прямая

стѣнка, а стороны угла меньшаго двухъ прямыхъ и равнаго

75 . . . .

5 птьтыта«тѣ» тѣ

жемъ изъ линій тока на фиг. (1) получить линіи тока но

ваго теченія, представленныяна фиг. (2). Скорость жидкости

въ этомъ теченіи при вершинѣ угла и въ безконечности

будетъ равна нулю, потому что производная (форм. 10)

441499199III

557Тгаiitг? 45--445): «а

обращается въ

нуль при Свeaб и

при Савскр.

Переходимъ къ

изслѣдованію дви

женія центра вих

ря С, которому по

форм.(21)соотвѣт

ствуетъ напряже

фиг. з. ніе К.

Выразимъ

d

54—46

въ полярныхъ координатахъ. Подставляя "сюда

2, ар. свв., т. 49, вѣ,

находимъ, что

4. . . . . . . . . 14, 5. 44

Да-да-да-то (5-45).

Такъ какъ

О, —р., (сs9,—i sтѣ,),

то написанное выраженіе можно представить еще такъ:



4 (5-13)--19--46---4431 съ

Пользуясь соотношеніемъ С. С.-наз.,” и замѣняя всѣ коорди

наты на полярныя, получимъ:

за

44.... 23

5 з4-з;

Эти форм. показываютъ, что со временемъ радіусъ р, убы

ваетъ до тѣхъ поръ, пока недостигаетъ наименьшей вели

ту

24

6, то онъ при положительномъ К. постоянно возрастаетъ.

Такимъ образомъ центръ вихря Сдвигается (фиг. 3) по

нѣкоторой траекторіи ММУ въ направленіи отъ МкъМ,если

вращеніе вихря совершается по солнцу.

Чтобы составить уравненіе траекторіи ММ умножаемъ

первое изъ ур. (24) на р, d),, второе на dg, и складываемъ:

чины при В, 45-5, а потомъ возрастаетъ. Что касается угла

9999494,45.

smu О, " р,

Интегрируя, находимъ *):

*) Это уравненіе получаетъ Сiróbli въ сочиненіи „Веwegung geradliniger

раralleler Virbelfaden“ для случая цѣлаго ря и Стеenhil1 въ сочиненіи,Рlanе

Vorteх Мotion“ (Оuart. Journ. Vol.ХV 5 6) для случая всякаго раз-1.
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р, втаti, а Т., (25)

гдѣ Л. произвольное постоянное.

Кривыя, представляемыя этимъ ур., имѣютъ асимптотами

стороны угла, ограничивающаго разсматриваемое теченіе.

Чтобы установить связь между В, и временемъ, представ

ляемъ второе ур. (24) на основаніи (25) въ видѣ:

2-11 а,

4—5--55

и совершаемъ интегрированіе:

не-39-444. кто

--------«на

гдѣ т произвольное постоянное.

5 6. Мы разсмотрѣли случай движенія центра вихря въ

пространствѣ, ограниченномъ сторонами угла меньшаго то,

но интересующая насъ задача относится къ случаю, когда

уголъ заключенъ между т; и 2та.

Если бы мы въ изслѣдованіи 5 5 положили

важ

то получили бы теченіе жидкости, обтекающее клинъ, но на

остріи этого клина, какъ видно изъ форм (22), скорость

была бы безконечно велика. ,

Для полученія теченія, ограниченнаго боками клина и да

ющаго при остріи критическую точку нулевой скорости, сдѣ

лаемъ конформное преобразованіе (19) надъ теченіемъ жид

кости, представленнымъ форм. (12).

Вмѣсто ур. (22) мы получимъ въ этомъ случаѣ на осно

ваніи форм. (15) нижеслѣдующее равенство:

99994.94144..ц4

33-34)91554--54-15--- «

Здѣсь вторая часть обращается въ нуль при СаО вслѣд
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- - 1 — — - "

стіе на-I, а также обращается въ путь при 9-е. вслѣд

ствіе русс1. Кромѣ этого на сторонѣ клина имѣется еще

нѣкоторая критическая точка нулевой скорости, потому что

вторая часть форм. (27) обращается въ нуль при

994-22,? сзрѣ,.

Преобразуя линіи токовъ, изображенныя на фиг. (2),

съ помощью соотвѣтствія (20), получимъ линіи токовъ,

изображенныя на фиг. (4). Одна критическая точка нулевой

скорости будетъ въ вершинѣ клина о, чрезъ нее пройдетъ

линія тока въ направленіи биссектора угла клина.

Другая критическая точка А нулевой скорости будетъ

лежать на сторонѣ клина и отстоять отъ его вершины на

разстояніе:

1

2---447. 99

Здѣсь слѣдуетъ взять абсолютную величину косинуса.

При этомъ, если

чку А надо

взять на верхней

сторонѣ клина, а

если имѣетъмѣсто

обратное неравен

ство, то–на ниж

ней.

Обращаемся къ

изслѣдовіянію дви

женія центра вих

ря С. Основная

форм., опредѣляю

щая это движеніе,

будетъ отличаться

отъ форм.(23)доба

вочнымъ членомъ,
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зависящимъ отъ ца Приписывая этотъ членъ и выражая и

по форм. (14), найдемъ:

1 dа, „di,VI Вай] С."г" . 1—4, 1

5 (33-354--44445--455)

Вводя сюда полярныя координаты и дѣлая нѣкоторыя про

стыя преобразованія, получаемъ:

15-49-55-1-945таг?5 загат-1 1Vгда -«т»)

—4-то1

откуда:

dа, . В рисвлѣ,

dt”25, впрté,

(1—4зт"16,),

(30)

49; L 4 . . .........
Ч-— -—(1—4usn"ц9.У.

и знач-что

Послѣдняя изъ этихъ форм. показываетъ, что при поло

жительномъ К уголъ 9, возрастаетъ со временемъ всякій

разъ, какъ уголъ 9, заключенъ между О и В, причемъ З

опредѣляется изъ уравненія:

1

smus? —-----.

247 р.

? т. . . . . . . 4

вт. т. и т.,то въ 5-ѣ и т. п.

ваетъ со временемъ; наконецъ, если онъ заключенъ между

т; „ т

5-54. «т»«т»«т»«т»

Умножаемъ первое ур. (30) на р, d?),, второе на dа, и

складываемъ:
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9944-4444. 4449999929

за-та-----59----«

Раздѣляемъ перемѣнныя и дѣлаемъ нѣкоторыя преобразо

ванія:

45. 4444. 4445-44944944.

р, " snul, 1—44зтцѣ, Т”

Интегрируя, получаемъ:

1—и

чтло-мыла Р-й, "?

гдѣ У произвольное постоянное.

Ур. (31) показываетъ намъ, что радіусъ р, убываетъ отъ

сх: и потомъ опять возрастаетъ до 5оо три раза; на преме

ту

жуткѣ измѣненія В., отъ О до 8, отъ 3 до-—В и отъ

14

75 л. 75 „, . . .

5—4 года, это соотвѣтствуетъ тремъ читалъ тректора

ММ.,М"М”, М"М”. Асимптомами этихъ траекторій являются

стороны клина и прямыя, наклоненныя къ сторонамъ клина

подъ угломъ 3.

На основаніи сказаннаго выше объ измѣненіи угла 9, со

временемъ видно, что центръ вихря, вращающагося по солнцу,

движется по упомянутымъ вѣтвямъ въ направленіи указан

номъ на фиг. (4) стрѣлками.

Для опредѣленія связи между угломъ 6, и временемъ ис

ключаемъ р, изъ втораго ур. (30) съ помощью ур. (31):

„ 249 ф.

4-45—4—
1

sn”дѣ, (1-4 швт”щ6,) 1I

Вводя новое перемѣнное

сigut, — у,

2711 Г—
--- Т- 1 Л Аты У 1

---51.5; «

получаемъ:
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Вмѣстѣ съ перемѣщеніемъ центра вихря С будетъ пере

мѣщаться по сторонѣ клина критическая точка А.При этомъ

мѣсто ея будетъ всякій разъ находиться по форм. (28).

Если центръ вихря С движется по траекторіи М"М", то

т чтчть«т»«т» «т» т.-55,

величина в проходитъ черезъ нуль и точка А переходитъ

съ одной стороны клина на другую.

Разсматривая траекторіи ММ. М"М", М"М” центравихря,

замѣчаемъ, что вихревой шнуръ уклоняется отъ подносимаго

къ нему острія клина.

5, 7. Отъ клина легко перейти къ случаю весьма тонкаго

ножа. Для этого стоитъ только въ форм. предыдущаго пара

1

графъ положить на

При такомъ положеніи фом. (27) принимаетъ видъ:

(33)

41742 Вi I” 1

d. de Т2;

1

ха-ха-ха!

Мы видимъ отсюда,

что скорость въ безко

нечности и въ крити

ческой точкѣ А (фиг.

5), отстоящейотъ острія

ножа на разстояніе

, 4,

5, 44)
За45, св

равна нулю; скорость

же на остріи ножа есть

конечная величина, ибо

при СеС, вторая часть

форм. (33) обращается

фиг. 5. ВѢ

Кsn 6,
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Отрицательный знакъ показываетъ, что при Ксеб и 6, «са

скорость жидкости въ точкѣ онаправлена по оси о5 отъ 3 къ о.

Ур. (31) въ нашемъ частномъ случаѣ принимаетъ видъ:

II

ѣ «А дай-л. (5)

Это даетъ намъ вѣтви траекторій центра вихря: ММ.

М"М", М"М", имѣющія асимптотами оси о5 и отд.

Связь между временемъ и угломъ 6, выраженная форм.

(32), упрощается для предѣльнаго случая такъ:

2459 (Гу. 124-1У 1

«----34 (15) и

или по совершеніи интегрированія:

4--441—443-455---1-за.-«да
5-1-53-455). 66

гдѣ т произвольное постоянное, а

т.-«А

Вмѣстѣ съ перемѣщеніемъ по плоскости точки С! пере

мѣщается по сторонѣ ножа точка А, разстояніе которой отъ

о опредѣляется во всякій моментъ времени по форм. (34).

Если центръ вихря описываетъ траекторію М"М", то при

, —та точка А вступаетъ на остріе ножа и потомъ пере

ходитъ съ его нижней стороны на верхнюю. Намъ понятно

теперь, почему нельзя разрѣзать ножомъ вихревой шнуръ

вдоль его длины. Подношеніе острія ножа приведетъ центръ

вихря въ движеніе по одной изътрехътраекторій ММ., М"М?

М"М”, по которымъ вихрь будетъ всегда убѣгать отъ острія

НОЖД.

т. хуп. вып. 1. 46



ОпредѣлвнныК ЧИСЛОВЫЕ ИЕТЕТРАЛЫ

10 ДѣЛИТЕЛЯЛЬ.

В. В. Вугаева.

Читано въ засѣданіи Московскаго Математическаго общества 19-го января

1893 года и Харьковскаго Математическаго Общества 11 мая 1893 года,

5 1. Опредѣленный числовой интегралъ подѣлителямъ. Опре

дѣленнымъ числовымъ интеграломъ по дѣлителямъ мы назы

ваемѣ интегралъ, распространенный на дѣлителей, заключаю

щихся въ извѣстныхъ опредѣленныхъ предѣлахъ измѣненія,

Согласно съ этимъ опредѣленіемъ, интегралъ

6

XII ва. ц
а„(п)

означаетъ сумму функцій Ф(d), взятую для всѣхъ дѣлителей

цѣлаго числа п, заключающихся въ промежуткѣ измѣненія

чиселъ а и ѣ включительно.

Числа а и ѣ будемъ называть предѣлами числоваго инте

грала, а нижнимъ, Б верхнимъ предѣломъ.

Опредѣленный числовой интегралъ мы будемъ обозначать,

ставя иногда черту надъ знакомъ 22, и изображать въ видѣ

"С.6

XIла въ
а,(п)

Число п, на дѣлителей котораго распространяется число

вой интегралъ, мы будемъ заключать въ скобки или совсѣмъ
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опускать, если это не ведетъ ни къ какимъ недоразумѣніямъ.

Впрочемъ, если предѣлы интеграла обозначены, можно не

ставить вовсе черты надъ знакомъ Ж

На опредѣленный полный числовой интегралъ по дѣлите

лямъ можно смотрѣть какъ на опредѣленный интегралъ, у

котораго предѣлами являются числа 1 и я; и слѣдовательно

74
Ско

Ужь...»-Ега «

Можно вовсе не писать верхняго предѣла или замѣнить его

безконечностію. Отъ этого по смыслу самаго интеграла не

измѣнится его величина. Интегралъ по всѣмъдѣлителямъ мы

будемъ иногда называть полнымъ, а по нѣкоторымъ дѣлите

лямъ, заключающимся въ опредѣленныхъ предѣлахъ, частнымъ

опредѣленнымъ интеграломъ. Въ томъ случаѣ, когда нѣтъ

нижняго предѣла, мы подразумѣваемъ его равнымъ единицѣ.

5 2. Связь между интеграломъ по натуральнымъ числамъ и

интеграломъ по дѣлителямъ.

Между числовыми интегралами по дѣлителямъ и по нату

ральнымъ числамъ существуетъ очень простая связь. Эта

связѣ легко обнаруживается при помощи введенной въ 1883

году нами ") функціи р (и). Эта функція обращается въ еди

ницу для всѣхъцѣлыхъ чиселъ кратныхъ р и въ нуль для

остальныхъ ЧИСЕЛЪ.

Функція 6 (и) удовлетворяетъ условіямъ:

р (рина!

р (ри-1)ано

5(ри--2)-о 1 19

р (ри--р–1)–0

*) Бугаeвъ. Нѣкоторыя приложенія теоріи эллиптическихъ функцій къ

теоріи функцій прерывныхъ. Мат. Сб. Т. Х1 стр. 201.

459
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Для всѣхъ цѣлыхъ и положительныхъ чиселъ эта функція

можетъ быть выражена формулою:

—. . „и „. 11—1

и)—ЕЕ—ЕТ—

лю-в3—45

Не трудно видѣть, что сумма

142ла

8. «б»

зависящая отъ функція и онѣ, обращается въ 2, 44), слѣ

довательно

142

5]Iчаю-Упа-Iта «

*. .. I 1789 I 49

5 II побо-Iван-Iка въ
вы члену 414)

Введеніе функціи и (п) значительно облегчаетъ вопросъ

объ изученіи опредѣленныхъ числовыхъ интеграловъ по дѣ

ЛИТЕДЯДАЛЬ.

9 3. Числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія число

ваго интеграла:

XIчало ф

Взявъ числовой интегралъ по натуральнымъ числамъ вы

раженія (7) находимъ:

5

14сла

XIвой«нартов-казов3
щей

--...4юбов0--...

«тва

фа

„ . Въ

--8 мѣ-5"мать--- «
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Не трудно видѣть, что функція 4 (п) обращается въ 1

только для дѣлителей числа п.

Выраженіе (8) на основаніи соотношенія (6) даетъ

Общiй ч и сл овой за кон ъ:

уг. у!
„, .Въ „Взг

Xаю-IIма-I”ка-II”ка-.... о

п: — я — п

здѣсь часа два, 4). в) можно замѣнить числами

74, 374

5 3 и 1- 4

Примѣры: Полагая 60п)–1, имѣемъ

[4-ть-149}-13)-- «

Здѣсь б(1) означаетъ число дѣлителей цѣлаго числа п,

не превосходящихъ В. Для означенія подобныхъ функцій мы

будемъ сверху надъ знакомъ функціи ставить иногда черту.

Такъ какъ функція 6 (5) зависитъ отъ двухъ аргументовъ

п и В, то мы ее будемъ также обозначать въ видѣ 5 (1) —

Второй аргументъ п слѣдуетъ обозначать въ томъ случаѣ,

когда онъ измѣняется или когда это указаніе необходимо.

2. Для Еin)–п имѣемъ

«--14-115)-(9)-- «

гдѣ 149 означаетъ ему цѣлыхъ дѣлителей цѣлаго числа»,

не превосходящихъ К.

Здѣсь

144-149, по

Полагая въ послѣдней формулѣ па-10, имѣемъ:
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1о510-11о--16)--15---212)-611)

Здѣсь 1 I I I

(по-1в, 15)-з, зн-з, (а)-з, 11)-t

слѣдовательно

10,42;18-t-8-н-3–4—2. 3-1-5. 1440.

5 4. Числовые законы, вытекающіе изъ разсмотрѣнія число

ваго интеграла:

выхТII валь ош
шы*ы

Для т-ест. выраженіе (11) даетъ

конфіов-1свою в1--4з5о к.--

4
II.

—5 ты-къ 144-- а

Не трудно видѣть, что суммачленовъ первой строки даетъ

выраженіе

14

2

чава)-четв.)-.

гдѣ d”, d” дѣлители цѣлаго числа т.

Такимъ образомъ первая строка даетъ выраженіе полнаго

числоваго интеграла, взятагодля всѣхъдѣлителейчислат вида

удѣ та?

XIчава на

Во второй суммѣ равенства (12) будемъ имѣть

s»---284 I

«чь)

в: . . 5. I ?

8, 144-34

слѣдовательно равенство (12) даетъ
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Общій ч и сл овой за конъ

74

ва

III

и уга?

XIзав9-346-344-354--- и(ита)

5

А:

витіе).I 14. «чтетъ «ту фунта 44. что
(т.)

для всѣхъ дѣлителей числа т, не превосходящихъ Е.

Если положимъ тап, то формула (П) обращается въ фор

мулу (Г).

5 5. Преобразованіе закона П.

Законъ (П) можно легко преобразовать, опредѣляя выра

женіе

«-оча»-ва (5)-замѣ-- «

Допустивъ, что

X4-ю по

имѣемъ на основаніи уравненія (16)

404-4зв4---51-го от

Формула (15) даетъ тождество

45 .

XI. 495; Тать-то!

ла

--45). Глав-.... ош

74

45

44-46).IТи
(та)

ли

(т.)

IIIII 3111X101IIIЪ

у?в”.

d А. 9 к-л”и

XI1485 " «-кто..."что по«чь;



— 726 —

Справедливость этого закона вытекаетъ на основаніи слѣ

дующихъ соображеній.

Съ одной стороны имѣемъ:

«-комета; II).

442.443-444.4445-434«ва4ы...""""а " """”..„ """"" За " """”..“""""Зd

худ. У" „иуд г 19

--442, 455--

174 .74

-- . . .15. 4”?

—401]IIIа-I”на-I
(4) 49945)

446-----!
(т)

„97. „17

-413. ка-IIIа- . I4ч.

--442,

—- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

75 .74

4.... «Ты

44-51746---. I
(5) "" " 44445

III

Разсматривая это выраженіе, мы видимъ, что въ него вхо

дятъ функціи Ф(d”), 4147). . . гдѣ d", д"... суть дѣлители

числа т. Отбирая этихъ множителей, мы находимъ, что

окон-11149-149}-. I

--4491944444445--. I

--44919444-кава---..)

—Н. . . . . . . . . . . . » « . . . . . » - - - - - - - -

или по формулѣ (17)
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74

„, . 445

«-ка: «-какъ "м-.

или

в)

«-3.485 "« «

Съ другой стороны

«-«ст.-224-234
«-40.44-314-314--- I

у?... «Ч212] У” (1441)-4- У” (141).-д

-заде. 14-314--1

. -------------------------------

. „Ч

«-го...»-«о-зо. «

уР.

-(да-ва)” ка-.

ша " "Т"

гла. 4?,(п)-4011) У" 1141)-4-12)У” Да)-ч-. . .

«-то...»-«У. «-- «

Сравнивая два выраженія (а) и (b) для (п), находимъчи

словой законъ (ПГ).

Формула (П"), завися отъ двухъ произвольныхъ функцій

60и) и ф(d), даетъ безчисленное множество частныхъ число- "

ВЫХЪ ЗАКОНОВЪ.

Ча ст н ы е ч и сл о в ы е за ко н ы:

1. Полагая Ви)—1, 4(d)—1, имѣемъ:

XI149-53

у?

14

1

(5) чи "га 4945)
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Означивъ черезъ Гр. (1, m) число дѣлителей цѣлаго числа тѣ,

не превосходящихъ К., имѣемъ: „

X в.;–4 (54)-(15).--(45-1-хъ

Прим ѣръ. Для та6, па-10, формула (17) даетъ

I(!)

Xванію, ве-ва, она, вя-за, о-ва, о
6

IIДИ

V. 419 „да”... да!..»-Ч9.449.

два-вó-в43--44-45--и

р{10, 6)—4, 45, 6)–3, р. 3, 6)–3, 5 (2, 6):2, р. 1, 6)–1.

слѣдовательно

g110, 6)--545, 6)--513, 6)-t-242, 6)--51,6).—

—4-н-3–4-34-2.2–4-5. 145-19.

5 6. Различныя слѣдствія закона П1.

Полагая въ формулѣ (Ш)

44)–Ели-Еуй-Л.

имѣемъ:

зла.... «Ч.... «Ч

XIчам2-314-314-314-го

Полагая въ формулѣ (ПГ) такт, получаемъ

Общiй чи сл о вой за ко н ъ:

1

« ...» -?л;

X5 мнѣ, что У"!

IIДИ

d

35 ко-что по-ма (в34)-«вѣтѣ

. . (V)
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Законъ (V) можетъ быть прямо полученъ изъ разсмотрѣ

нія интеграла

5IXыь, онъ
У ,

4 ч.

Мы не останавливаемся на этомъ выводѣ, полагая,что онъ

не представляетъ никакихъ затрудненій.

Уже въ простой формѣ законъ (V) даетъ множество част

IIIЬIXIIIЪ IIIIОДОВЫХЪ ЗАКОНОВЪ.

Приведемъ нѣсколько частныхъ видовъ закона (V).

1. Полагая въ формулѣ (V)

4іи)-Еуй–Ей-ll

имѣемъ

Xдайнъ»- (44-4) -t- (44-4)-- по

2. Полагая вина.Ей-Кй-91, имѣемъ

Xвойна».-(15).--(454)-- «

Функція ф(К, п) означаетъ число дѣлителей цѣлаго числа п,

не превосходящихъ К.

3. Для Ви)–2(и), 3(и), 4(и).... и т. д. имѣемъ законы

d

Ув9—41454)-(45).--(44)–

d Г. п. У. Г. п. Л. Г.п

X44—4 (45)-(45)-(45)--- «

4. Для функціи Ф(п), выражающей число простыхъ чиселъ,

не превосходящихъ п., имѣемъ:

X4--145).--(454)-(454)--- «

5. Полагая въ формулѣ (V)

9[и)ляди), имѣемъ:
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Xща-ма (45-1-44454)---.

Откуда, переходя отъ логариѳмовъ къ числамъ, получаемъ

руду. ""?"?"?"?"?"?

Здѣсь Пi)—1.2.3...а, а знакъ

П„(bd) означаетъ, что берется произведеніе функцій 614) для

всѣхъ дѣлителей цѣлаго числа п, такъ что напр.

П„644)-41) 612) 613) 66)

... (24)

Сравнивая показателей простаго числа 2 въ равенствѣ

(24), получимъ

d

X4-344-354-----лы,

- (44-1-443-1-1434)--

X44-345-349.--.

—«а во-сла. (45)-----

-5.«Дво «а

гдѣ О, ди) означаетъ порядокъ простаго числа 2 въ разложеніи

числа и на первоначальныхъ множителей, такъ что

О, (29а“ѣ?)-д.

IIДII

Такъ какъ

9. 59. 54. „...251

45--456-45---55

то равенство (25) даетъ
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Xвз-8IIIать вѣ-I

Примѣръ. Для паl0, формула (25) даетъ

X вѣ-II вѣ--чѣ по-ва, по

--51, 10)-н-32 (1„10)--511, 10).

Здѣсь

d „.10 .5 „2 „1

XIIв. в9-в8-в3-4-5

d „.10 .5 „2 .1

XIвѣ-в6-в3-4-48-

У в2-1.

45,„Г8 Г” "

р(5, 10)–8, 42, 10)–2, р[1, 10)–1.

слѣдовательно

8-н-3–4-153-1-2,2-t-1-4-3-1-1412.

(257)

Сравнивая порядокъ или сумму показателей обѣихъчастей

равенства (24), имѣемъ

Дуй , у „Дуй , уг. „Дуй

Xвз-155-2435--. -

---(454)-(45-1-445).

-ое (45)-отъ(45).

IIIIIII

499.У 5499.У

Xвз-Iвз-Iвз

—XI«-ма-ка-.II

—5.« (95)

(26)
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гдѣ Оди!) означаетъ порядокъ числа и, такъ что

Оta“ѣйсТна--3-4-у,

Уравненіе (24) можетъ быть также представлено въ видѣ

Лида „Дра „Лала

445 з49724 автра

2 . 3 . 5

«Свѣ») «(в1, 4) «(в1, 4)

чай „ 3 . 4 . . . . (27)

Совершая надъ уравненіемъ (27) операцію прерывнаголо

гариѳмированія *), получимъ для совершенно произвольной

функціи ф(п)

Общій ч и сл о в ой за ко нъ (28)

Гаа! ... vт. „Гад. ..... vп. „Бай

кая;-«У, в72-45,вз

2

-«Днѣ»).-«Днѣ»)

-загадкѣ»)-на 1454)

-(да-ка)-(454)-- «

или

«У, в795-49453-4555

—5.44 (45) «а

та ти что та«чтьтѣ

14949)-ха)--546)--у (с). (9)

*) Бугаeвъ. Свойства одного числоваго интеграла по дѣлителямъ и его

различныя примѣненія. Логариѳмическія числовыя функціи. Мат.Сб. Т.ХШ,

стр. 775.



—- 733 —

5, 7. Другая форма закона (V).

Полагая въ формулѣ (V)

24

95 коню, находимъ:

6(1)—11)

612)–4(2)—441)

60п0-40п.)—40т-1)

Законъ (V) приметъ видъ:

XIча-«аль»-(ва-го) (45-1

---(4-г-4)-(45)--- «

Замѣняя въ формулѣ (Vа) функцію 40 функціей 41444),

будемъ имѣть законъ:

У мама-ночь»-(ва-4)» (415-1

-(ко-ю). (45)-- «

Точно также найдемъ законъ

X484-ю»»-(а-ка).(45)-о

Если положимъ въ формулѣ (VБ)Чт.)–90п.) гдѣ 60п)означаетъ

число простыхъ чиселъ, не превосходящихъ п., найдемъ за

КОВЪ;

Xжала» (454)-(454)-(454). «
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5 5. Числовой законъ вытекающій изъ разсмотрѣнія выра

женія

5X464ью во

Выражая сумму (30), получаемъ

14. „Я

вз
„, В;

«К4-485 "на-каз; "ка-.

174

2
4. . В

—448, 44-485 "ка- ...

IIIIIII

«т»«т»445-1-444454).

--II

S 1»-ка

мы можемъ законъ (У1) представить въ видѣ

в]

5 "ко от

Полагая

Егlа)-тожьми,

-(да-го) (45-1-1 сты

5 9. Числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія число

вой суммы:

5

ур

X44944ю (зь
изсеd

выразится въ видѣ
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95 ..... ...13

X4485 "ка--8I ю).Iво и(ита)

Это оказывается тотъ же самый законъ, который мы уже

получили въ формулѣ (ПГ).

Законъ (П1") для произвольной функціи Г(п) можетъ быть

представленъ въ видѣ

2

. . ..14

XIчали?)-го: во-(на-пр."ч(4) У 4945)

74

-(т.-«Ска- «(m)

5 10. Числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія суммы:

53. каждаго от

Выражая двумя способами эту сумму, находимъ:

8

45

1

XII каждо

104

4- I „147 I

-какъ "мало-какъ " «т»-.

74 „И

. „Ра: — „Ра

ной«К. "хо-казакъ Тимо

IIIIIIII

174

45. .» --94- 495

«Дай-ка: че-го!.. «

„вѣ

—X на К "ми

т. ху11. выи. 1у. 47
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2

Такъ какъ?-ва и такъ какъ 3 и 4 два дополнительныхъ

d

дѣлителя, то послѣдній законъ окончательно можетъ быть

выраженъ въ видѣ

74

«-4 ...»-» .?а

У каж-I«-8I«Сча отъ

ЕНе трудно видѣть, что эта формула прямо получаетсяизъ

формулы (Ш), если въ ней положимъ тап.

142ласила

и зей

74

почти у ка-то и принимающіе, что 4 и 4
4

дополнительные дѣлители, мы можемъ законъ (VП) получить

въ видѣ:

Xжало-то!... ха-ха-ха!)... «-

в9 „ . .в1
Т л v. 4-71

-л: аж-(а-ка)” ка-. . ош

Положивъ Динѣ,Ранку и, имѣемъ законъ

у.

. „Ч. „Я

У вамѣ-Да-У11-У114--

.. . ..141 . „Ч

--II кла-I”кла-I” ку?... [46
(5) Т 44) Т 445

Означая черезъ 14, п.) сумму дѣлителей цѣлаго числа я,

не превосходящихъ Е, получаемъ законъ:

Xвла-1«-I[454)-(в1, 4)--.

п

3-- . — 59. — 289

--У” вла?-- У" "Еу"?"н- У" "Ехill--... иза

XIка-5. воз-I ват- «
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Примѣръ. Полагая въ формулѣ (34) m---10, имѣемъ

XIIавленію пе-акую-зку?-покупная
4.О

[10, 10)–1--2--5-1-10-18

{44 г.)-Да ты-а-а

[45. и 1-1,лоты

слѣдовательно

по по-Ilist, по 1-(в1, 16)-мъ

[пола-155I. In)-(43, и

Точно также

"” — н- . -— 5-—

XIвой-вле-кхе-кхе-кх16-т.
(10)

19 519

г"й „, „, . «Г5

XIII война. У Твуана
4.О

и такимъ образомъ

у!

5III”кла-а.
вы чаю)

Полагая въ формулѣ (VП)

6): 1.

99—4 „



получимъ формулу

ДОС.

1" л.- «Т или У”

X35. во-8. «Е"

Такъ какъ

2

27-45. -—4-4

то

2

35 ко-ча (34)-«Днѣ»)--
ши

Полагая

44)–711Ей)–4 (Ед'ii-1) и 40–0

будемъ имѣть

28”»-«начѣ

-«вѣт

Полагая

574-ю

нахОДИмъ

Xжила-ли я?..»)-(ва-ти). (155)

-(то-я»). (155)--- «

Подобнымъ же образомъ найдемъ:
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X какъ-то вѣ-1

-(та-то). (45)

IIДII

X какъ-то вѣ-I—

"отчет-1154. «
14„5

Если Еin)аlin), гдѣ Оп.) означаетъ число простыхъ чи

селъ, не превосходящихъ п, формула (А) принимаетъ видъ

Xжар-445).--(454)-(45)-о

IIДИ

у съ2

О
XIчай-I(45.»)

гдѣ сумма во второй части равенства распространяется на

всѣ простыя числа а, начиная съ 2.

5 11. Числовые законы, вытекающіе изъ разсмотрѣнія суммы:

«---8IX14мальма

Не трудно видѣть, что

. „147 . . . 49 I

«-1«му: " «бо-4отеру, "дай»--....

. ., 45 . . . в1

-4марк. 7 мать-земцах

откуда получается

tu) и (п)--....
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Общій чи сл о в о й законъ:

4 —- --- Ф

912) У” (114) -t- У” ф(2) У” 14) (IX

У.932.44-51.593IIа по

Для Вит.)–п, 4(n)–п.“, имѣемъ

41

У я У” в. У в. У" и вы,

«15, 45, 4-й, 4-й,

Означивъ черезъ 3, (1, п), Е, (К, п) функціи, выражающія

сумму дѣлителей и сумму квадратовъ дѣлитетей цѣлаго числа

п, не превосходящихъ К, мы получимъ законъ (35) въ видѣ:

Примѣ р ъ. Для паб имѣемъ:

234,(d, 6)—15, 16, 6)-t-22, 13, 6)-н-32, (2, 6)–н

—-63, 1, 6): 1111-t-29-н-39-t-61-1-2119--21--31)-

—-311-t-2")-н-6.15499.

22, 29, (d, 6).-115, (6, 6)--212. (3, 6)-н-392 (2, 6)н

-н-69 (1, 61–111-t-24-3-1-61-t-211-4-2--3]н

—-3111-t-2]-н-69—99.

5 12. Числовые законы, вытекающіе изъ разсмотрѣнія суммъ,

зависящихъ отъ функцій” и (в) болѣе сложнаго вида,

Можно при разсмотрѣніи суммъ замѣнять функцію 1 (п)

функціей болѣе сложнаго вида, то есть такой функціей, кото

рая содержитъ элементы и и п въ болѣе сложномъ видѣ.

Общее выраженіе такой функціи можетъ быть въ видѣ

Ей)(п), гдѣ въ функціи и пр. вмѣсто элемента и входитъ Ви)

и элемента п функція Г(п). Чтобы остановить вниманіе на

болѣе простомъ случаѣ, разсмотримъзаконъ, вытекающій изъ

разсмотрѣнія суммы
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1422сти,

кто-8IXвайте» «ъ

Положимъ, что Віd)–у(d--1) и разсмотримъ сумму

т.5IX24-пасть «о

Сумма (37) даетъ:

лю-дай» вз-хез3ов1--....

п.

2
. . . . 4

-534--44995ѣ-5 Тга-мать--«в

Не трудно видѣть, что первая часть равенства даетъ

14

XIлова. «

гдѣ въ нижнемъ предѣлѣ входитъ 2, а въ верхнемъ п. Пре

дѣлы указываютъ, что сумма по дѣлителямъ числа п распро

страняется на всѣхъ дѣлителей числа п, заключающагося въ

промежуткѣ между 2 и т.

Для вычисленія второй части равенства (38) замѣтимъ, что

вообще

А:

5 4-юбезпо-майте-казы

14-К

---та-тать-II”та

4-1-4

X"ка-то, что

Замѣняя всѣ члены второй части суммы (38) выраженіями

(40), найдемъ
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Общiй ч и сл о в ой за ко н ъ:

«гг. . . . и

XI"Умыва?-«ан

1-в1 .1-4514-1- 4

--II”а-II "ла-I "ла-.4

IIIIII

Слав.;–«по-3IX "ла со

Для у(d)—d; имѣемъ:

. . ........ 97-1

” . .—О

X44-465: " а на

„III

" --- п 1"... ГУ. — п

XIивЛ.---15-----(4-з5)

-I-454)---(4-454) «

Для па-10 имѣемъ:

II

"" „„. 10 ...„10 . „10 . . .10

XIляд-«Г.-ав-нтя Ч-чонт

Вторая часть равенства даетъ:

(11, 10-16, 10-14, 10-15, 10-13, 10)--514, 101—

—(1-t-2-1-5-1-10)-н-1-t-2-t-5)-н-3[1--2)--511-t-2):—

—18-t-8-1-9-н-15-50.

13. Числовые законы, вытекающіе изъ разсмотрѣпія суммы

«--5": казалось из
4- 4,195
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Замѣняя 404) функціею ут--1) и развертывая сумму

74

445, 44-14946 дар

имѣемъ:

„ в4

«ча»мъ «на-вѣ 8?»-и-.... и

71

„, В;

«К бат-1ву. "ста

. .445

55 че

Д.К. Тіано и

Если принять во вниманіе, что

у?

"—-. . -. . . . . Сія

8. "9994-94-4--(44-4)».
4

1--в2.

9 . -. . л. „п

(n)

19 будемъ имѣть на основанія уравненія (46)

. .«чаѣ

4--51.55."м.-п

такіе-то (4-554).

—12(2)--718)--...--у (п-t-1)
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Замѣняя ут-1-1) черезъ 90т.), получимъ окончательно

Общі й ч и сл о в ой за ко н ъ:

74

г.s”»-ко

«1-45-1-41-45-1

-«Ог-з4)----«(1-456)

пыть»; «на татить ччъ

XIг144)-т.-гово

(на-по 15-455)-(ва-то). (1-45-1

...-(ва-на-пр.); (1-45, 4) (41
10

положивъ Лит-Еуп, получимъ числовой законъ

Xву 15-лѣт----44-45-15

---(4-45, 4)-----4444. 44

Примѣръ. Для паl0 имѣемъ:

услу Акульку!-вм2-м24-ма
4

—3-1-1-1-1-4-3548.

Вторая часть даетъ



— 745—

чаеть-ва-45, 4)-----

—р. 11, 10)--513, 10)-н-32, 10).—4-1-2--2—8.

Мы такимъ образомъ видимъ, что изученіемъ общихъ вы

раженій, зависящихъ отъ функцій и (п) открывается обшир

ное поле для изслѣдованій опредѣленныхъ числовыхъ инте

граловъ по дѣлителямъ.

5 14, Числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія суммы

фо-У

Съ одной стороны функція Ф(n) выражается равенствомъ:

IX вѣкѣ»; «яц е1

фонарію в”-444445--...

Не трудно видѣть, что въ этой суммѣ появятся члены

только тогда, когда въ рядѣ чиселъ

19, 29, 31... т" (49)

появятся дѣлители числа п.

Чтобъ судить о числѣ этихъ членовъ, разложимъ число п

на двухъ множителей вида

а 4-9 -1 --19 - - - Т . . . 1

пана“ѣйсI- (а ” Б ” с ")? а ” Б ” с

9 „В „,Т

. . * **; 45

и означимъ чрезъ п.” число а Б с ,

Такъ что

пап."” т...[п) (50)

« . .-? . . . 1

гдѣ г. (п)–а Б с
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Не трудно видѣть, что въ рядѣ (49) появится столько дѣ

лителей числа п, сколько дѣлителей учисла п,” и слѣдова

тельно сумма (47) выразится въ видѣ

фон-I 4945«ч т и
1

гдѣ сумма распространяется на всѣхъ дѣлителей цѣлаго

числа п.”.

Съ другой стороны функція Ф(п) можетъ быть выражена

въ видѣ

ру?

«—«что»-«Тамаго-.

Очевидно, что

-ч.)

Такимъ образомъ

„их. „44 Т

фан- У" 446-- У" "чу-.. 44

-чь) "" " «-ту,

Сравнивая выраженія.(51) и (52) получаемъ,

Общій чи сл ов ой зако н ъ: (ХП)

мила, гР. —V" Т лица....У

Е. «оз-5. «У

IIДИ
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Замѣняя ф(d?) черезъ Вad) имѣемъ

Примѣръ. Для 34)-4, пнцій, имѣемъ

п„Та-12,"—2,

слѣдовательно

11 У1 . „12 . „12 ..... 12

X. «авѣ-IIля-ля-ля;-на
74

ву:96

537"ка-Iа за-Iаз-144-144
бѣ?

—3-н-3–4-3-1-94-18.

[4, п.) означаетъ сумму дѣлителей цѣлаго числа я, не пре

восходящихъ Е.

Законъ (ХП) можетъ быть выраженъ въ другой формѣ.

Полагая

” —мъ ма-ма?

п1ат, патth,,

гдѣ h, любое первичное число, имѣемъ

9.„У каж-II”...

5.«Утва.

--II калань) гдѣ

Законъ (ХП) приметъ видъ:

“ ... ЛЛ!

......... 419

«Уто-8I"У." "ма «по
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Для Л,—1, имѣемъ:

в-4

54мо-8"У”и отъ«ч. " " Н.-7, 44чіи.)

9 15. Числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія суммы:

142ссіи

кто-ж. У 4444

Съ одной стороны

го-411ков4--4444 в.).--.. 45

Не трудно видѣть, что въ этой суммѣ появляются только

члены тогда, когда въ рядѣ чиселъ

19, 29, 39...т (54)

появляются дѣлители числа п.

Чтобы судить о числѣ этихъ чиселъ, разложимъ число п

на два. МНОЖИТЕЛЯ ВИДа:

в9 в4, в1 «-звз!

танца”ѣйc?... —(а ” Б ” с ")? а ” ....

9 „В „Т

45 .5 45

и означимъ чрезъ п.”число а Б с ....

Такъ что

3

пантѣ”. п., (т)

гдѣ ,

4 . .-? . .-Т

r, (n)–а Б с

Очевидно, что число г. (п) есть вторичное число, то есть

число, не дѣлящееся на кубъ.

Не трудно видѣть, что въ рядѣ (54) появится столько дѣ

лителей числа п, сколько дѣлителей у числа тѣ и слѣдова

тельно равенство (53) выразится въ видѣ:
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лю-I, фарк.I ф

Съ другой стороны функція Е(п) можетъ быть выражена

въ видѣ

474

2« . „Чй L.

лю-8, «т»-33, 1446--.

Такъ какъ

. . „, „494

8. «Ко-II, что изъ

то

45 . ку

т.-У. «--3..” «.... въ

Сравнивая равенства (55) и (57) получаемъ числовой закона

74

Е. «оза-573: "и охш

9949нъ этотъ пріемами, изложенными въ предыдущемъ па

Р9994ѣ, можетъ быть для всякаго числа я и для всякаго

вторичнаго числа 1, приведемъ къ виду

„... „му?

4348IX." " «а ошъ(n)

Для 4,41 законъ"принимаетъ видъ:

5 „479

Ужь-45XI”"ма ошъ
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5 16. числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія суммы:

XII Уйма за

III

кон-IIчь

замѣтимъ, что функція и (п) для ирраціональнаго числа 9

обращается въ нуль. "

Сумма (58) даетъ съ одной стороны

аккм-I (ву?..»)- «

Съ другой стороны

ны.У в1 «а

Сравнивая формулы (59) и (60), получимъ числовой 99

вовъ

и ст. 1 ..... 117

X4-35. (1534)

Для па-10 будемъ имѣть:

10) „10

в1-в1--да, по-ва, по-на

5 17. числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія суммы

кону;Т24 (кубка да

Вычисляя двумя способами сумму (62), мы получимъ за

Вонъ

1да.Та

12са 1

т.-а „п9-н-а

Л?”.—-С Е

XIчая?3)-I " «а-II "«что(5) "” " «чь)



—751—

гдѣ число а есть постоянное количество, удовлетворяющее

условію . .

. . «язвой

діи «т»«т» «т»

XIчава)-Екате-I маѣ

4

Такимъ образомъ законъ (ХГV) принимаетъ видъ:

425т-274-234-21-

ществу!

«Уже-8IX.” «о «т»

Для 944)–1, имѣемъ

«1»-(454)-(45)-(454)-

ИДИ *

ч4-4 у.„а

«1»-«Гдѣ?») «а

Составляя формулы (1) и (ХГV”), получаемъ:

ж5. Д. в.
142214

5III”та--8IX.” «. ко14«та 1

5 18. Числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія суммы:

вы. 5 У замѣчаютъ «

1) Съ одной стороны

же в”

— . . . "Г-. — г. "9—

вылита;Тамо-замахѣ: "вотъ

т. хуп, ч, г. 43
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находимъ, что

де?

4 —

лю-Улицу. Тамо

IIIIIIIII

в9

лю-243.Iхр

то та«т»

де?

лю-Уда. Всѣ

Сравнивая формулы (65) и (66) получимъ

Общій числовой законъ (ХV1):

в: в 12

24224-24274
шій ""«илу " " Амалу """Аще

Полагая

ф(d)-1, 644)-на

получимъ частный числовой законъ.

5.195, 4).-3.445, и

(64)

(65)

(66)

схут,

(67)

Здѣсь Зл.) есть функція, выражающая числодѣлителей, тле.

та функція, которую мы обозначили черезъ рату.

Примѣръ. Для пачай, Маl0, Мав числовой законъ

(67) даетъ:

XI149-5443. п.)

IIIIIII
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(в46)-(в46)-(49)-I(в34)

-«что-«что-ни

79

или

(12,5-16, в9---12,з5-11, зн

--18112, 1о--256, 1о--44, 10-51, 10

15-1-7-1-5-1-114-1.4-1-2.4-1-4.2-1-8426.

IIIIIIII

5 19. Числовые законы, вытекающіе изъ разсмотрѣнія суммы:

лю-5364момъ. «

1) Съ одной стороны

4.... ... ту?
"ДЕII.

ст.-а-акъ! Точь-вак. Тома-.

Не трудно видѣть, что

л-же ""«по-макъ Тама

4-ю.""«т»«У.””«..

Выраженіе А можетъ быть представлено въ видѣ

. „м2

4-го-35 года. ""«о «и

4559
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з) съ пути стороны 1

. . 65. — „Ч

юныймакк. Глав-34«. Ты-.

откуда .

. п. ..... я

45

ДУГ-- «

— . . . ... соТ1 . . . —

лю-в-1ю «; "ка-замарк. То-...

Не трудно видѣть, что члены выраженія В будутъ имѣть

значенія только для дѣлителей числа п, слѣдовательно

" в 4

44

выну: «У "что сто

Сравнивая величины А и В, получаемъ послѣ замѣны

функція ф(d”) функціей уда! числовой законъ

44. „... „му?

XIлахъ: "со-343.""мо отъ«чу.

Полагая Ви)–1, получаемъ числовой законъ

ву:

XIтава-18 XI”".» «т»

Полагая удара, имѣемъ:

Xиз-98 (вм25) «и

Замѣняявъ формулѣ (ХVП) функцію 600 функціей Витій (п)

получимъ общій числовой законъ:

Я .

ку?45

XIIIа 2,741-5143." я») «т»
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Послѣдній законъ для функцій " ",,,

"".... на

1, 5 г "

60-ти, уда-1 "

даетъ законъ: г .

vу гу... и х v. 44. 4-- «-----152

XIII в.»)-Iзаклю" ""а

- --
--- . - - .

" " -. - !1 гг 1 — — I”.

, - - -„ди ты та

144-144-мать,

--34Вуй, 6)--68118416)

«т» *

(6, в-11, 64--162, 6--241, 6-за,6--44, 6

Или „, ,, .

1--2--3-6-1-1.2--2.1--3.1--6.1н-1з.

- 5 20. Числовой законъ, вытекающій изъ разсмотрѣнія суммы:

лю-53555дана дѣ

а) Съ одной стороны ",

«у?..„

вынянкиру; " "б9-45ово
1

174

ву

-«Г""б945ою-.

*57.............55

"" самомъ-то, "? заклю
дя

откуда

4-кру

IIIIIII
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1-в4 г. за

4-95. " «-оча»: Та-чъ....

499чество А можетъ быть выражено суммой

В) Съ другой стороны

44

и „L. Вя

4-4-48576».«Такъже

"""" г--------------------- . ..... ...........

откуда

III.

55
4. Л

9-48999то-же; "взамы...

IIIIIIIII

41

4-ч824-1-ю: „Та-а....3„(п)

Величина В можетъ выражена суммою

ву; „нева;

4-8" «В.Iме-- тѣ

ЧР999ныя выраженія А и Вязамѣняя рувдіюциффункціей

х094, получимъ общій числовой законъ (хих

- ..-473: „жг ..»-«А

«—-8"!»5. Та

(ХІХ)
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рь; за этой формулѣ 60и)-1, 2641, почтч999 "?”

удыя числовой закОВѢ?

...»-»у9 „вмѣ.--97

вчь. У” 1

5X. Т-8Т.

Такъ какъ

75 . . „...Ле

щ-н-Д! —- 144-14941 "? „ .

мы еще прежде вывели теорему") "

74

551«---4484-84

(76)

(77)

замывать этой формулѣ: «а функціей «Очакъ начать

соотношеніе

. . п. .-.и «Гм? - vгч?

5I.I-г-4),I1—14
, вы.... "чудо 94

544«....ѣ--что-то

IIIIIIIIII

«у вымы. часовня тождества, находящіяся въ связи съ 499

символа В. Мат. Сб. Т. 1, стр. 67,
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Точно также: . . . . . . . . . Л

5”а»-«-тнымъ–Вью

„ ч. "

* * „ и
1. ". . . . . 131

-— 1.

Полагая п-Куп, имѣемъ: - "

-

луй. " " ". ..... ....

5”а»-а-кавака-Iимѣю

зт. п. «т» «т» .

. ... Куй.

5 выткѣ. " «

ихъ выраженіями, получимъ частный числовой законъ:

574-вó 4.)-а-кавака-Iако

куй”

-5"ч-45---«-14. «

"При мѣръ. Для пав-I10 имѣемъ:

811-4-3, 10)--514, 10)--514, 10)-н-345, 10)--316, 10)--517, 10)-

-t-248, 10)--519, 10)--Е110, 10)--5111, 10)-а-1-t-3913, 10)—

—46, по-ва, по-ва, по-ва, по-шо–410

IIIIIII

2-я-2-1-2--3--3-1-3-1-3-1-3-1-4-1-4-1-4.2—3—

зачѣ-1-2-1-2-н-11.4—18434.

Для насъ имѣетъ значеніе тотъ методъ, при помощи ко

тораго открываются новыя соотношенія между опредѣлен

ными числовыми интегралами.



* 1 1 . 1 1 1 (

злмѣткловъ инткггиговлнщилинкйнаго

УРАВЕНІЯ: Съ ЧАСТНЫМИ ПЕ0И3ВОДНЫМИ

2-го ПОРЯДКА. - "

А. Т. Круковскаго.

(сообщено въ засѣданія математическаго общества. 25 апрѣля 1вва г.)

Интегрированіе линейнаго уравненія съ частными про

изводными 2-го порядка

492

dхdу -533-533-й

гдѣ 27 есть искомая функція, х: и унезависимыяперемѣнныя,

а Р, О и 1 какія-либо функціи х и у, издавна, какъ извѣстно,

служило предметомъ многихъ изслѣдованій; еще въ прош

ломъ столѣтіи въ мемуарахъ Парижской Академіи за 1779-й

годъ встрѣчается статья Лапласа, въ которой онъ даетъ общій

видъ интеграла этого уравненія въ формѣ

14-ти-фи-чить о

О О

гдѣ ф(и) и фи) суть произвольныя функціи аргумента и, по

которому совершается интегрированіе, а функціи Г(2–и) и

П(у–и) соотвѣтственно представляются рядами:

*) Въ текстѣ цитируемой статьи перемѣнныя г., у, 2 или соотвѣтственно

обозначены буквами з, s”, и и я.
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«1568). 495-417.449-90?. . . . 445-40

4-494499-495-4955--.. и в-в4444

(у–и)“ . „, (у-и)?
9)?...”!..„. 1904)

-в-119--5355--.

коэффиціенты же А, А99, А9,..., В, В9, В9.... удовлетво

ряютъ уравненіямъ съ частными производными:

44. въ Ашлый?.. нѣла. 44 . 444
Е-г-194ьь- О-С.-.19449 „..”!..„РТС

5-4-42-г-45-55

(2)

--«Е-4-42-г

d949 „dА19 „dА9 . . . 513

55-995-995—44.-«. 35

dВ9 . „, , d"В

55--449-255.

dЛ? „dЛ? . . 4189 . 49199
-------ѣ- О----ГКel. 44—-а-ОКУЧл.25.-

—4-41840,

11999 I IIII919

"—-ч- ОГГ-—1К99

--45--43;-в-а....

Эта формула, сохраняя и до настоящаго времени свое важ

ное значеніе ведетъ однако къ опредѣленію интеграла въ

конечномъ видѣ только въ нѣкоторыхъ частныхъ случаяхъ,

такъ какъ опредѣленіе функцій Г и П вообще бываетъ со

пряжено съ большими затрудненіями, что замѣтилъ и самъ

Лапласъ, говоря объ этомъ въ своей статьѣ: «c'est quiраroit

tres difficile en général». Но при помощи разложенія иско

маго интеграла въ рядъ по теоремѣ Тейлора можно убѣ

диться, что этотъ интегралъ представляется еще и въ та

комъ видѣ:
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2аie Т ф(х)--

277-1547-154... зол.

..»-»у»--

1--РО1

Рау-IСах (" —IРаун-I(142

„454--145-94.

—IОдх

«-354---Та

297-1549-15.„I.

...»-------

1-4-Рц

„545-545-54.

го-39м-...

Здѣсь мы имѣемъ сумму двухъ рядовъ, изъ которыхъ первый

содержитъ произвольную функцію отъ х, ф(х), а второй—

произвольную функцію отъ у, 4(у); законъ составленія чле

новъ этихъ рядовъ очевиденъ, чего нельзя сказать о фор

мулѣ Лапласа. Чтобы найти, какое отношеніе имѣетъ полу

ченное выраженіе для 27 къ формулѣ Лапласа, стоитъ только

допустить, что функціи ф(х) и ф(у) соотвѣтственно равны

произвольнымъ постояннымъ а и ѣ и что въ первомъ ряду

всѣ интегрированія по 2 совершаются междупредѣлами и и 2
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а во второмъ ряду всѣ интегрированія по у-между предѣ

лами и и у, при чемъ и считается за нѣкоторое произвольное

постоянное, тогда можно показать, что первый рядъ обра

тится въ . . . . . . . ": "

л. 442-44494........ "

5 --- I - - - ---

т. е. въ функцію 1 (2--и), а второй-въ

в„во!24. вед-I......

1 т — 1.5 т ---

т. е. въ функцію Пу–и). По этой формулѣ можно также

опредѣлить интегралъ въ конечномъ видѣ въ тѣхъ случаяхъ,

въ которыхъ таковой интегралъ получался по формулѣ

Лапласа. "

Покажемъ примѣненіе нашей формулы на слѣдующихъ

двухъ примѣрахъ. Возьмемъ во первыхъ уравненіе

2

55-456-жалова

гдѣ Р есть функція только одного перемѣннаго у., 712) и

1 (у) суть какія либо функціи, одна перемѣннаго х, а другая

перемѣннаго у; это уравненіе посредствомъ простыхъ пре

образованій приводится къ уравненію съ другими перемѣн

"? — т ----------------

ными « и «да-а, что чтетъ нетооче

дѣлить по формулѣ Лапласа, пользуясь же предложенною

формулою, мы получаемъ прямо выраженіе для 2:

—IРdу —IРdу

4"."Быть

—[въ

«Тьма»--

—на —на

?""«- "Гатама

туе” ") dettа). (удуща[1210409------
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- функціею, „, . . . .

99999Р999 палу Функція ф(а) замѣнена для анализы

—(въ

«" 49);

99Р99 419 ралы помощію опредѣленныхъ интегралы,

вычемъ: . .

у

21

—104944тинами-

Л:

У 2

—[445 г. (144-14944т

62 ("” (" дв. Д

4 II. III. I ? чай?»
Л: О

-Батма

Л.

этому выраженію можно дать и другой видъ:

Уйми!
-19454 я 17 факуфомъ.«

6 I I I 15 Де

4-4: 1) « " " «

1-5-1

-1ччу». «Уфимцамъ»

5 11 « " " «аль,

Л: О

такъ какъ интегралъ
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Типо-лала

(""""”""«на-камымъ

(!)

тождественъ съ интеграломъ

Ег

ужа

5" " "" "”г" "А14,

О

въ чемъ можно убѣдиться, рязлагая въ ряды подъинтеграль

ныя функціи этихъ интеграловъ. Такимъ же образомъ най

демъ интегралъ и уравненія

d127 „d2

55-95-444

принимая, что О есть функція только одного перемѣннаго 2.

а 148) и 1 (у) имѣютъ прежнее значеніе.

Во вторыхъ возьмемъ уравненіе

2

55-ти-те-ся

гдѣ п есть какое нибудь положительное, цѣлое или дробное

число; это уравненіе не интегрируется ни однимъ изъ су

ществующихъ способовъ и мы можемъ получить интегралъ

его не съ произвольными функціями, а только съдвумя про

извольными постоянными; дѣйствительно, полагая въ нашей

формулѣ сперва, что фуншроизвол. постоян. А и Ф(у1-4

получимъ для 27 рядъ

4I-324-354--44949494455555555."АлексѣйЕв."

(az--Бу--с)?"""

жай?44кая- 1

затѣмъ, полагая, что ф(а)-Ваz, а ф(у)-Вbу--с), найдемъ

для 27другой рядъ:
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(as-t-bу--е)"""

в1-4-4-354995

—(44-4)?"

995255535555546565) "
С

44-1- т

449494вая-1259455555555554555555555465657)

суммируя эти ряды, находимъ:

25-г5-г5рг

г. 11. 495252туаѣ

2савицу (аа-Бу-с)""”).445

ну 459994499-го „.

(1) О

* 45455555уд-в

„лезеру.-г-г А.

(!) ()

Здѣсь кстати замѣтить, что интегрированіе этого уравне

нія имѣетъ близкую связь съ интегрированіемъ преобразо

. „ dРЖ

чины» пишенія Рима;--- «за щи и положитель

номъ числѣ; въ самомъ дѣлѣ, если въ двухъ предъидущихъ

1

ряхъ замѣнимъ «зе-ни-е чрезъ 2. в а чрезъ 3, то по

лучимъ ряды, которыми выражается итегралъ предъидущаго

уравненія; поэтому чтобы получить этотъ интегралъ въ ко

нечномъ видѣ достаточно только въ предъидущемъ выраже

ніи для 27 сдѣлать такую же замѣну и тогда найдемъ:

_______________________

294 Авгударствѣ,

л. 11. 5199Т"""Ага!

5 Тó

„Lant?

294. Авгудятся;

-41499 ". "" «т»

(!) ()
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По поводу интегрированія разсматриваемаго уравненія съ

частными производными остается еще сказать, что въ по

слѣднее время появились въС. К., СХ и въ Лournal des ma

them. Liouville, Т. VI, 1890 г., статьи Е. Рicard, въ кото

рыхъ онъ предлагаетъ для интегрированія уравненій съ част

ными производными, подобныхъ вышеупомянутому, способъ

послѣдовательныхъ приближеній; но этотъ способъ едва ли

можетъ дать интегралъ въ болѣе простомъ видѣ, чѣмъ фор

мула Лапласа, или вышеприведенная.



ОВЪ ОДНОМЪ К0НКРЕТН0МЪ ИСТОЛКОВАнду

ПЛАНИМЕТРІИ ДОВАЧЕВСКАIIО,

Л. К. Лахтина.

В в ед е н і е,

Геометрія Лобачевскаго, въ началѣ почти незамѣченная

математиками, въ послѣднее время стала получать все болѣе

и болѣе широкое распространеніе и примѣненіе.

Эти примѣненія не ограничиваются вопросами чисто гео

метрическими, а касаются областей анализа по видимомудаже

весьма удаленныхъ отъ вопроса о геометрическихъ аксіомахъ.

Работы Лобачевскаго, бросая яркій свѣтъ на философію

геометріи, въ то же время знакомятъ насъ съ такими про

тяженіями, гдѣ имѣютъ мѣсто всѣ аксіомы Евклидовой гео

метріи за исключеніемъ 11-ой его аксіомы.

Распространенію новыхъ идей долго мѣшала привычка,

пріобрѣтаемая нами съ раннихъ лѣтъ, мыслить въ геоме

трическихъ разсужденіяхъ по законамъ геометріи Евклида.

Вслѣдствіе этого теоремы и въ особенности чертежи гео

метріи Лобачевскаго кажутся парадоксальными.

Хотя Лобачевскій показалъ, что на чертежахъ такихъ ма

лыхъ размѣровъ, какими мы пользуемся, различіе его гео

метріи отъ Евклидовой не можетъ быть замѣчено, тѣмъ не

менѣе кажущаяся несообразность чертежей сильно мѣшаетъ

нашему воображенію ясно ихъ себѣ представить.

т. хуп. вып. 1. 49
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Отсюда возникли стремленія геометровъ найти конкретное

истолкованіе формулъ и теоремъ неевклидовой геометріи,

т. е. найти такое конкретное протяженіе, въ которомъ тео

ремы геометріи Лобачевскаго были бы справедливы, а чер

тежи возможно проще понимались бы нашимъ умомъ.

Въ сущности всѣ эти истолкованія сводятся къ одному

принципу, получающему только различныя внѣшнія выраже

нія. Дѣло въ томъ, что въ геометріи Лобачевскаго диффе

ренціалъ дуги кривой выражается иначе, чѣмъ въ Евклидо

вой геометріи. Если мы условимся въ нашихъ вычисленіяхъ

вводить это новое выраженіе дифференціала дуги, то вычис

ленія непремѣнно приведутъ насъ къ формуламъ и теоремамъ

Лобачевскаго. При этомъ, понятно, разстояніе между двумя

точками будетъ выражаться иначе, чѣмъ въ геометріи Ев

клида; кратчайшее разстояніе между двумя точками будетъ

такъ называемая геодезическая линія, а нета линія, которую

мы привыкли называть прямою; мѣсто прямолинейныхъ мно

гоугольниковъ займутъ многоугольники, ограниченные геоде

зическими линіями, и т. д.

Бельтрами показалъ, что если мы возьмемъ кривую не на

плоскости, а на поверхности съ постоянной отрицательной

кривизной—на псевдосферѣ—то дифференціалъ дуги этой

кривой получитъ такое выраженіе, какъ уЛобачевскаго.По

этому, строя чертежи на псевдосферѣ, мы конкретно осу

ществимъ чертежи геометріи Лобачевскаго, не напрягая осо

бенно сильно наше воображеніе.

Это истолкованіе, безспорно, весьма интересное, освѣтило

многія трудно понимаемыя особенности геометріи Лобачев

скаго; но оно не получило какихъ-либо важныхъ примѣненій

въ другихъ областяхъ математики. Къ тому же оно не спо

собно уяснить смыслъ теоремъ Лобачевскаго, касающихся

геометріи въ пространствѣ.

Кели, Клейнъ, Пуанкаре и другіе математики, отказав

шись отъ этихъ кривыхъ поверхностей, предложили только

измѣнить формулу выраженія дифференціала дуги, оставивъ

кривую на нашей обыкновенной плоскости. Тогда необхо



—769 —

димо условиться считать за кратчайшее разстояніе между

двумя точками не прямую линію въ Евклидовомъ смыслѣ, а

геодезическую линію, видъ которой вполнѣ опредѣлится, когда

дана формула дифференціала дуги.

Это истолкованіе, какъ оказалось, находится въ тѣсной

связи съ теоремами проэктивной геометріи и можетъ быть

обобщено на геометрію въ пространствѣ. Кромѣ того, оно

получило важныя примѣненія въ области чистаго анализа

при изученіи свойствъ тѣхъ функцій, которыя Пуанкаре на

звалъ Фуксовыми, а Клейнъ—аутоморфными. Эти функціи

суть обобщеніе періодическихъ и въ послѣднее время при

влекли къ себѣ вниманіе выдающихся математиковъ.

Еще Лобачевскій замѣтилъ, что для аналиста не имѣетъ

никакого значенія споръ о томъ, какая геометрія–истинная:

Евклидова или неевклидова. Въ анализѣ важно только то,

что та и другая геометрическая система не заключаетъ вну

три себя никакого логическаго противорѣчія. Поэтому, рѣ

шая какую-либо задачу анализа, мы можемъ по своему вы

бору пользоваться, какъ пособіемъ, той или другой геоме

тріей, смотря по особенностямъ рѣшаемой нами задачи.

Геометрія Лобачевскаго создала особаго рода символиче

скій языкъ, сильно упрощающій иногда разсужденія, и въ

то же время безусловно точный.

Это–могучее орудіе при рѣшеніи многихъ вопросовъ тео

ріи функцій.

Въ настоящей статьѣ я имѣю въ виду изложить въ корот

кихъ чертахъ сущность конкретнаго истолкованія планиме

тріилобачевскаго въ той именно формѣ, въ какой оно получило

главнѣйшее приложеніе къ теоріи функцій.

5 1. Длина кривой.

Возьмемъ систему прямоугольныхъ Декартовыхъ осей ко

ординатъ и будемъ разсматривать фигуры, лежащія въ ветхо

ней полуплоскости, т. е. кверху отъ оси за

499
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Условимся считать дифференціалъ дуги кривой на этой

полуплоскости равнымъ

. уаганду?

IV

dsia, 4-55---54— . (1)

Выраженіе дифференціала дуги, какъ мы уже замѣтили во

введеніи, опредѣляетъ собою всѣ свойства протяженія.

Займемся раскрытіемъ свойствъ того протяженія, которое

опредѣляется формулою (1) дифференціала дуги.

Длина s дуги, укладывающейся въ верхней полуплоскости,

выразится интеграломъ отъ функціи (1), взятымъ по этой

дугѣ:

--19995-1511574. «

Интегралъ (2) обладаетъ свойствами, которыядолжно имѣть

выраженіе длины дуги: 1) длина суммы двухъ дугъ равна

суммѣ длинъ этихъ дугъ, 2) дуги, откладываемыя въ проти

воположныя стороны, противоположны по знаку. Изъ выра

женія (2) видно, что длина всякой линіи, укладывающейсявъ

верхней полуплоскости, конечна, если она удовлетворяетъ

двумъ условіямъ: 1) если она конечна съ точки зрѣнія Ев

клидовой геометріи, 2) если она не достигаетъ оси х.

Выраженіе (2) обращается въ безконечность всякій разъ,

когда одно изъ этихъ условій нарушено.

Отсюда слѣдуетъ, что безконечно удаленными точками изу

чаемаго нами протяженія служатъ:

1) безконечно удаленныя точки въ смыслѣ геометріи Ев

Клида,

2) всѣ точки оси х.

По другую сторону отъ оси х, т. е. въ нижнюю полу

плоскость, изучаемое протяженіе нераспространяется. Ось х

служитъ его границей.

5 2. Геодезическая линія.

Даны двѣ точки: (х, у,) и (х, у,1. Ищется кратчайшее

разстояніе между ними въ изучаемомъ протяженіи.
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Пусть искомое разстояніе таково:

91 —

"1) „ . 14уV

«-IIуч-(2) и о

35 "

Если оно кратчайшее, то варьяція его равна нулю:

алт. 4 4

42 99 45. 4

Отсюда:

dу
ж______ ***

4ли-1391-41-4

549-152).-31—1455I—аd

т чу ч. у... у

Интегрируя это уравненіе, находимъ:

ata“-ну!)--26442-41—49. (4)

Произвольныя постоянныя интеграціи а и ѣ опредѣлятся изъ

условій прохожденія кривой черезъ данныя точки: (х,у,)

и (х, у,). Кривая (4) есть окружность съ центромъ на оси х.

Отсюда:

Теорем а Г. Геодезическая линія въ изучаемомъ протя

женіи съ точки зрѣнія Евклидовой геометріи есть окруж

ность съ центромъ на оси х.

Между всякими двумя точками протяженія проходитъ одна

опредѣленная геодезическая линія.

Длину этой геодезической линіи мы и будемъ принимать

за разстояніе между данными точками.

5 3. Разстояніе между двумя точками.

Найдемъ разстояніе междудвумяточками М. (ха, у;) иМ(ху).

Проведемъ чрезъ эти двѣ точки геодезическую линію.

Съ точки зрѣнія Евклидовой геометріи это будетъ окруж

ность съ центромъ на оси х. Пусть ея центръ есть С, углы
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наклоненія радіусовъ СМ. и СМ? къ х: пусть будутъ а и 9.

Разстояніе между точками М. и М.

т. е. длина геодезической М.М., вы

численная по формулѣ (2), выразится

ТIII”ъ:

« . 44

45 . Т2

4 I-324- 4-1оо—-„ (5

«--15--43; 5

5, т. 995

гдѣ log означаетъ логариѳмъ Непера.

5 4. Геодезическія координаты. Выраженіе дифференціала дуги

въ геодезическихъ координатахъ.

Возьмемъ двѣ взаимно перпендикулярныя геодезическія

линіи, изъ которыхъ одна съ точки зрѣнія Евклидовой гео

метріи есть окружность радіуса равнаго единицѣ и имѣетъ

„,, та, та та тутъ и чт

51С. гая служитъ осью у. Примемъ эти двѣ

е. 2 м томиленія». «точческихъ по

?"". . 445-444
дцій.Т. «т»«т» «т» «т»-«Т,

2. . ” точку ихъ пересѣченія О назовемъ нача

ломъ геодезическихъ координатъ. Для

опредѣленія положенія точки Мах, у) въ геодезическихъ ко

ординатахъ проведемъ черезъ эту точку геодезическую ММ.,

перпендикулярную къ оси 5 (окружность съ центромъ въ

О-съ точки зрѣнія Евклидовой геометріи). Длину отрѣзка

О"М примемъ за координату Е, а длину отрѣзка ММ—за

координату 1. Координаты Е и т. вполнѣ опредѣляютъ поло

женіе точки М.

Найдемъ соотношеніе между координатами а,у и 5, т.

Изъ формулъ (2) и (5) заключаемъ, что:

ных249, 4--444, 6

гдѣ ф есть уголъ наклоненія радіуса ОМ къ оси 2 и опре

дѣляется уравненіемъ:

Черт. 2.



Изъ равенствъ (6) слѣдуетъ:

-«

1 1 9

соs hурту.

у- е4

Формулы (7) суть искомыя формулы преобразованія коор

динатъ. .

Пользуясь этими формулами, мы можемъ выразить диффе

ренціалъ дуги

„че: а

ds

въ геодезическихъ координатахъ:

—усos'hурn de'-t-dу“. (8)

Эта формула разнится только обозначеніями отъ формулы

дифференціала дуги, найденнойЛобачевскимъ. (См. полное со

браніе сочиненій по геометріи Н.И.Лобачевскаго.Казань 1883г.

стр. 521). Такъ какъ выраженіе дифференціала дуги опре

дѣляетъ собою всѣ свойства протяженія, то изучаемое нами

протяженіе, необходимо, будетъ имѣть всѣ свойства, какія

имѣетъ плоскость въ геометріи Лобачевскаго. Поэтому мы

можемъ его назвать плоскостью Лобачевскаго. Теоремы, ко

торыя мы докажемъ для этого протяженія, будутътеоремами

планиметріи Лобачевскаго, а чертежи будутъ служить кон

кретнымъ истолкованіемъ этихъ теоремъ.

5 5. Геодезическая окружность.

Геодезическою окружностью мы будемъ называть геоме

трическое мѣсто точекъ нашего протяженія, разстояніе ко

торыхъ отъ одной данной точки одинаково. Это разстояніе

мы будемъ называть геодезическимъ радіусомъ окружности.
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Пусть центръ геодезической окружности есть М. (2, у.), а

геодезическій радіусъ равенъ В. Найдемъ ея уравненіе.

Возьмемъ какую нибудь точку

М(2, у), лежащую на геодезиче

ской окружности.Соединимъ ее

съ центромъ М., геодезической

линіейММ.Съточки зрѣніяЕв

клидовой геометріи ММ., есть

дугаокружностисъ центромъ на

оси х.Пусть этотъ центръесть

С. Обозначимъ углы наклоне

5 4. нія радіусовъ ОА и СИ къ

оси х буквами р, и р.

Въ такомъ случаѣ геодезическій радіусъ К выразится такъ

44

44-4.

45

Отсюда:

и4

12...,

49

Далѣе:

т. 159 - . I

—55 — имать;- 19
I 9-4-95

чи

Пусть М." есть точка симметричная съ М., относительно

оси х. Координаты ея суть: х,—у... Изъ черт. 3 видно, что

прямыя М.М?)и М. М. (въ Евклидовомъ смыслѣ)выражаются

Такъ:

ммымст-1 I

мумнам ст. 959 I

(10)

") прямая дуди на черт. 8 опущена для избѣжанія сложности чертеж
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Изъ формулъ (9) и (10) слѣдуетъ, что:

ЛЛ”...„Il

555--445

IIЛИС

95—99994-94)"...„........ 41

5455555-443-

По освобожденіи уравненія отъ радикала, находимъ:

(х–2)"-н-(у–у совѣчурЛ)?–у,"віn'hурЕ. (11)

Это-искомое уравненіе геодезической окружности радіуса

В съ центромъ въ (х, у,).

Съ точки зрѣнія Евклидовой геометріи это—окружность

радіуса узіи БурЛ? съ центромъ въ точкѣ О, (х, у, соshурt).

Такъ какъ при конечныхъ значеніяхъ Е

sin hурЕго совіур Е,

то окружность (11) всѣми своими точками лежитъ въ верх

ней полуплоскости. Она коснется оси х только тогда, когда

геодезическій радіусъ К безконечно великъ; только при Высо

имѣетъ мѣсто равенство:

sinhур КасоshурК.

Это и понятно: ось х есть совокупность безконечно уда

ленныхъ точекъ протяженія; если геодезическая окружность

касается оси х, т. е. имѣетъ безконечно удаленную точку,

то радіусъ ея необходимо долженъ быть безконечно великъ.

Если Ванюхо, а у, отлично отъ О, то геодезическая окруж

ность всѣми своими точками лежитъ въ безконечности.

Если Кесо и въ то же время удачно, то выраженія

у совѣту В и узѣрѣ, (14)

ординаты центра С, и радіуса окружности (11), получаютъ

неопредѣленный видъ: О.о.Мы можемъ выбратьЕтакъ, чтобы

предѣлъ одной изъ нихъ равнялся произвольно взятой конеч
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ной положительной величинѣ р. Предѣлы обѣихъ величинъ

(12) одинаковы:

liту, соshурtВаliтузіnhурЛавр. (13)

Въ такомъ случаѣ уравненіе (11) приметъ видъ:

(х–х.)”-н-(у–5)?—р”. (14)

Таково уравненіе геодезической окружности, имѣющей без

конечно удаленный центръ и безконечно большой радіусъ.

По терминологіи Лобачевскагоэто–предѣльная окружность.

Какъ и должно быть на плоскости Лобачевскаго,—предѣль

ная окружность не есть геодезическая линія этого протяже

нія. Въ этомъ геометрія Лобачевскаго существенноразнится

отъ Евклидовой: въ геометріи Евклида окружность безко

нечно большаго радіуса есть прямая линія.

Уравненіе (14) предѣльной окружности нашего протяже

нія съ точки зрѣнія Евклидовой геометріи изображаетъ окруж

ность, касающуюся оси х въ точкѣ (х, О).

Не лишена интереса слѣдующая особенность предѣльной

окружности (14). Координаты геодезическаго центра этой

окружности 2, О удовлетворяютъ ея уравненію: предѣльная

окружность проходитъ черезъ свой центръ. На эту особен

ность ея обратилъ вниманіе Бельтрами.

5 6. Длина геодезической окружности,

Изъ уравненія (11) геодезической окружности слѣдуетъ,

Чт0 ДлиНа ея такова:

ту

2

„L. Г. 459994-99: „L............... . ..,

«- 14555555-ти и

(!)

Это выраженіе тождественно съ тѣмъ, которое даноЛоба

чевскимъ (полное собраніе сочиненій стр. 522).

Понятно, что длина всей предѣльной окружности безко

нечнС) В911IIК4,
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5 7. О параллельныхъ линіяхъ.

Пусть дана геодезическая АПВ и точка С внѣ ея. Ясно,

Черт. 4.

что геодезическія СА и СВ пересѣкаютъ ее въ безконечно

удаленныхъ точкахъ: первая въ А, а вторая–въ В. Геоде

зическія СА и СВ параллельны АПВ; первая–слѣва, а вто

рая справа. Отсюда:

Теорема 2. Черезъ всякую точку С, лежащую внѣ тео

дезической АПВ можно провести двѣ параллельныя геодези

ческія СА и СВ. Уголъ АСВ. между этими параллельными

отличенъ отъ г. Эта теорема заступаетъ мѣсто ХП аксіомы

въ геометріи Лобачевскаго. "

Изъ чертежа 4 мы можемъ непосредственно усмотрѣть

всѣ главнѣйшія свойства параллельныхъ на плоскости Лоба

чевскаго. Изъ нихъ мы укажемъ на слѣдующія.

Параллельныя СА и СВ дѣлятъ плоскость на двѣ части:

всякая геодезическая, проходящая черезъ точкуСвнутриугла

АСВ, пересѣкаетъ геодезическую АПВ; всякая геодезическая,

проходящая черезъ точку С внѣ угла АСВ, не пересѣкаетъ

АПВ. Параллельныя СА и СВ суть крайнія геодезическія,

пересѣкающія АПВ. .

Параллельность есть свойство взаимное для двухъ геоде

3III0I0фIIIIIIIIXIIIЪ .

Двѣ параллельныя геодезическія обладаютъ этимъ свой

ствомъ на всемъ своемъ протяженіи, т. е. если черезъ какую

нибудь точку С" геодезической СВ провести параллельную

линіи АПВ справа, то эта параллельная совпадетъ съ СВ.

Двѣ геодезическія, параллельныя третьей съ одной и той

же стороны, параллельны между собою.
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5. 8. Уголъ параллельности.

Проведемъ черезъ точку С (черт. 4) геодезическую орто

гональную къ АПВ (черезъ всякую точку плоскости можно

провести только одну геодезическую ортoгональную къ АПВ).

Отрѣзокъ С10 этой линіи есть геодезическій перпендикуляръ,

опущенный изъ точки С на АПВ. Уголъ 10СВ--ва, мы на

зовемъ, слѣдуя Лобачевскому, уломъ параллельности. Най

демъ выраженіе угла я въ видѣ функціи длины геодезиче

скаго перпендикуляра СДавр.

Пусть центрами дугъ окружностей СП, СВ и ПВ въ Ев

клидовомъ смыслѣ служатъ точки: О, О,,О. Длины радіу

совъ этихъ окружностей и отрѣзка О, О, обозначимъ соот

вѣтственно буквами Е,Е,Е, и 6. Углы наклоненія прямыхъ

О, С. О. 10 и О. С. къ оси х обозначимъ черезъ 3, 4, у.

Уголъ параллельности а равенъ 3-4-у;

тар-1-у. (16)

Изъ черт. 4 находимъ:

в-34, вы-94, вы-4449449

554-55, 66-1-554-- чт

Далѣе, изъ прямоугольнаго треугольника О,10О, находимъ:

«----3---254995

***стра-1тарства»

откуда;

3 IВ.--Е,–2

и 4-55- 49

Изъ формулъ (17) и (18) находимъ:

„5.9949995-495.

937"?).-3444445

Принявъ во вниманіе равенство (16), имѣемъ:

"Л . С. О

45--4545
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откуда;

ig

4
(19)

1
tg

tg
5

Припомнивъ формулу (5) длины отрѣзка геодезическойли

ніи, мы найдемъ, что длина геодезическаго перпендикуляра

СПар выражается такъ:

или, на основаніи равенства (19):

нимать его

Изъ равенства (20) слѣдуетъ:

. . . I

499 —555 «че-Iглавѣ4--53;соs hурtр.)

Таковы формулы, опредѣляющія уголъ параллельности за

по данной величинѣ р. Онѣ тождественны съ формуламиЛо

бачевскаго (полное собраніе сочиненій стр. 505).

(21)

ту

изъ формулъ (41) видно, что при но толь-Il пря

расхо уголъ 2-30. Величина угла параллельности измѣняется

4

отъ 5 до о, въ геометріи Евклида она постоянна и

ту;

равна з;,

Примѣняя тѣ же формулы (21) къ геодезической СА, па

раллельной АПВ слѣва, найдемъ, что углы параллельности

АСД и ВСП одинаковы. Геодезическій перпендикуляръ СП

дѣлитъ уголъ АСВ пополамъ.
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5 9. Площадь фигуры.

Выдѣлимъ на плоскости какую-либо площадь а безконечно

малыхъ размѣровъ, лежащую кверху отъ оси х на конеч

номъ разстояніи отъ нея. Будемъ разсматривать свойства

безконечно малыхъ фигуръ, помѣщающихся внутри площади

т. Свойства ихъ будутъ совершенно такія, какъ и въ гео

метріи Евклида.Въ самомъ дѣлѣ, дифференціалъ дуги въ из

учаемомъ нами протяженіи выражается формулою:

„454, 5,

Пока мы не выходимъ за предѣлы безконечно-малой пло

щади а, величину у мы въ правѣ считать постоянною. Но

въ такомъ случаѣ дифференціалъ дуги (1) будетъ разниться

1 .

только постояннымъ множителемъ— отъ выраженія диффе

у!

ренціала дуги въ Евклидовой геометріи:

da“--ду".

Такъ какъ выраженіе дифференціала дуги опредѣляетъ со

бою всѣ свойства протяженія, то мы заключаемъ, что, дѣй

ствительно, къ фигурамъ, помѣщающимся внутри безконечно

малой площади а, можно примѣнять формулы Евклидовой гео

метріи.

Выдѣлимъ внутри а прямоугольникъ, стороны котораго

параллельны осямъ координатъ и въ Евклидовомъ смыслѣ по

длинѣ равны dх и dу.

Въ нашемъ протяженіи длины ихъ будутъ:

dх . dу
— И —5-,

у у

Примѣняя формулу площади прямоугольника въ Евкли

4999й геометріи, найдемъ, что площадь безконечно-малаго

прямоугольника въ нашемъ протяженіи выразится такъ:

ds

dz dу

—-— 159

за та
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Площадь конечныхъ размѣровъ въ нашемъ протяженіи

представится въ видѣ двукратнаго интеграла:

«- (159. «.1.1 II

распространеннаго на эту площадь.

5 10. Площадь треугольника.

Возьмемъ площадь, ограниченную дугою АВ окружности

радіуса Е съ центромъ въ С на оси х {въ Евклидовомъ

смыслѣ) и двумя прямыми АЕ и ВД, параллельными оси у.

Въ нашемъ протяженіи всѣ три линіи:

АВ, АЕ и В10 суть геодезическія линіи,

а взятая фигура—треугольникъ АВсю,

у котораго двѣ вершины: А и В,лежатъ

въ конечной части протяженія,а третья-—

въ безконечности. Хотя размѣры этого

треугольника безконечно велики,тѣмъ не

менѣе площадь его Б, какъ мы увидимъ,

конечна. Займемся ея опредѣленіемъ.

Обозначивъ углы наклоненія радіусовъ СВ и СА къ оси х

черезъ ф и 4, имѣемъ:

Есosор со Всosр

«—14 (5-1-39--- «„Л „Л -2

Вся уЕЯ вазы,

Внутренніе углы треугольника АВсхо при А и при В ко

нечны—ихъ мы обозначимъ буквами: А и В. Уголъ, лежа

щій въ безконечности, равенъ нулю.

Такъ какъ:

А–т-4, Веg,

то формула (24) принимаетъ видъ:

Сумма внутреннихъ угловъ треугольника АВсю:
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А-1-В–н-0

меньше т. Разность между т; и суммою внутреннихъ угловъ

треугольника мы назовемъ дефектомъ.

Формула (25) показываетъ. что площадьтреугольникаАВсе

равна его дефекту.

Въ томъ случаѣ, когда точки А и В лежатъ на оси х

(черт. 6), всѣ три внутреннихъ угла его равны нулю, де

фектъ, а слѣдовательно и площадь треугольника В, равныт.

Это-самая большая величина, которую можетъ имѣть пло

щадь треугольника въ планиметріи Лобачевскаго. Всѣ три

вершины такого треугольника лежатъ въ безконечности.

Возьмемъ произвольный треугольникъ АВС, образованный

тремя дугами геодезическихъ линій. Внутренніе углы его

обозначимъ буквами А, В, С. Площадь 3 треугольника АВС

(черт. 7) легко выразить при посредствѣ площадей 8, 8, 8,

трехъ треугольниковъ предшествующаго типа, при чемъ:

8— площадь треугольника АСохо,

8, 5 х АВсхо,

S, о ч ВОхо.

Площадь 3 равна:

—S.-t-S.—8. (26)

Площади 8, 8, 8, могутъ быть, вычислены по формулѣ[25:
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Sier-210АС—ДЕСА,

83—r-210АВ—ДЕВА,

Sier-21ЕВС-2ВОВ.

Вставивъ эти выраженія въ формулу (26), находимъ:

8–5–А–В—С. (27)

Отсюда:

Теор ем а 3. Площадъ всякаго треугольника, образован

наго тремя теодезическими линіями, равна его дефекту.

Это–основное свойство треугольника въ геометріи Лоба

чевскаго,

Изъ него, между прочимъ, слѣдуетъ, что подобныхъ фи

гуръ въ геометріи Лобачевскаго не существуетъ.

5 11. Площадь геодезическаго круга.

Геодезическая окружность, какъ мы знаемъ, изображается

уравненіемъ:

(2-х.)”-н-(у–у, соshурtВ)?–у,"віn"Бур К. (11)

Распространивъ интегралъ:

«-11959 ау!

на площадь этой окружности, находимъ:

s-чтччт94 че

Такова формула площади геодезическаго круга радіуса В.

Она тождественна съ найденной Лобачевскимъ (полное

собраніе сочиненій стр. 527).

5 12. Объ эквивалентности фигуръ.

Если фигуру перемѣстить въ ея плоскости, то съ точки

зрѣнія изучаемаго нами протяженія площадь ея измѣнится

Это видно изъ формулы площади: "

т. хуп. выы. п. . 59
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dхdу

у" "

8— 1 1792. (23)

Такимъ образомъ перемѣщеніе фигуры въ нашемъ протя

женіи невозможно безъ измѣненія ея площади. Равныхъ фи

гуръ въ нашемъ протяженіи не существуетъ. То мѣсто, ко

торое въ геометріи Евклида занимаетъ равенство фигуръ, у

насъ будетъ занимать эквивалентность.

Будемъ обозначать комплексное количество:

гах-н-уi

точкою съ координатами а и у и будемъ эту точку сокра

щенно называть точкою я, какъ это принято въ теоріифунк

цій комплекснаго перемѣннаго. Условимся называть точки

2 и 27 эквивалентными, если онѣ связаны между собою ли

нейнымъ соотношеніемъ:

, aг-н-3

ва:-—,,

уг-н-3

(29)

гдѣ а, В, т, 8 суть числа дѣйствительныя и удовлетворяющія

соотношенію:

ад-Вун-t-1. (30)

Если точка з есть точка верхней полуплоскости, то и я!

есть точка той же полуплоскости. .

Если г. дѣйствительно, то и 2 дѣйствительно. Когда точка

я опишетъ какую-либо фигуру, то точка з?, связанная съ нею

соотношеніемъ (29), опишетъ другую фигуру, подобнуюпер

вой въ безконечно малыхъ частяхъ. Такія фигуры мы усло

ВИЛИСЯ НАВЫВКАТЪ ЭТУ9994999944944774441511444.

Изъ теоріи функцій извѣстно, что если точка я опишетъ

окружность, то и точка 27, связанная съ нею соотношеніемъ

(29), тоже опишетъ окружность. Эти окружности эквива

ДевгНЫ,

Если данная окружность имѣла центръ на оси х, то и всѣ

эквивалентныя ей окружности будутъ имѣть центры на оси х.
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Слѣдовательно въ изучаемомъ нами протяженіи всякая ли

нія, эквивалентная теодезической, есть тоже геодезическая.

Если зах--уй и 2-х“--уй, то изъ равенствъ (29) и (30)

слѣдуетъ:

„зуе-114(594599594 ..... Да

***99-15555554-95 г.-355555. 554

Формулы (31) выражаютъ зависимость между координатами

двухъ эквивалентныхъ точекъ.

Изъ тѣхъ же соотношеній (29) и (30) находимъ:

dа

44-55

(32)

гдѣ:

date da?--йду, да не да-н-1ду. (33)

Посмотримъ, какое произойдетъ измѣненіе въ формулѣ

дифференціала дуги:

45--4-5

...«все

если замѣнимъ координаты х, иу координатами эквивалент

ной точки: 27 и у".

Послѣ замѣны получимъ:

Г у

(1)

(1)

Изъ формулъ (33) имѣемъ:

mod.de—уда?-Еду", mod. dа-удій?Э49, (34)

а изъ равенства (32):

mod.de

«ча»-запада,

или на основаніи второй формулы (31):

mod.de”.поd.de

у? Т Ту

504
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Отсюда, принявъ во вниманіе равенства (34), (1) и (17):

dsia ds. (35)

Полученный результатъ показываетъ, что въ нашемъ протя

женіи дифференціалы эквивалентныхъ дутъ равнымежду собою.

Въ такомъ случаѣ мы въ правѣ утверждать, что въ из

учаемомъ нами протяженіи

1) эквивалентныя дуги равны,

2) углы, составленные эквивалентными дугами, равны,

3) эквивалентныя фигуры равновелики.

Такъ какъ безконечно удаленныя точки нашего протяже

нія эквивалентны только безконечно удаленнымъ, то мы на

ходимъ, что всякія двѣ геодезическія, эквивалентныя двумъ

параллельнымъ между собою геодезическимъ, тоже между со

бою параллельны.

Мы видимъ, что дѣйствительно эквивалентность вполнѣ

заступаетъ мѣсто равенства въ геометріи Евклида, а пре

образованія чертежа формулами (31)—мѣсто передвиженія

чертежа въ его плоскости.

Разсмотрѣнныя нами особенности взятаго протяженія со

вершенно конкретно уясняютъ смыслъ всѣхъ основныхъ те

оремъ планиметріи Лобачевскаго. Остальныя теоремы плани

метріи Лобачевскаго и вся его тригонометрія вытекаютъ изъ

этихъ основныхъ положеній, какъ слѣдствіе; поэтому на

нихъ останавливаться мы не будемъ.

5 18. Преобразованіе полуплоскости въ площадь круга.

Въ нѣкоторыхъ аналитическихъ приложеніяхъ неевклидо

вой геометріи оказывается болѣе удобнымъ вмѣсто полупло

скости избрать иную площадь для конкретнаго истолкованія

теоремъ планиметріи Лобачевскаго. За такую площадь при

нимаютъ площадь круга произвольнаго радіуса;чащевсего

площадь круга, описаннаго около начала координатъ радіу

сомъ, равнымъ единицѣ. При этомъ оказывается возможнымъ

выбрать такое выраженіе дифференціала дуги, чтобы грани
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щею протяженія служила взятая окружность и чтобы протя

женіе имѣло всѣ свойства плоскости Лобачевскаго.

Формулы для такого протяженія всего проще мы можемъ

получить, преобразуя протяженіе, "разсмотрѣнное въ пред

шествующихъ параграфахъ, подстановкою:

27-1-й

1-t-ie” "

23 2
(з6)

гдѣ 242-4-уй есть точка прежняго протяженія, а ваша?--у?

—новаго протяженія.

По сравненіи дѣйствительной и мнимой части въ обѣихъ

частяхъ равенства (36), находимъ:

4--44944.)
”1257229229

(37)

1—21—471

9-государ

Эти формулы выражаютъ зависимость между координатами

точки прежняго протяженія и соотвѣтствующей точки новаго.

Изъ формулъ (37) видно, что границею новаго протяже

нія служитъ окружность, описанная около начала координатъ

радіусомъ равнымъ единицѣ. Дѣйствительно, положивъ во

второй формулѣ (37) уча-С, находимъ:

29-ну?–1. (38)

Такъ какъ при ха О, уча-1 формулы (37) даютъ ха О,

уза 1, то новое протяженіе расположено внутри окруж

ности (38).

Для нахожденія формулы дифференціала de” дуги въ но

вомъ протяженіи, преобразуемъ формулу:

Лах"-t-dу?

у

подстановкою (37) или, что то же, (36).

Изъ формулы (36) слѣдуетъ:

ds
(1)
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ан-32

Г(1-4-49)?"

откуда;

таль--449494,

1–2у-н-х“-4-у

IIДИС

244Р9449

1—2у-н-229-н-у?

549Т99

Принявъ во вниманіе вторую формулу (37), находимъ:

„„уче-1.5443--447

у 1—21—у* "

Дифференціалѣ дуги въ нашемъ новомъ протяженіи выра

2400IIIIIIIIIIIIIЯ Т9IIIIIIIIIII

I 2уda?!-ду?

«----------- «т»

Въ полярныхъ координатахъ это выраженіе приметъ видъ

Р2; „I„12.IIР2

«--449949 «ѣ

Изъ теоріи функцій извѣстно, что линейная подстановка

преобразуетъ окружность въ окружность и даетъ отображе

ніе всюду въ безконечно-малыхъ частяхъ подобное отобра

жаемой фигурѣ. Поэтому геодезическими линіями въ новомъ:

протяженіи будутъ служить дути окружностей ортолональ

ныя къ границѣ (38). Такъ какъ dsіeds”, то длины всякихъ

соотвѣтственныхъ дугъ въ нашихъ двухъ протяженіяхъ–оди

НАКОВЫ.

Для построенія геодезическихъ координатъ въ новомъ

протяженіи, преобразуемъ фигуру, представленную на

чертежѣ 2, помощью формулъ (37). Ось х преобра



— 789 —

зуется въ окружность (38), описанную около начала ко

ординатъ О” радіусомъ, равнымъ единицѣ. Ее мы будемъ

называть сокращенно окружностью О”. ...„

г«тый ты, «тыь счть ч У11

и ту,— преобразуются въ прямыя линіи

17174545 л. 74775 . 56

динатъ у и 2. Дуга ММ геодезической траггау?

”.”""” У12

ческой новаго протяженія: съ точки

зрѣнія геометріи Евклида —это дуга черт. 8.

окружности съ центромъ на оси у" и ортогональной къ

окружности О”.

Длины геодезическихъ О1Ма Е" и М"М?—т новаго про

тяженія суть геодезическія координаты точки М". Такъ какъ

В и Е”, т; и т суть соотвѣтственныя дуги стараго и новаго

протяженія, то онѣ равны между собою: З-57, траву". Диф

ференціалъ дуги новаго протяженія въ геодезическихъ коор

динатахъ выражается той же формулой (8) только съ замѣ

ной 8; и то черезъ 27 и т. Новое протяженіе обладаетъ по

этому всѣми свойствами плоскости Лобачевскаго.

Такъ какъ въ прежнемъ протяженіи геодезическая окруж

ность помѣщалась вся въ верхней полуплоскости и имѣла

видъ окружности съ Евклидовой точки зрѣнія, то въ новомъ

протяженіи геодезическою окружностьюбудетъ служить окруж

ность, всѣми точками помѣщающаяся внутри круга О. Пре

дѣльная окружность будетъ касаться изнутри окружности О”,

и точка касанія будетъ служить геодезическимъ центромъ

этой предѣльной окружности. Длина геодезической окружно

сти будетъ выражаться тою же формулою (15), какъ и въ

предшествующемъ протяженіи.

Свойства параллельныхъ въ новомъ протяженіи будутъ тѣ

же самыя, какъ и въ прежнемъ, т. е. одинаковы со свой

ствами шараллельныхъ въ геометріи Лобачевскаго.

Повторяя разсужденія, приведенныя въ 5 9, находимъ, что

элементъ площади выражается формулою:
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442

549995. «и

или, въ полярныхъ координатахъ:

449449499

Площади геодезическаго круга и треугольника выразятся

тѣми же формулами (28) и (27), какъ и въ предшествую

щемъ протяженіи, т. е. тѣми формулами, которыя были най

дены Лобачевскимъ.



О ДВИЖЕНІИ ДЕНТРА. ТЯЖЕСТИ. ТЯЖЕЛАГО

ТВЕРШАГО ТѣЛА, ВЕРАШАК01141001 Около

- НЕЦ0ДВижной точки,

Ѳ. А. Слудскаго.

П. А. Некрасовымъ обнаружено было аналитически *), а

Н.Е.Жуковскимъ-геометрически"),что при вращеніи тяже

лаго твердаго тѣла около неподвижнойточки, въ случаѣ Гесса,

центръ тяжести движется какъ сферическій маятникъ сънѣ

которою приведенною напряженностьютяжести. Это свойство

движенія тѣла представляетъ большой интересъ, и въ на

стоящей замѣткѣмы займемся разысканіемъдругихъ случаевъ,

гдѣ оно имѣетъ мѣсто.

Возьмемъ систему неподвижныхъ осей координатъ х, у, ie,

съ началомъ въ неподвижной точкѣ тѣла и съ осью з на

правленной по вертикали внизъ. Вообразимъ затѣмъ систему

подвижныхъ осей 5, т, 3, идущихъ по главнымъ осямъ инерціи

для неподвижной точки. Координатамъ центра тяжести бу

демъ приписывать указатель нуль.

*) Къ задачѣ о движеніи тяжелаго твердаго тѣла около неподвижной

точки (Мат. Сб., т. ХVІ) и О движеніи тяжелаго твердаго тѣла около

неподвижной точки (Труды Отдѣленія физическихъ наукъ О. Л. Е., т. V,

вып. 2).

**) Лoксодромическій маятникъ Гесса (Труды Отдѣленія физическихъ

наукъ О. Л. Е., т. V, вып. 2).
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Чтобы центръ тяжести двигался какъ сферическій маят

никъ съ нѣкоторою приведенною напряженностью тяжести

пу,—должны удовлетворяться уравненія:

d'а, „.... d’у, . . . 42

34-мъ: 59-мъ, 35-ти-м.; шо

М–величина пропорціональная сопротивленію.

Означивъ чрезъ гу, 17 и 17” косинусыугловъ наклоненія оси

а къ осямъ 5, п и 5, изъ уравненій (1) легко получимъ мы

для проложеній ускоренія центра тяжести на оси В, т, и С

слѣдующія выраженія:

М2,--пу; М.--пду: М.-1-пу". (2)

Припомнимъ выраженія проложеній на оси В, т, С ускоре

нія всякой точки тѣла въ разсматриваемой задачѣ. Примѣ

нивъ эти выраженія къ центру тяжести и сравнивъ резуль

таты съ выраженіями (2) найдемъ:

dg . dr

55-й. 5-пали-дю-49-64-165--чуть

9 г. 49 . . . . . . . . . . . .»

.5—33-ха-ала-фе-ра-ми--т. 4

42—444444.-а-а-ха-те

р, д и т суть проложенія на оси В, т, и Г скорости вра

щенія.

Дифференціальныя уравненія настоящей задачи таковы:

dр.(В.—С) . . Му, „, „, ,

24-9594-394-55

daу (С—А) . Му,„, „, „,

3--9594-348-55 «о

dr (А—В) Му,„, ,

5-945494-345-54);



—793 —

М–масса тѣла; А, В и С—моменты инерціи его относи

тельно осей Е, то и С.

замѣнить чтентъ о фами, или я или ихъ не

раженіями (4), находимъ:

5 . . . . . . . 15" . 16?

«вче-454--54)-мъ (32-33)

5 .», т. У, лл. 4

—мадья-49)-че-е-хе-хе:

л-а-в194-94-1-мы 194-39

(4-г-415-ти-54)-му (35--45).—

(5)

5 . . 5.49 г.». . . . . . . .

—мѣт-I 3)-«что».-м.-«в

гу." о
ть.... 5 У . . 414." . 5".

«-в-а. 24--54)-м. 19-35)

-ма (5-44)-е что-ж-то,

По исключеніи изъ этихъ уравненій величины М., полу

чимъ мы два условія, при выполненіи которыхъ центръ тя

жести будетъ двигаться какъ сферическій маятникъ съ при

веденною напряженностью тяжести пд.

Задача о вращеніи тяжелаго твердаго тѣла около непо

движной точки, во всей ея общности, до сихъ поръ еще не

рѣшена. Изслѣдованнымичастными случаями должнымы огра

ничить, естественно, и наши изысканія.

Разсмотримъ сперва простѣйшій случай, когда АннаВаС.

Мы можемъ взять и возьмемъ систему подвижныхъ осей

такъ, чтобы центръ тяжести лежалъ на оси С. Будемъ имѣть:

55него. —О. Интегрированіе уравненій (4) дастъ въ настоя

щемъ случаѣ:

«--436-1-4-4-4-5--- «
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h, a и В-произвольныя постоянныя. Изъ уравненій (5) най

демъ:

у у

4--54

Мg” , . ,

ст--294-5-ти, съ

—(р”-н-g”)”а МУ.-а-пру".

Первымъ двумъ изъ этихъ уравненій можноудовлетворить

лишь положивши р—Ву и g — 25", при 3 постоянномъ,

или же та6. Въ первомъ случаѣ, какъ показываютъ урав

ненія (6), косинусъ У” долженъ быть постояннымъ, т. е.

центръ тяжести долженъ двигаться по прямому круглому

конусу; коэффиціентъ п приведенія напряженности тяжести

опредѣлится уравненіемъ

МgО,1

А
С. КЗ-4-"499-–пу;

Во второмъ случаѣ) центръ; тяжести будетъ двигаться какъ

сферическій маятникъ съ коэффиціентомъ приведенія я рав

нымъ М2,!"ЛА.

Обратимся къ болѣе общему случаю разсматриваемой за

дачи, когда В.-ть.—0, АннаВ, а С отлично отъ А и В. Ин

тегрированіе уравненій (4) дастъ теперь:

«.-394л. 4. и....». 5. 4

т.---15--4; лот-то-о?-и она

Изъ уравненій (5) найдемъ:

С „ . . Му..".............. О „ . . М."

554-55-1-т454--15-1-ть

—(р”-а-д7):„а М2.-1-пду".

Отсюда получаются такія же заключенія, какъ изъ уравне

ній (7). Прибавляется лишь одно новое рѣшеніе: С.—О,

Центръ тяжести движется какъ сферическій маятникъи тогда,
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когда тѣло представляетъ собою прямую линію, укрѣплен

ную неподвижно въ одной изъ своихъ точекъ.

Въ случаѣ Гесса;

Ас-Вос-С, т.–0; А(В—С114СА–В)5.9;

сверхъ того допускается существованіе нижеслѣдующагочаст

наго интеграла дифференціальныхъ уравненій движенія:

А1р-t-Сукна С.

Уравненія (5) удовлетворяются; коэффиціентъ приведенія п

оказывается равнымъ М?"В, гдѣ 1 есть разстояніе центра

тяжести отъ неподвижной точки.

Остается еще одинъ изслѣдованный частный случай задачи:

случай С. В. Ковалевской. Въ этомъ случаѣ:

Аialiа?2С; т.-Саб.

Положимъ, для краткости, 2Мg?... А–с. Уравненія (4)

принимаютъ видъ:

49 . . .41. ..... ..... 4? . ..,

з5-ти, з6----453-45

Для нихъ имѣемъ мы слѣдующіе интегралы:

2(р”-н-g”)--гТа-12с„у-1-1; 2(ру--ду)--ту"на;

(р”-g”-а-с. у)!-а-(2ру--с„у?)?—К".

Изъ уравненій (5) получаемъ:

—(g”-н-r")5.-М2,--пу; Вдру--су)–пу;

513rр-н-су?).—2пу”.

Послѣднія два уравненія, говоря вообще, не удовлетворя

ются. Въ случаѣ С. В. Ковалевской движеніе центра тяжести

интересующимъ насъ свойствомъ вообще, поэтому, не обла

даетъ.На случаяхъ болѣечастныхъ останавливаться не будемъ.

Не трудно рѣшить нашу задачу и при болѣе широкой ея
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постановкѣ: найти условія, при выполненіи которыхъ одна

какая-нибудь точка тѣладвижется какъ сферическій маятникъ

съ приведенною напряженностью тяжести пд. Называя ко

ординаты означенной точки относительно подвижныхъ осей

чрезъ 5, т, 5, и разсуждая по предыдущему, получимъ мы

вмѣсто уравненій (5) нижеслѣдующую систему уравненій:

«-в-44-4)-ми (5-13)

—мада-49)-г-г-г-жа

чемъ

3 . . 5 ....У . . 145. 35

«4-л44-34)-ма (5-13).—

—мы 14--54)-е-рт-ж-«в

5.У. . 4145 . 4

св.-ска-54)-ма (9-5)—

гу

—му (56-41)-ве-ли-ко-что

Примѣненіемъ этихъ уравненій къ частнымъ случаямъ и

соотвѣтственными дальнѣйшими изслѣдованіями мы позво

лимъ себѣ пока не заниматься.



КЪ В0IIР00У ОБЪ 9ТТЕКТРОСТРИКДИ.

жь

Е. А. Умова.

Въ статьяхъ по электрострикціи, появившихся въ послѣд

нее время, приводится формула упругости газа въ электри

ческомъ полѣ, вытекающая изъ теоріи Гельмгольтца:

III11

нета.-45. (1)

гдѣ р есть упругость газа, В сила поля, О нѣкоторыйкоэф

фиціентъ, обусловливаемый природою газа. Постоянное, вхо

дящее въ это выраженіе, опредѣляется какъ упругость газа

внѣ поля (тамъ, гдѣ Ея о. Такое опредѣленіе нельзя счи

тать полнымъ, такъ какъ упругость газа въ мѣстахъ, соот

вѣтствующихъ Его, остается не

извѣстной. Настоящая замѣтка имѣ

етъ въ виду отыскать физическій

смыслъ этого постояннаго.

Представимъ себѣ твердую обо

лочку а, замыкающую нѣкоторый

4 объемъ. Внутри этого объема на

1ходятся твердыя тѣла, неподвижныя,

съ полостями, соединящимися или

не соединяющимися съ окружаю

щимъ пространствомъ, или же безъ

полостей.



—798 —

Эти тѣла могутъ быть частью проводниками, частью ді

электриками и т. д.

Пространство Б, лежащее между тѣлами и сообщающіяся

съ нимъ полости, наполнено газомъ вездѣ равномѣрной плот

ности р, упругости р. Неизмѣняемый, въ видуналоженныхъ

условій, объемъ газа означимъ черезъ и, неизмѣнную массу

газа черезъ М. Соотношеніе междуупругостью и плотностью

газа выражается согласно закону Бойля формулой:

ревар (2)

гдѣ а есть постоянное. Если бы въ пространствѣ, замыкае

момъ твердою оболочкою, произошли бы какіябыто нибыло

измѣненія плотности и упругости газа, они подчинялись бы

слѣдующимъ условіямъ, вытекающимъ изъ неизмѣняемости

массы газа и изъ условія (2):

414-4. « т. п. ».-314-й съ

т. е. при всѣхъ перемѣнахъ въ упругости и плотности—

средняя плотность и средняя упругость будутъ равны на

чальной плотности и упругости газа. Это правило и дастъ

намъ возможность найти смыслъ постояннаго въ выраже

ніи (1). Подставляя его въ (3), находимъ:

2

Средній членъ этого выраженія представляетъ собою сред

, „ . ВЕ” . .

не чтеніе отца II въ общемъ и обозначая его чер

тою, поставленною сверху и замѣняя соnst. знакомъ р., на

ходимъ, что явленія электрострикціи въ газѣ резюмируются

слѣдующими двумя формулами:

, 6 на

вну--

2

«-41914-й,

(1)
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Такимъ образомъ р”, представляющее упругость газа въ

тѣхъ частяхъ объема и, въ которыхъ сила поля равна нулю

(напр. въ полостяхъ проводниковъ), есть уменьшенная на

. III

«решее значеніе-- начальная трупость на эти формулы

показываютъ намъ, что въ тѣхъ частяхъ поля, въ коихъ

будетъ

роги,

Въ тѣхъ же частяхъ, для которыхъ

фура 414

уг55 г.;

будетъ

ребр.,

III94

въ тѣхъ частяхъ пола, для которыхъ- равно среднему

значенію, упругость газа не измѣняется. И такъ въ однихъ

частяхъ электрическаго поля упругость газа увеличивается

сравнительно съ его начальною упругостью, въ другихъ—

уменьшается. Къ такимъ заключеніямъ нельзя придти при

прежнемъ опредѣленіи сопst въ ур. (1); мы и приходимъ къ

нимъ, только принимая во вниманіе и вторую формулу изъ

группы (1).

Если бы мы имѣли намѣреніе, или имѣли бы возможность

судить о явленіи, происходящемъ въ электрическомъ полѣ,

только по измѣненію упругости газа въ тѣхъ частяхъ поля,

въ которыхъ сила Его, то пришли бы къ слѣдующимъ за

ключеніямъ. Раздѣляя второе изъ уравненій группы (1) на а,

. 419

умножая на тя припоминая опредѣленіе члена-35-, вадлемъ:

III11

т.хvп, ни. гу. 94
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здѣсь та есть масса газа, которая, будучи распредѣлена рав

номѣрно по всему объему и, имѣла бы упругость р3; Месть

дѣйствительная масса газа. И такъ мы пришли бы къзаклю

ченію, что электрическія силы связываютъ упругость массы

газа, представляемой выраженіемъ:

5

154 о

Вторая изъ формулъ (1) есть правильно истолкованная

формула кн. Голицына («Изслѣдованія по математической

физикѣ» стр. 64, форм. Г); она дополняетъ наши представ

ленія объ явленіяхъ электрострикціи въ газахъ, согласно съ

теоріей Гельмгольтца.

Указанныя здѣсь свойства , не составляютъ спеціальной

принадлежности электрическаго поля. Если у представляетъ

потенціалъ силъ дѣйствующихъ на газъ, и среднее значе

ніе 5 будетъ опредѣленно подъ условіемъ:

чу ф

(2)

III”т
ду

мы получимъ:

Упругость газа сохраняется неизмѣнною въ тѣхъ частяхъ

пола, въ которыхъ значеніе потенціала силъ равно его сред

нему значенію.

20 сентября 1894 г.



о фогмѣ глдикальнлго вѣшнія углвню.

НІЙ ПЕРВОНАчАльной Ствпвни:

И. П. Долбни.

5 1. Общая форма радикальнаго рѣшенія уравненій дана,

безъ докавательства, Абелемъ въ неоконченномъ мемуарѣ

«Sur lа résolutіоn alégbrique des éguations» "). Относительно

уравненій первоначальной степени теорема Абеля заключа

ется въ слѣдующемъ:

Если неприводимое уравненіе первоначальной степени

разрѣшимо алгебраически, то корни его должны имѣть

форму:

зна--41-4-41-t-...---718.., (1)

гдѣ А количество раціональное, Е, Е,. ..В., суть корни

уравненія (п–1)-й степени. Относительно этого результата

справедливо замѣчаетъ Кронекеръ, что форма радикальнаго

рѣшенія всетаки остается слишкомъ общей и слишкомъ

мало разъясненной. «Единственный трудъ, говоритъ Кроне

керъ"), нѣсколько освѣщающій вопросъ, есть замѣтка Абеля

о корняхъ уравненія 5-й степени съ цѣлыми коефиціентами».

Въ письмѣ къ Нolmbое отъ 24 Октября 1826 года, Абель

1) Оeuvres сomplétes, t. 2, р. 222, 1881 г.

*) Serret, „Сours d'Аlgebre suрérieure“, 1866, t. 2, р. 654.

514
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по сему предмету выражается слѣдующимъ образомъ *):

«Что касается до уравненія 5-й степени, то я нашелъ, что

если таковыя уравненія разрѣшимы алгебраически,—ихъ

корни должны заключаться въ формѣ

гдѣ К, К, К”, К"” суть корни уравненія 4-й степени, вы

ражающіеся при помощи однихъ квадратныхъ радикаловъ».

Кронекеръ, въ сообщеніи Берлинской академіи наукъ 20

іюня 1853 года, сдѣлалъ значительный шагъ впередъ въ

смыслѣ разъясненія формы (1) радикальнаго рѣшенія урав

неній первоначальной степени. А именно онъ показалъ, что

Е, Е, Е,...Е., обладаютъ спеціальнымъ свойствомъ,

которое заключается въ томъ, что «не только симетрическія

функціи отъ Е, Е,...Е., раціонально извѣстны, но также

циклическія функціиэтихъ количествъ выражаютсяраціонально:

въ коефиціентахъ даннаго уравненія; другими словами:урав

неніе степени (п–1)-й, котораго корни Е, Е,... К

должно относиться къ категоріи абелевыхъ"). Теоремы Абеля,

предложенныя въ вышеупомянутомъ неоконченномъ мемурѣ,

впослѣдствіи были доказаны нѣсколькими авторами. Я могу

указать на двѣ работы этого рода: одна работа Мальмстена,

напечатанная въ ХХХГV, а другая Больдта въ ГХХХVП т.

журнала Сrellе. Основываясь на формѣ радикальнаго рѣше

нія, предусмотрѣнной Абелемъ, можно, съ большою просто

тою, доказать теоремы Галюа, дающія, какъ извѣстно, точный

критерій разрѣшимости алгебраическихъ уравненій первона

чальной степени въ радикалахъ. Въ статьѣ «о критеріи Га

люа»?) мною не только доказаны теоремы Галюа, но и тео

рема Кронекера, только что указанная; слѣдовательно суще

ствуетъ тѣсная связь между послѣдованіями Абеля, Галюа и

Кронекера. Не смотря на то, что вопросъ о разрѣшимости

*) Оeuvres сomplétes, 1881, t. 2. р. 260.

*) Serret, "Сours d'algébre suрérieure“ 1860, t. 2. р. 657.

*) Хouv. Аnn. de Мathémat, Осtobre, 1888.

уд-—4, 27
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алгебраическихъ уравненій въ радикалахъ выясненъ доста

точно хорошо,—возможна, безъ сомнѣнія, дальнѣйшая его

обработка. Въ настоящей статьѣ дѣлается попытка дать ра

дикальному рѣшенію уравненій первоначальной степениформу

болѣе конкретную въ сравненіи съ той, которая дана Кро

некеромъ. Повидимому форма, о которой здѣсь будетъ рѣчь,

еще не обращала на себя вниманія математиковъ.

5 2. Дано неприводимое алгебраическое уравненіе

х"-и-рх"г”-н-gх"—1-t-.. ....—4-rz-r-ва. О,

гдѣ п число первоначальное. Называя корниэтого уравненія

по примѣру Веrret, черезъ

255 24, 254. 4 . . 35-,,

составимъ линейную ихъ функцію

99— 1....... . ..11—2. . .2

Е, нах.-н-2"г"х-t-а”"х,---.....а?2.,--ахуд—4 " """).-4 У

гдѣ а есть одинъ изъ мнимыхъ корней двучленнаго уравненія

а!"—140.

Будемъ измѣнять Е, посредствомъ степеней круговой под

«СТАНОВЕЛИ

4-23; 255. 1

"Ч А. . . . . . 19

4494949---25-444—445-4

которую обозначимъ, какъ обыкновенно, черезъ

г-н-1

«-152).
2

94те л—- . .4—4. . .ла

8?"(В.)-на-а-а"г"х,--х“""хъ,--...--225.,--ах.,,

Имѣемъ

IIIIIII

8“ (13)–95159-15--49-1-92.---...--59—9-12.),

ИДИ

8?"(В.)-491.
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Отсюда слѣдуетъ, что

81К.)—«Н, 8? (В.)-на? К,...S”—11)-4"г"В.

5 3. Пусть р есть первообразный корень первоначальнаго

числа п. Назовемъ

141—2

х.-н-2"Г"хъ-t-а””х,5 --...-н-2х„Lа Е,

………………… 40 а 40 а на 49 лѣ 49 о е 49 ч9 Ф 00 ф. 4 4 ча: шо же вр че

"? ----------34 л.--В ы-,

р. " вр Т „Lр.Т Т р. Т?

гдѣ вмѣсто

11—2

4, 45, 44---5

слѣдуетъ брать наименьшіе положительные вычеты ихъ по

модулю п.

Обозначая черезъ Т подстановку

т.-(2)

Т(К.)—Е,

Т"К.)—Т(К.)—Е,

1"—94в. 1--4.а,

будемъ имѣть

т"—чн.)-Е,"—9-18;

5 4. Принявъ эти обозначенія, вычислимъ раціональную

функцію корней

9944В.,--Въ В...»--В.-В.-t-...---В-Е 5.
2р. - --- - - 14- 4

10 Т п.—р."

Имѣемъ
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1. . . .496—41. . ..... 9—«. . . .п—4. . .п.—8. . . . 4

Е, -х.-н-2?"Г"х,--...-н-2"Г"х--t-... а?"""ху-н-...-н-292.-

—4-33.... 5

В.„на.--а--...--«Каз-...--«Та--...--«"гг.,-

14— 1
—4—27" "?

п.-1*

Если назвать, для сокращенія письма

(«Ч-2)–(Вli),

то получимъ

4-1

Е, Е,...,-н- 2. 27-1-11п-1)ха,--(2п.—2)ха,--...-н

(1)

---(1m-1)ада.,--...--(В-й, 1—4) ха,--...-н

---(1-t-ти, т.-1) 2..., 2.,,

или еще проще

п-1

Е. В.,–22,?--(1,—1)ха,--(2,—2)ха,--...-н

(1)

—4-(1,—1)2,2.,-н-...-н-(В-й, 1—18)х25-t-...-н

---(15—112.-„а....

Прилагая къ этому равенству подстановку

74. 195

2

п-3

послѣдовательно 43-мъ, получимъ

т.-—1

Въ В...54229-н-(1,—12.25--(2—2)да, о-н-...-н

(!)

---(1,—1)22.5-t-...--(В-й, 1—В25. 25.-н
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п-1

Е,В 1 а х 21--(1,—1)ха,--(2–2) r, х „н

9" я-9 у я ея

-------а-лча.-------ѣ-ѣ-ѣа, т.4—9

—-...-н-(1,—1)х „ х „,

т.-49 л.—9

т.-—1

5

В. В. 5 —247--1,—125;--...

Р” п.; о

---. ..--(1,—122; „--...--(4-й, 4-й); „а.---...
5—47" час? 149

—-. . .-н-(1,–1)х „ 2 .

"!""........4”„L-1"

т-1

ВаняВ „за221-4-(1,—121243--. . .

т— I- 5 г г г II—
49 " въ „Lit. Т У Р

---... (1.—1)22 55--...--(В—1, 1–В)х 55 2 55----. . .

4-е " в " я» *

---. . .-н-(1,—1)а -за «з.

—;— I —-

4—49 Т 44—4

Послѣ сложенія этихъ равенствъ окажется, что подобные

члены не могутъ имѣть одинаковыхъ коеффиціентовъ. До

кажемъ справедливость этого свойства для членовъ вида

21х, теп-1,

И ДлЯ Членовъ вида

хху, 1155 п.—1.

Въ выраженіи

имѣемъ членъ



въ выраженіи

имѣемъ членъ

(т.,–т.)х.х

Еслибы оказалось, что эти члены, имѣя равные коеффи

ціенты, были-бы одинаковы по буквенному составу, то

пришлось бы заключить, что

рЧарт (под. п)

*Т. е.

4-51 (mod. п),

чего не можетъ быть, ибо

п-3 . т-3

149-545-5-,

а р есть первообразный корень числа п.

Положимъ теперь вообще

(5-й, 4-492 (121–14-4, 1-194 I, 2; „
419 199 (1-t-т)?” (К-4-ть)?

гдѣ m можемъ быть равно нулю, положительному или отри

цательному числу. Написанное рявенство ведетъ къ двумъ

слѣдующимъ предположеніемъ:

1) Существуютъ совмѣстно два сравненія:

4544 — та,

1534-159--ту;

откуда

(i–В)g"а (1-4);й,

ИЛИ

4— -я

274.99 I

чего не можетъ быть по предыдущему.
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2) Существуютъ совмѣстно два сравненія:

igtelligt--т5,

Бучaiв2--та,

Т. е.,

59--340 (mod. п).

IIIIIII

"—35;

этого также не можетъ быть по самому опредѣленію С.

Итакъ коеффиціенты при подобныхъчленахъ всѣразличны;

а потому, послѣ сложенія, коеффиціентъ передъ каждымъ чле

номъ видѣ

2, 24, (1Ба!),1„2,... т-1),

будетъ

«-о-а-а--19454)---.

Слѣдовательно

ОнаВ. Е.,-–ВъВ.-t-...-–В45В „за

в” 4-й *

п-1

--95924-354---т.

(!)

5 5. Посмотримъ теперь какое измѣненіе воспослѣдуетъ,

если къ функціи

В, на-з"га,-«Га,--...--ка
59 "" " "" "? " " ",54 " """ " "".. да

приложить подстановку

Положимъ

тогда необходимо
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тр3зе--1 (mod. п),

слѣдовательно

п-1

—— „у

449 "":

IIОЛА178431

тр

а”—18,

имѣемъ

4-94-в7,

п—1—2g

2

2-49 " 1

а потому

В.42.--312 „--39": „У-39912 „....

„и — т г14 г. т -. - - -I

Такъ такъ

у!314.) на-275.--1--394 „ -...,

Р” в9 " 59,

слѣдовательно

«ар-а-а,

п—1—2д

84.-на-у 4 в
р 59

Подобнымъ же образомъ

п-1—2h

жадность - ву

слѣдовательно

п—1—2g ni-1—24

чало-ист. 4 ггада.

Но

п—1—2g

? „2. —27"? (mod n),
4
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9-t-55

2 — „ч-1—4

р " в—рг",

слѣдовательно

Есѣва 4545639 I .

5-44гг-г.„г-I „У--и

Теперь положимъ, что

59--3150 (mod. п),

Т. е.

94—49(mod. п),

т.-1

я-4-55,

тогда и

5"?"""-5"т"Г"ножаю

а потому

п-1—2у m-1—24

(4-97 "?"".. де-уГ9Ты,

а тогда

81В. В.)-В. В.;
р: р р." р

а слѣдовательно

444.444т.-Р*” Р"? -—р

Отсюда ясно, что подстановка

г-н-1

«--("")

99949495-,--Въ В...5--...-ч- ЕIIIЕ „I.

2 3 2

Р Т 44—4

не измѣняетъ функціи

Очень легко удостовѣриться, что и подстановка

447)

не измѣняетъ (9).
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Въ самомъ дѣлѣ

ТОн-К. К..ь-t-Вar В...59-н-...-ч-ЕIIIЕ 4

в” 4-й *

Такъ какъ

1- 1

g 19 янв.—1аn—1 (mod. п),

то

а потому

Т(С)— О.

5 6. Изъ предыдущаго слѣдуетъ, что Оне измѣняется отъ

подстановокъ группы

аз-t-b

g 1?

гдѣ а и Б цѣлыя числа.

Существуетъ безчисленное множество функцій корней, со

ставленныхъ подобно 1) и выразимыхъ раціональнно въ ко

еффиціентахъ даннаго уравненія. Мы могли бы поименовать,

для примѣра, нѣсколько такихъ функцій, но такъ какъ для

нашей непосредственной цѣли это не нужно, то мы обой

демъ теперь этотъ предметъ молчаніемъ. Для насъ важно

убѣдиться въ существованіи такихъ функцій для всякаго не

приводимаго уравненія, разрѣшимаго или неразрѣшимаго въ

радикалахъ. По теоріи”Галюа разрѣшимы върадикахъ только

тѣ уравнеiя первоначальной степени, для которыхъ всѣ функ

ціи, не измѣняющіяся отъ подстановокъ группы

ав-1-Б

5 I?

раціонально извѣстны. Независимо отъ теоріи Галюа можно

доказать, что если данное уравненіе (неприводимое и перво

начальной степени) таково, что всѣ функціи корней, не измѣ

няющіяся отъ подстановокъ группы
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аг-н-Б

5 I

выражаются раціонально при помощи извѣстныхъ, то урав

неніе разрѣшимо въ радикалахъ, и можно найти точную

форму радикальнаго рѣшенія для таковыхъ уравненій. Соста

вимъ функцію корней

(44-44.--«чуда. -Р 44—49

п-—3 т-—1

Т9Г I I . Т.Г

------! - - -

-- - -р —«ч»

Р Т па-Р

гдѣ о есть одинъ изъ первообразныхъ корней дручленнаго

уравненія

ят-1

«?–1-го

Легко доказать, что 21, не измѣняется подстановками

группы

аг-н-6

а Г

Во первыхъ очевидно, что 21, не измѣняется подстанов

ками группы

(")
g 11

во вторыхъ, приложимъ къ 1, подстановку

2

т.-(2)
2

точ-Iвая.--«вся---«не я..."

тогда получимъ
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лодныя... - «я, я, я! —

1

«—1 х22.

—3- I 1, 2

—-...-н-67К.Е., 1 — 21,

На этомъ основаніи, по условію, Л, вы ражается раціо

нально въ коэфиціеитахъ даннаго уравненія. Кромѣ того

функція

(кл.-44.--«не я.--

. т-3 т-1

2 -. -. м. 2

-----"49.55в* 4-й *

выразится раціонально чрезъ извѣстныя величины и въ томъ

случаѣ, если вмѣсто о подставить послѣдовательно

т-3

2

о"до",... о Т.

Поэтоту имѣемъ рядъ линейныхъ уравненій

454.-„--Въ В...5-t-135 В.---. . .

---. . .-н-КлуЕ Iзна-при

» в” 4-й *

В. В.--«КъВ...5--о?В. В...5--

11—3 „LI

5Т.I I Т5—

--...--о" В5 В ечу?»

в* 4-й *

В. В.,–-о?Въ В...5-1-го”Вы, В...а,-

*"? „

2. — — Т—

---. . .-н-о Е.зЕ 4-5-му Л,,
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п-3

ля.---"44.--

я—1

В.—

--- . ..,–-«Въ;В едваулы

г- I-г- 3—
Р Т 44.—Р

Изъ этихъ уравненій получимъ послѣдовательно

ля.---34 (-r-34-35

241

---34)

5 д. 299199

44.-141-4-49 35

гдѣ 1, 21, . . . 24.5 выражаются раціонально въ коеффицi

2

ентахъ уравненія.

5 7. Составимъ раціональную функцію корней

(Е,"-и-К”...)-н-I(Къ"-и-К”„а)-t

5г I туг---(4-я: „11-4.
Р Т 44.-Р
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Рункція эта не измѣняясь отъ подстановокъ пріуны

гу

19 условію, раціонально извѣстна.

Функція корней

14-го...»-»,-т...»

199 не измѣняется отъ подстановокъ группы

***
5I

9 199999 Р99суждая по предыдущему, найдемъ назадъ,5.

ТЕДЬIIОС

Я-1 на-1

--ка —3-14. „Зак. Уг

45--46.-34-3545-554-55

Т. ХVП, вып. 1у. 52
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такимъ образомъ имѣемъ, для нахожденія К" и Л?".-45

два уравненія

к к.-141 1-4-55
—1

242 л «

- --355)

” m-1 т.-4

2 V. Т225— 355—

л. к.-346-346---449

Слѣдовательно К", и К"., суть корни полнаго квадрат

наго уравненія

—у па-1

- Да-164--145):

В."н-17-4 II-Т",

п—1 м. —1 и—1

2

т.-54---56-599-995)
2ти-1

подобнымъ же образомъ найдутся попарно: Ка и К"...»

на „ и К" „... Имѣемъ, напримѣръ,

р. 44—Р

Ку-III-t-1171-72",

кг.,-–и,—47179–175



гдѣ

т.—3 ча-II чт- I

ца. (4-49? 45--4695)

4—3„ а- 1

2 у. Т47" Та. ТТ

«Ай---25---55,

58. Для уравненія 3-й степени

х?---рх.-н-фа О

имѣемъ, по общей формулѣ

Е, Е, ——3р,

Кромѣ того "

Е, 44-46,ч. 11, 4-В.) (Е,"ч-К,”-Е Е,1-—274

слѣдовательно

„Lуту- I, 35799Т.Г.Г. ., 27 ф „ 27"g”

ж-39-49-ти, вы-99-999-45

3,—------------ . . 9---19-259

4-л4-ма-814-л4-у?-9

5 9. Для уравненія 5-й степени

29-t-pх"-и-дх"-н-rz-r-заet)

Алек. уѣзда.Ее,
4

5—-.——-–——-
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4-49444445 верху

Эти результаты согласуются съ формой предусмотрѣнной

Абелемъ.

5 10. Намъ остается теперь выразить корни уравненія

25. 25. 24 . . . 29.,

IIIЪ 344ВИСИМОСТII. ОТЪ

45, 15, . . . В.,

Имѣемъ

К. нах.--а!"г"х.-н-2""х.-t-...-н-29—92.--. . .--41

42.---га,--г а,--------ага.--...-н-292.--авг.,

отсюда

"В.—2.--га.--«гг.--...--а--14.--...........
„454--4; 14---з5 з4.--. . .--а- та,5-t-...--ага.-

—22)...

Если

2ial (mod. in), то

—4- - - --48- «-—

Вна,--гТа--г"а,--г92.--...---15.

Если

3lа1 (mod. in), то

51я —14. . .ла-34 . . . . . . 1

Е, нах,--«Г"2,--а”г""--а,--...--22...,

54— 52774

2,--...-н-а”х

„Lль . . . п.—199

Е, -а,--гТ"2,--г"а,--...--а”г.,

гдѣ т. опредѣляется сравненіемъ

4та1 (mod. п.)

Л:
94— 4—-мое „л-лите -ла-ль?

„L, 442.-н-221-4-х“х,-н-. . .-н-2

Отсюда получимъ послѣдовательно:

4-314-4-4--4.)
тау, т - - -— у,

14



гдѣ

4, 1----

опредѣляется вышеупомянутыми сравненіями.

25-го Марта 1894 г.

Нижній-Новгородъ.



ИВ111ЕЧЕНІЕ И3Ъ ПР0Т0К0Л0ВЪ ЗАСѣдлЕНІЙ

упоск(0101М10 МАТЕМАТИЧЕСКАГО ОВІЕСТВА.

Засѣданіе 18 мая 1893 года,

Въ засѣданіи присутствовали: П. А. Некрасовъ, Е. Ѳ. Сабининъ, Ѳ. А.

Слудскій, В. Г. Алексѣевъ, А.П. Мининъ, Н. Е. Жуковскій, А. Г. Круков

скій, П. В. Преображенскій, Г. Н. Шебуевъ,а также членъ Общества про

фессоръ С.-Петербургскаго Университета Ю. В. Сохoцкій.

По предложенію П. А. Некрасова, собраніе просило Ю. В. Сохоцкаго

быть почетнымъ предсѣдателемъ въ настоящемъ засѣданіи.

Было сдѣлано сообщеніе:

1. Б. К. Модзѣевскій. Геометрическій выводъ условій существованія

періодическихъ движеній въ задачѣ Гесса.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Кіевскія Университетскія Извѣстія, Кіевъ 1893. Лё 2, 3. Февраль

Мартъ.

2. Записки Императорскаго Харьковскаго Университета, книга 1. Харь

ковъ 1893.

3. Извѣстія Физико-Математическаго Общества при Императорскомъ Ка

занскомъ Университетѣ. Вторая серія, томъ П№ 4, томъ П № 1.Казань

1893,

4. Рѣчь и отчетъ, читанные въ торжественномъ собраніи Императорскаго

Московскаго Университета 12 января 1893 года.

5. Нижегородскій кружокъ любителей физики и астрономіи. Сообщеніе

А. Михайлова. Москва, 1893,

6. Бугаeвъ. Основы эволюціонной монадологіи. Москва 1893.

7. Богуславскій. Алгебра плоскости и пространства, или исчисленіе поло

женія.

8. Букрѣевъ. О разложеніи трансцендентныхъ функцій на частныя дро

би. Кіевъ 1887.

9. Букрѣевъ. Къ теоріи функціи гамма. 1889.
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10. Букрѣевъ. Gesammelte mathematischе Аbhandlungen vonН. А. Schvarz.

Кіевъ. 1891.

11. Букрѣевъ. Тraité d'analуsе dе М. Laurent. Кіевъ 1890.

12. Букрѣевъ. Lehrbuch der Тheorie der Differentialgleichungen von Кбnigs

berger. Кіевъ 1890.

13. Букрѣевъ. Новости математической литературы. Кіевъ 1892.

14. Букрѣевъ.О нѣкоторыхъ приложеніяхъ теоремы г. Митагъ-Леффлера.

Кіевъ 1886.

15. Букрѣевъ. Объ одномъ свойствѣ системы параллельныхъ кривыхъ.

Кіевъ. 1891.

16. Букрѣевъ.О фуксовыхъ функціяхъ нулеваго ранга съ симметрическимъ

основнымъ полигономъ. Кіевъ 1889.

17. Покровскій. Къ элементарной теоріи уравненій 3-й и 4-й степени.

Кіевъ 1893.

18. Сохoцкій. Начало общаго наибольшаго дѣлителя въ примѣненіи къ

теоріи дѣлимости алгебраическихъ чиселъ. С.-Петербургъ 1893.

19. Вulletin de lа Socіété Лmрériale des Naturalistes de Мosсоu. Аnnée

1892 Ле 4.

20. Аcta Мathematiса 16: 4. 1893.

21. Вulletin de l’Аcadémie lmрériale des scienсes de St.-Рétersbourg.Nou

velle série 1П. ХХХV, Л; 1.

22. Мathematische Аnnalen. Вd. 42, Пeft 2, 1893.

23. Вulletin de la Socіété mathématique de Еrance.Тome ХХ1№ 3.

24. Лornal desciencias mathematicas eаstronomicas publicadо рelо G.Тeiхei

та Vol. ХП Ле 3. Сoimbrа 1893.

25. Сениговъ. Новое ученіе о параллельныхъ линіяхъ. Москва 1893.

26. Летойте Аррlication d’une méthode d'évaluation de la simplicité des

constructions à la comparaison dе quelques solutions des рroblémes d'Арollonius.

27. Пemoine. Кésultats оt théorémes divers conсernant lа géométrie du

triangle.

28. Гtemoine. Аррliсаtіon de lа géométrie à l'eхаmen de diverses solutions

d'un mémе рrobléme.

29. Кіевскія Университетскія Извѣстія 1893. М 4 апрѣль.

30. Записки Новороссійскаго Общества Естествоиспытателей. Томъ ХVІП

вып. 3.

31. Краткія астрономическія вѣсти. Май 1893. Печатано по распоряженію

Правленія Нижегородскаго Кружка Любителей физики и астрономіи.

32. Некрасовъ. Дополненія къ статьѣ: „О движеніи тяжелаго твердаго тѣ.

ла около неподвижной точки“. .

33. Фонъ-Гельмтольцѣ. Счетъ и измѣреніе. Л. Кронекеръ. Понятіе о чис

лѣ. Казань 1893.

34. Кendiconti del circolо matematicо di Рalermо. ТomоVП, annо 1893 fasc.

1e 2.
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35. Гndeх du Кёреrtoire biblіographique des scienсes mathématiques, publіé

раr lа сommission рermanente du Кёреrtoire.

36. Мehmite. Lintersuchungen tiber die auf die Кrummung von Сurven und

Еlachen beziiglichen Еigenschaften der Веrtihrungstransformationen.

37. Тhотая Ваnd Sрragше. Аnev algebra bуmeans of vhich рermutations

саn bе transtormated a varietу оf vaуs and their рroрerties investigated

Еdinburg 1893.

Засѣданіе 21 сентября 1893 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаевъ, П. А. Некрасовъ, Ѳ. А.

Слудскій, Е. Ѳ. Сабининъ.Н. Е. Жуковскій, Н. А. Умовъ, Б. К. Млодзѣев

скій, А. П. Мининъ, П. В. Преображенскій, А. И. Богуславскій, В. В. Бо

бынинъ, А. Г. Круковскій, Г. Г. Ащпельротъ.

Секретарь доложилъ письмо профессора Вchoutе, редактора журнала „Кevue

semestrіеllе des рublications mathématiques“ съ просьбою выслать заглавіе и

содержаніе статей, помѣщенныхъ въ Математическомъ Сборникѣ съ 1892 г.,

а также и самый журналъ. Опредѣлено: выслать г. Schoute заглавія статей

и журналъ и просить авторовъ, присылающихъ свои статьи для напечата

нія въ Математическомъ Сборникѣ, прилагать краткое изложеніе содержа

нія статей.

Секретарь доложилъ предложеніе объ обмѣнѣ изданіями отъ Чешской

Академіи Императора Франца Іосифа. Опредѣлено: вступить въ обмѣнъ и

высылать Академіи Математическій Сборникъ, начиная съ 17-го тома.

Въ виду наступающаго 22 октября столѣтія содня рожденія знаменитаго

русскаго математика Лобачевскаго опредѣлено перенести слѣдующее засѣ

даніе Общества съ 19 на 22 октября и посвятить памяти Лобачевскаго всѣ

сообщенія и статьи, пмѣющія быть прочитанными въ этомъ засѣданіи.

Вмѣстѣ съ тѣмъ Общество постановило просить В. Я. Цингера и Б. К.

Млодзѣевскаго составить адресъ Императорскому Казанскому Университету

съ привѣтствіемъ отъ Московскаго Математическаго Общества, а также

просить Л. К. Лахтина передать для напечатанія въ МатематическомъСбор

никѣ приготовляемую имъ лекцію о Лобачевскомъ.

Въ виду предполагаемаго празднованія 25-тилѣтія Общества опредѣлено

войти въ Комитетъ ГХ Съѣзда Естествоиспытателей и Врачей съ просьбою

указать деньи мѣсто для соединеннаго засѣданія Математическаго Общества

и секціи Математики и Астрономіи.

П. В. Преображенскій сообщилъ, что приготовленъ къ печати списокъ

статей, напечатанныхъ въ первыхъ пятнадцати томахъ Математическаго

Сборника, составленный на русскомъ и французскомъ языкахъ. Опредѣ

лено: напечатать означенный списокъ въ 1200 экземплярахъ и назначитъ его

цѣну въ 75 коп.
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П. А. Некрасовъ заявилъ, что, по порученію Общества, онъ, насколько

это было возможно, возстановилъ сообщеніе, сдѣланное В. Г. Имшенец

кимъ 19 мая 1892 года, пользуясь тетрадью В. Г. Имшенецкаго, передан

ной К. А. Андреевымъ, а также указаніями А. В. Имшенецкой и своими

воспоминаніями о сообщеніи В. Г. Имшенецкаго. Вмѣстѣ съ тѣмъ П. А.

Некрасовъ представилъ Обществу тетрадь В. Г. Имшенецкаго. Опредѣ

лено: благодарить П. А. Некрасова за исполненіе порученія Общества и

передать тетрадь В. Г. Имшенецкаго для храненія придѣлахъ Общества.

По предложенію Н. Е. Жуковскаго и Б. К. Млодзѣевскаго единогласно

избранъ въ члены Общества Профессоръ Valther Dyck въ Мюнхенѣ.

Были сдѣланы сообщенія:

1. П. А. Некрасовъ. О способѣ В. Г. Имшенецкагодля нахожденія раціо

нальныхъ рѣшеній линейныхъ дифференціальныхъ уравненій.

2. Б. К. Мнодзѣевскій. Объ изслѣдованіяхъ проф. Schбnfliess о дѣленіи

пространства на конгруэнтныя части.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Записки Императорской Академіи Наукъ. Томы 70-й, 69-й (книжка І

и П), 68-й, 67-й.

2. Краткія астрономическія вѣсти. Сент. 1893.

3. Краткія астрономическія вѣсти. Іюнь 1893. Яркія планеты.

4. Планета Сатурнъ. (2, 3, 4, печатаны по распоряженію Нижегород

скаго Кружка Любителей Физики и Астрономіи).

5. Извѣстія Физико-Математическаго Общества при Императорскомъ Ка

занскомъ Университетѣ. Вторая серія. Томъ Ш № 2, № 3, 1893.

6. Кіевскія Университетскія Извѣстія Лё 5, № 6, 1893. Кіевъ.

7. Электромагнитная теорія свѣта. Явленіе Керра и магнитное вращеніе

поляризаціи свѣта. Д. Гольдтаммера. Казань 1893.

8. Д. Гольдтаммерѣ. Еще о нашихъ свѣдѣніяхъ объ эфирѣ. Казань 1893.

9. П. А. Некрасовъ. Способъ В. Г. Имшенецкаго для нахожденія алге

браическихъ раціональныхъ дробныхъ рѣшеній линейнаго дифференціаль

номъ уравненія. Москва 1893.

10. П. А. Некрасовъ. О сообщеніи академика В.Г. Имшенецкаго, сдѣлан

номъ въ засѣданіи Московскаго Математическаго Общества 19 мая 1892

(Составлено по порученію Московскаго Математическаго Общества).

11. Б. Л. Букрѣевъ. О нѣкоторыхъ соотношеніяхъ въ теоріи эллиптиче

скихъ функцій Вейерштрасса. Кіевъ 1893.

12. П. М. Покровскій. Объ алгебраическихъ уравненіяхъ въ связи съ

эллиптическими функціями Вefiерштрасса. Москва 1893.

13. Физико Математическія науки въ ихъ настоящемъ и прошедшемъ,

томъ 1О, годъ 7-й 1891 г. ЛЛ! 3 и 4 Москва 1891.

14. Іdem–томъ 11, годъ 8, 1892, Лё 2. Москва 1892.

15. Гdem —томъ 12, годъ 9, 1893, Лё 1. Москва 1893.
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16. Пароменскій. Дифференціальное и интегральшое исчисленіе съ прило

женіями къ анализу и геометріи. С.-Петербургъ 1893.

17. В. Малининъ. О столкновеніи небесныхъ тѣлъ. Краткія астрономи

ческія вѣсти. Августъ 1893: 1 яркія планеты, Пзвѣздное небо-С. П. Ш.

Сообщенія и замѣтки объ Юпитерѣ и его спутникахъ. П. Радковскаго.

18. Галилео Галилей. Чествованіе его памяти по случаю трехсотлѣтія

вступленія на каѳедру математики въ Падуанскомъ Университетѣ. Прото

колъ публичнаго засѣданія Варшавскаго Общества Естествоиспытателей

1 февраля 1893.

19. Д. Селивановъ. Курсъ дифференціальнаго исчисленія, часть первая

(литограф. въ двухъ выпускахъ).

20. Іdem,—часть вторая (литогр. въ двухъ выпускахъ).

21. Д. Селивановъ. Курсъ высшейалгебры (литограф.).

22. Сообщенія Харьковскаго Математическаго Общества, вторая серія

томъ П1, Ле 6.

23. Фабриціусъ. Начало Джибса и его примѣненіе къ теоретической

астрономіи.

24. Мathematische Аnnalen 43 Вd. 1 Нeft. 1893.

25. Мathematische Аnnalen 42 Вd. 4, Нeft. Leiрzig 1893.

26. Іdem–42 Вd. 3 Нeft. 1іeiрzig 1893.

27. Sitzungsberichte der Каiserlichen Акаdemie der Vissenschaften. Мath.—

Naturvissenschaftlichе Сlasse. Аbtheilung П а Вd. С. 1 undПНeft 1892,Ш

Нeft 1892, 1VшdV. Нeft 1892, С. Вd.VШ Нeft 1891, 1Х undХ Нeft 1891.

28. 8itzungsberichte der Хaturforscher—Gesellschaft bei der Liniversitat

Dorpat. 2ehnter Ваnd. Еrstes Нeft. 1892.

29. Sitzungsberichte der Каiserlichen Каdemie der Vissenschaften mat

hen— naturvissensch. Сlassе. С1 Ваnd V1 Нeit. Jahrgang 1892.—Лuni

Аbtheilung 11 a. Vien 1-92.

39. Іilem,—С1 Вd. V11 Нeft Лahrgang 189.—Лuli.

31. Пlem-С1 Вd. V111 Нeft Лahrgang 1-92—Осtober,

32. Іdem-С1 Вd. 1Х Нeft Лahrgang 1892.—Кovember.

33. 1dem.—С1 Вd. Х Нeft Лahrgang 1892.—Пеcember.

31. Jahrbuch iiber die Еortschritte der Мathematik. Вand ХХ111ahrgang

1890, Нeft 2. Вerlin 1893.

55. Кіевскія Университетскія Извѣстія, 1893, Ле 7—1юль.

36. Вulletin de la Sосіété Мathématique de Еrance. Тоme ХХ1 Лё 4. Ра

гis 1893.

37. 11етра.—Туру. УУ1 Ле 36,

38. Оbservations puillées рar l’1nstitut météorologiquе сеntral dе lа Sо

cіété de Scienсes de Еinlande, vol. 1Х-e, 1-е livraison,— оiiservations météо

rologiques faites à Нelsingtors en 1890.



— 825—

39. Іdem–volume Х-e, 1-е livraison, оbservations météorologiques faites

à Нelsingtors en 1891.

40. Іdem—vol. 111-е, 1V-е et V-е 1 res livraisons, observations météorolo

giques faites à Нelsinglors en 1884, 1885 et 1886. "

41. Вulletin de la Socіété lmрériale de Naturalistes de Мoscou année

1893, Ле 1 Мosсоu 1893.

42. Вulletin de l’Асadémie lmрériale des scienсes de St.-Рétersbourg,

nouvelle série П (ХХХV), Лё 2.

43. Іdem—nouvelle série П1, № 3.

44. Мémoires de lа Socіété des scienсes рhуsiques et naturelles de Вor

deauх, 4-е série, tome 1 .1893.

45. Пdem–tome 1П, 1-еr саhier 1893.

46. Оbservations pluviométriques et thermométriques, faites dans lе dе

раrtement de la Gironde de juin 1891 a mai 1892.–Мote de М. G. Коуet.

Воrdeauх. 1892.

47. Тhomandritellig. Еsquisse d'une méthode рour détérminer le genre

et les сourbes adjointes d'une courbe algébrique donnée au moyen des оре

rations rationnelles. (Аnnales scientifiques de l'école normale suрérieure).

48. Аcta mathematicа 17: 1 et 2, 1893.

49. Лоrnal de sсіеnсias mathematiсаs e astronomicas publicadо рelо Гт.

Е. (1. Тeiхeirа, vol Х1 Ле 4. Соimbrа 1893.

50. "Сasоріs рrо рistovini mathematikу а frsikу. Roenik ХХ11 у Ргахe

1893, "Сislо 111, 1V).

51) "Сasоріs рrо рéstovini mathematikу a tysikу, Воdnik ХХ11, было

V, у Рraze 1893.

52. Когргаvу "Сeské Акаdemie Сisaie Еrantika losefa рrо védу, sloves.

nost а umeini v Рraze. Еiida 11 Кoenik 1"Сislo. 3, 4, 5, 6, 10, 15, 21,

24, 25, 27, 28, 30, 32, 33, 35, 38, 43.

53. Lerch. 2obесn ni viorce frullaniovа и другіе статьи того-же автора.

54, Liietoрis jugoslavenske akademie 2natnosti i umjetnosti za godinu 1842

Sedmi svezak 1892. О 2аgrebu.

55. Каd jugoslavenske akademije anatnosti i unjetnosti. Кnjigа СХ1.

Каzred matematicko—рrirodoslovni. ХV. 11 2аgrebu 1892.

56. Каtalog mathematischer und mathematisch—рhysikalischer Мodelle,

Арраrate und instrumente. (Deutsche Мath. Vereinigung) Міinchen 1892.

Засѣданіе 22 октября 1893 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаевъ,Ѳ. А. Слудскій, Н.А. Умовъ,

Н. Е. Жуковскій, Г. Н. Шебуевъ, В. К. Церaскій, В.В. Бобынинъ, В. С.

Шегляевъ, А. П. Мининъ, Г. Г. Аппельротъ, П. В. Преображенскій,

Б. К. Млодзѣевскій. -
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Н. В. Бугаевъ заявилъ, что сегодня исполнилось сто лѣтъ со дня рож

денія знаменитаго русскаго геометра Лобачевскаго. Желая почтить столь

памятный въ исторіи русской науки день, Московское Математическое

Общество посвящаетъ памяти Лобачевскаго какъ настоящее засѣданіе, такъ

и всѣ сообщенія, которыя имѣютъ быть въ немъ сдѣланы. Вмѣстѣ съ

симъ Н. В. Бугаевъ заявилъ, что, согласно постановленію Общества, отъ

Общества посланъ Совѣту Императорскаго Казанскаго Университета при

вѣтственный адресъ.

Секретарь прочелъ текстъ адреса, составленный В. Я. Цингеромъ и Б. К.

Млодзѣевскимъ.

Секретарь доложилъ, что отъ Совѣта Императорскаго Казанскаго Уни

верситета получено приглашеніе къ участію въ празднованіи столѣтія со

дня рожденія Лобачевскаго.

Секретарь доложилъ, чтоЛ. К.Лахтинъ выразилъ согласіе на напечатаніе

въ Математическомъ Сборникѣ составленной имъ лекціи о Лобачевскомъ.

По предложенію Н. В. Бугаева и Б. К. Млодзѣевскаго избранъ едино

гласно въ члены Общества магистрантъ Дмитрій Ѳедоровичъ Егоровъ въ

Москвѣ.

Были сдѣланы слѣдующія сообщенія:

1. Б. К. Млодзѣевскій. Научныя заслуги Лобачевскаго.

2. П. В. Преображенскій. Замѣтка объ одномъ недосмотрѣ въ сочиненіи

Клебша по теоріи упругости.

3. В. А. Татаринова. О поверхностяхъ ортогональныхъ къ данной и

объ образуемыхъ на ней линіяхъ.

4. А. П. Мининъ. О числахъ,для которыхъ число дѣлителей равно числу

чиселъ первыхъ съ ними и меньшихъ ихъ.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Записки Математическаго Отдѣленія Новороссійскаго Общества Есте

ствоиспытателей т. ХV Одесса 1893.

2. Нижегородскій кружокъ Любителей физики и астрономіи. Москва

1892, 1893,

3. Годичный отчетъ Императорскаго Общества Испытателей Природы за

1892—1893 годъ. Москва, 1893.

4. Кіевскія Университетскія Извѣстія Лё 8 августъ 1893, Ле 9 сентябрь

1893,

5. Полковскій. Аэростатъ металлическій управляемый, выпускъ 2, Калу

ра, 1893,

6. Отчетъ за время съ 1-го сентября 1892 по 1 сентября 1893 года,

представленный Комитету Николаевской Главной Астрономической Обсер

ваторіи ея директоромъ. С.-Петербургъ, 1893.

7. Кастеринѣ. Объ измѣненіи сцѣпленія жидкостей съ температурой.

Москва, 1892.
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8. Касторикъ. Изъ Физической Лабораторіи Московскаго Университета.

Опредѣленіе постоянной капиллярности и угла соприкосновенія по размѣ

рамъ капли. Москва 1893.

9. Гольдтаммеръ. Профессоръ Слугиновъ и „Электромагнитная теорія

свѣта." Казань 1893 года.

10. Гонести. Аналитическое и графико-аналитическое опредѣленіе раз

счетныхъ моментовъ отъ подвижной системы грузовъ въ разрѣзныхъ бал

кахъ. С.-Петербургъ 1893.

11. Мathematische Аnnalen 42: 2, 3.

12. Кendiconti del Сircolо matematicо di Рalermо tomо VIl annо 1893

fase. 111. 1V, V.

13. Вulletin de la Socіété Мathématique de Еrance, tome ХХ1 № 6.

14. Jahrbnch uber die Еоrtschritte der Мathematik ХХП: 3, Jahrgang

1890, Вerlin, 1893,

Засѣданіе 16 ноября 1893 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаевъ, П. А. Некрасовъ, Ѳ. А.

Слудскій, Н. А. Умовъ, Н. Е. Жуковскій, А. 1. Круковскій, Г. Н. Пебуевъ,

А. П. Мининъ, В. В. Бобынинъ, Б. К. Млодзѣевскій, Г. Г. Аппельротъ,

Д. Ѳ. Егоровъ.

Н. Е. Жуковскій заявилъ. что имъ получено отъ профессора Valther

Dусk письмо съ просьбою выразить отъ его имени благодарность за избра

піе его въ члены Московскаго Математическаго Общества.

Н. В. Бугаевъ предложилъ, въ виду предстоящаго засѣданія въ память

исполнившагося двадцатипятилѣтія Общества, избрать въ дополненіе къ

бюро нѣсколько лицъ, которыя приняли бы участіе въ организаціи засѣ

данія. Избраны были: Н. Е. Жуковскій, В. В. Бобынинъ, П. В. Преобра

женскій, Г. Г. Апельротъ и Д. Ѳ. Егоровъ.

Г. Г. Аппельротъ доложилъ Обществу о числѣ наличныхъ экземпляровъ

„Математическаго Сборника“, причемъ заявилъ, что не оказалось 3-го

выпуска ХП тома. Опредѣлено: просить г. Аппельрота еще разъ провѣрить

„Математическій Сборникъ“, чтобы окончательно выяснить вопросъ о на

личности вышеупомянутаго выпуска.

Были сдѣланы сообщенія:

1. Б. К. Млодзѣевскій.Оминимальныхъ поверхностяхъ (съдемонстраціей

моделей).

2. Г. И. Чистяковъ. Обобщеніе числовой функціи Гаусса и его слѣдствія.

3. Н. В. Берви. О коническомъ конденсаторѣ.

4. Н. В. Берви. Объ одномъ случаѣ аналитическаго продолженія.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Записки Московскаго Отдѣленія Императорскаго Русскаго Техниче

скаго Общества. Годъ УП1 1893. Выпуски 5 и 6.
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2. Университетскія Извѣстія. Кіевъ 1893. Лё 1).

3. Извѣстія Физико-Математическаго Общества при Императорскомъ Ка.

занскомъ Университетѣ. Вторая серія томъ П1 № 4, 1893,

4. Сообщеніе Харьковскаго Математическаго Общества. Вторая серія.

Томъ 1V Л; 1 и 2 1893,

5. Изъ Сборника Нижегородскаго кружка Любителей Физики и Астро

номіи. Выпускъ 4,

6. Лоrnal de sсіеncias mathematicas e astronomicas publicadо рelо Dr

Тeiхeira Vol. Х1 № 5. 1893.

Засѣданіе 21 декабря 1893 г.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаeвъ, Н. Е. Жуковскій, Ѳ. А.

Слудскій, В. В. Бобынинъ, Н.А.Умовъ, А. И. Богуславскій, А. 1. Круков

скій, Г. Г. Аппельротъ, Б. К. Млодзѣевскій.

Н. В. Бугаевъ заявилъ, что, по соглашенію съ Распорядительнымъ Коми

тетомъ ГУ Съѣзда Русскихъ Естествоиспытателей и Врачей соединенное

засѣданіе Общества и Съѣзда, посвященное воспоминаніямъ объ испол

нившемсядвадцатипятилѣтіи дѣятельности Общества, назначено на 9 ян

варя 1894 года.

Были сдѣланы сообщенія:

1. Б. К. Млодзѣевскій. По поводу замѣчанія Н. В. Бугаева о доказа

тельствѣ существованія интеграловъ дифференціальныхъ уравненій.

2. Н. В. Бупаевъ. Къ задачѣ Эйлера о взвѣшиваніи.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Физико-математическія науки, т. 12, № 2. 1893.

2. Труды Варшавскаго Общества Естествоиспытателей, годъ 4-й, 1892—

1893. Протоколы отдѣленій: физики, химіи и біологіи.

3. Сборникъ Нижегородскаго кружка Любителей физики и астрономіи,

вып. 4-ый

4. Ученыя Записки Императорскаго Юрьевскаго Университета № 1,2, 3.

Юрьевъ. 1893.

5. Бугаeвъ. Основы эволюціонной монадологіи. Москва. 1893.

6. Дубято. Объ ученыхъ заслугахъ Сэра Джорджа Биддэллэра. Казань.

159II.

7. А. Ковалевскій. Графическій способъ опредѣленія азимута и высоты

полярной звѣзды профессора М. А. Ковалевскаго. Казань. 1884.

8. Дубято. О паучныхъ заслугахъ академика О. В. Струве. Казань.

1387,

9. Корпухъ-Троицкій. Наблюденіе съ Казанской Обсерваторіи метеор

наго потока „Персеидъ“ 10 августа 1890.

10. Систематическій каталогъ книгъ по метеорологіи и геодезіи, принад

лежащихъ Императорскому Казанскому Университету. Казань. 1890. Пер

вое прибавленіе 1891, второе прибавленіе 1893.
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11. Вычисленіе частныхъ возмущеній въ движенія малой планеты діаны,

произведенныхъ Юпитеромъ и Сатурномъ. Казань. 1889.

12. Богоявленскій. Наблюденія перемѣнныхъ звѣздъ типа Алголя въ

1891-92 г. Казань. 1893.

13. Нивеллирное соединеніе астрономической обсерваторіи Император

скаго Казанскаго Университета съ реперомъ водомѣрнаго поста въ селѣ

В. Челолѣ на правомъ берегу Волги противъ Казани въ 1893 г.

14. Ковальскій. Наблюденія на пассажномъ инструментѣ въ первомъ

вертикалѣ и каталогъ склоненій 202 звѣздъ, лежащихъ между 50930" и

55947" сѣвернаго склоненія. Труды астрономической обсерваторіи Импе

раторскаго Казанскаго Университета. Казань. 1893

15. Бугаeвъ. Алгебраическіе частные интегралы дифференціальныхъ урав

неній. Москва. 1893.

16. Отчетъ мѣстнаго распорядительнаго комитета, организованнаго Фи

зико-Математическомъ Обществомъ для составленія капитала имени Н. И

Лобачевскаго. Ле 4. Казань. 1893.

17. 11іпtermédiaire des mathématiсіens. Т. 1. Ле 1. Лanvіer. 1894.

18. Мathematische Аnnalen. 43: 4, 1893.

19. Вulletin de la Sосіété mathématique de Кrance. ХХ1; 7.

20. Вulletin de la Sосіété 1mрériale des naturalistes de Мosсon. 1893.

№ 2, 3.

21. Лournal de 1"Еcole Рolуtechnique 63-me cahier. 1893.

22. Татeвей. Оbea teoretickа i fizукalna lieba. 1 Кujigа. 11 2аgrebu

1891),

23. NachtragzumКаtalog mathematischer und mathematisch—рhуsikalischer

Моdellе. Міinchen, 1893,

24. Vorlautiger Веricht von der Russischen Gradmessung ausgefuhrt von

10г. V. Struve. Погрat. 1827.

25. Н. Struхe. Пeber den Еinfliiss der Diffraction an Еernrбlhren auf

Lichtschciben. St. Рetersburg. 1882.

26 ИТІitran. Аllgemeine Jupiter—8tбrungen des Еncke'schen Сometen.

St.-Рetersburg. 1883.

27. 1mреrialis Sресulae astronomicаe Рulcoviensi a. d. VП id. Аug. а.

МПСССLХIV quintum lustrum. Dorpati Livonorum. 1864.

28. Guilielmi Struvii diem semisaecularem. ХVІПm. Осtobris сelebrandum

indicit Пniversitas Dorpatensis. Dorpati Livonorum. 1863.

29. Кotelnikour. Ехроnuntur formulae analуtiсаe quibus рerturbatiо

motus terrae determinatur. Dorpati Livonоrum.

30. Schuarz. Das von Sinus der doррelter 2enithdistanz abhangige Glied

der Вiegung des Dorpater Мeridiankreis. Dorpat. 1871.

31. Оrotentielt. Das Veber'sche Gesetz und die рsуchische Кelativitat

Нelsinglors. 1888.
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32. Коуel. Die Еntvіckelung der Ехрonentiellen in eine unendlichе Рас

torenfolge.

33. Тоn Оettingen. Lieber den mathematische Linterrіcht in der Seliule.

Еestrede. Dorpat. 1873.

34. Еimbrod. Веitrlige 2ur Аtomen-Тheorie. 1846.

35. Веrg. Оeber die Вestimmung der Вahn eines Рlaneten aus drei vа!

standigen Вeobachtungen. Dorpat. 1871.

36. Вrictrer. Еestrede zur Еeier des hundertiahrigen Geburistestes S. А.

М. К. Аlехander 1. Dorpat. 1878.

37. Корр. 2ur Тheorie der Еlectrostriction кugelforniger Сondensatoren.

Leiрzig. 1890.

38. Каdit. Тhéorie der sechsstelligen Сharacteristiken. Dorpat. 1893,

39. Нelminу. Пeber die lintegration der allgemeinen Riccatischen Gleich

« 3-4-х та чт

40. Нelming. Аnvendung der. Determinanten zur Darstellung transcen

denter Еunctionen. Dorpat. 1876.

41. Нelming.Пntersuchungen liber die allgemeine lineare Differentialgleichung

вы. «... у "? - «. "? - г "У. v. — ѣ т.----- - -

« «т от х. 3-х 3-х, 5-х.-о попы, lesи

... «. . ............. ..... 99 . - 49 . -- . . . . . . . .

42. Нelming. Dе аеquatione Х, 45-1-Х, ——-н-Х,— 0. Dorpati Livо
трагеиту

потщn. 1865.

43. Сeschoeser. Lieber die Аnziehung von Мassen, die gleichtormig uber

gerade Linien oder ebene Еlichen vertheilt sind. 1891.

44. Grofe. Пeber die Реndelbevegung an der Еrdoberhache. Пограt.

1888,

45. Schuare. Еestrede zur Jahresfeier der Stittung der Liniversitat Dor

рat am 12 December. 1882.

46. Оуidem. Еramstalling af formler for berakningen af en parabolisk

kometbana med tillgrimdlaggande af кооrdinater ha forda tili eguatoren

Нelsinglors. 1862.

47. Вioct. Вeitrage 2ur Тheorie der Lichtbrechung in Рrismensуstemen.

Dorpat. 1873.

48. Иiltram. 2ur Вerechnungen der sресiellen Storungen der Кleinen

Рlaneten.

49. Кеrpola. 2ur Тheorie der biquadratischen Reste. Нelsinglors. 1888.

50. Нeruagen. Studien uber die Schvingungsgesеtze der Stimmgabet und

tiber die elесtromagnetische Аnregung. Dorpat. 1890.

51. Genetг. Тill teoriа for de Еrichéskо Еunkitionerne. Нelsinglors. 1889.

52. Кefrstein. Die рhilosорhischen Grundlagen der Рhуsik. Наmburg.

1899,
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Засѣданіе 9 января 1894 года.

Соединенное засѣданіе Московскаго Математическаго Общества и ГХ

Съѣзда Русскихъ Естествоиспытателей и врачей было посвящено воспоми

наніямъ объ исполнившемся 28-го января 1892 года двадцатипятилѣтіи

Общества.

Засѣданіе, происходившее подъ предсѣдательствомъ Президента. Общества

Члена-Основателя К. В. Бугаева, при Вице-Президентѣ П. А. Некрасовѣ

и Секретарѣ Б. К. Млодзѣевскомъ, почтили своимъ присутствіемъ: Попе

читель Московскаго Учебнаго Округа графъ П. А. Капнистъ, Члены

Основатели Московскаго Математическаго Общества: В. Я. Цингеръ,

О. А. Слудскій, Дѣйствительные Члены Общества: В. А. Анисимовъ

К. А. Андреевъ, Г. Г. Аппельротъ, В. В. Бобынинъ, А. И. Богуславскій

Б. Я. Букрѣевъ, Д. А. Гольдгаммеръ, Н. Б. Делоне, Н. Е. Жуковскій,

П. А. Зиловъ, Н. Н. Зининъ, А. Г. Круковскій, А. М.Ляпуновъ, П. М. По

кровскій, П. В. Преображенскій, И. И. Рахманиновъ, Д. Ѳ. Селивановъ,

Н. П. Слугиновъ, Н. А. Умовъ, В. К. Церaскій, Н. А. Шапошниковъ,

Н.Н.Шиллеръ,В.С. Шегляевъ, представителиразличныхъ ученыхъ учрежде

ній и обществъ, члены ІХСъѣзда Русскихъ Естествоиспытателей и Врачей и

многочисленная публика.

1. Президентъ Н. В. Бугаевъ привѣтствовалъ Собраніе рѣчью.

П. Московскому Математическому Обществу приносили поздравленія

ученыя и учебныя учрежденія, а также русскіе и иностранные ученые.

Ш. Секретарь Б. К. Модзѣевскій прочиталъ историческій очеркъ дѣя

тельности Московскаго Математическаго Общества за 25 лѣтъ.

1V. Дѣйствительный Членъ Общества Н. Е. Жуковскій произнесъ рѣчь:

„Значеніе геометрическаго истолкованія въ теоретической механикѣ“.

Подробный протоколъ этого засѣданія будетъ напечатанъ въ началѣ

слѣдующаго тома.

Засѣданіе 15 февраля 1894 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаевъ, П. А. Некрасовъ, Ѳ. А.

Слудскій,Н. Е. Жуковскій, Н. А. Умовъ, Г. Н. Шебуевъ, П. В. Преобра

женскій, А. П. Мининъ, В. В. Бобынинъ, В. С. Шегляeвъ, А. 1. Круков

скій, Г. Г. Аппельротъ, Д. Ѳ. Егоровъ, Б. К. Млодзѣевскій.

Н. В. Бугаевъ заявилъ о кончинѣ члена Общества Еmi Уeуr, послѣ

довавшей въ Прагѣ 19]„ января 1894 г. Общество почтило память усоп

шаго вставаніемъ.

Н. В. Бугаевъ указалъ на многочисленныя привѣтствія, полученныя

Московскимъ Математическимъ Обществомъ ко дню празднованіядвадцати

пятилѣтія Общества. Опредѣлено: уполномочить бюро Общества выразить

привѣтствовавшимъ признательность отъ имени Общества.

т. хуш, выи. 1у. 53
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Вмѣстѣ съ тѣмъ опредѣлено напечатать въ Математическомъ Сборникѣ

отчетъ о происходившемъ 9 января 1894 г. торжественномъ засѣданіи шо

случаю исполнившагося двадцатипятилѣтія Московскаго Математическаго

Общества.

По предложенію Н. В. Бугаева избраны въ члены Общества: профессоръ

Дмитрій Ивановичъ Дубято въ Казани, профессоръ Матвѣй Александро

вичъ Тихомандрицкій въ Харьковѣ, профессоръ Валеріанъ Николаевичъ

Литинъ въ Одессѣ и профессоръ Петръ Александровичъ Шиффъ въ

С.-Петербургѣ.

По предложенію Н. В. Бугаева опредѣлено пачиная съ ХVШ тома

Математическаго Общества помѣщать при заглавіяхъ статей ихъ рубрики,

согласно системѣ, принятой въ „Іndeх du Кёреrtoire biblіographiquе des

scienсes mathématiques“.

Были сдѣланы сообщенія:

1. Г. Г. Аптельротъ. Алгебраическіе интегралы въ задачѣ о движеніи

тяжелаго твердаго тѣла около точки.

2. А. П. Мининъ О числахъ, для которыхъ число дѣлителей равно

числу чиселъ первыхъ съ ними и меньшихъ ихъ.

3. Ѳ. А. Слудскій. О геодезическихъ окружностяхъ на поверхности

земнаго эллипсоида.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Записки Новороссійскаго Общества Естествоиспытателей, томъ ХVШ,

вып. 1. Одесса. 1893.

2. Ученыя Записки Императорскаго Юрьевскаго Университета, Лё 4.

Юрьевъ. 1893.

3. Оrат-Еssai sur lа restitutіоn du саlсul de Léonard de Рise sur

l'éguation 29-t-229-н-10х220 (Ехtrait de Вulletin de l’Аcadémie Коуale des

Scienсes et des lettres de Danemark) 2 экз.

4. Кіевскія Университетскія Извѣстія Лё 11—ноябрь.—1893.

5. Вulletin dela Socіété Мathématique de Еrance, tome ХХ1–М. 8–Рaris

6. Gram—Каррort sur quelques саleuls entrepris рar М. Вertelsen et

сonсernant les nombres рremіers (Ехtrait des Аctа mathematiса) 2 экз.

- 7. Кіевскія Университетскія Извѣстія Лё 12. Декабрь. 1893 годъ.

8. Вulletin de la Socіété mathématique de Еrance, tome ХХП, Ле 9.

9. Вulletin de lа Socіété mathématique de Еrance, tables des vingt рre

miers volumes. Рaris. 1894.

10. Изъ Сборника Нижегородскаго Кружка Любителей Физики и Астро

номіи. Вып. 6-й.

11. Кіевскія Университетскія Извѣстія Лё 1. Январь. 1894.

12. Кendiconti del circolо matematicо di Рalermo, tomо VП, annо 1893,

fasc. У1—Novembre-Dicembre.

13. 2euthen.—Мotes sur l'histoire des mathématiques (Ехtrait du Вull. de

ГАсаd. Коуale des Scienсes et des Lettres de Danemark).
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Засѣданіе 15 марта 1894 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаевъ, Ѳ. А. Слудскій, Н. Е.

Жуковскій, Н. А. Умовъ, А. П. Мининъ, Б. К. Млодзѣевскій,П. В. Пре

ображенскій, Д. Ѳ. Егоровъ, А. Г. Круковскій.

Секретарь доложилъ извѣщеніе Югославянской Академіи Наукъ и Ис

кусствъ о смерти Предсѣдателя Историко-Филологическаго Отдѣленія Ака

деміи д-ра Франциска Рачкаго, послѣдовавшей 1/,, февраля. Опредѣлено:

Выразить Академіи соболѣзнованіе Общества.

Были сдѣланы сообщенія:

1. Н. Е. Жуковскій. Замѣчаніе о гироскопѣ.

2. Н. А. Умовъ. По поводу одного вопроса изъ термодинамики.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Богуславскій. Исчисленіе положенія, краткое изложеніе алгебры шло

скости и пространства.

2. Объ основаніяхъ геометріи–изданіе Физико-Математическаго Обще

ства къ столѣтнему юбилею Н. И. Лобачевскаго (Гауссъ, Бельтрами, Ри

маннъ, Гельмгольцъ, Ли, Пуанкаре). Казань. 1893.

3. Труды Варшавскаго Общества Естествоиспытателей, годъ четвертый,

1892—1893, протоколы Общихъ Собраній. "

4. Мathematische Аnnalen, 44. Вand, 1 Нeft Leірzig, 1894.

5. Лournal de Scienсias mathematiсаs etаstronomicas рubliсаdо рelо Пr.Gо

mes Тeiхerа, vol. ХП—Лё 6.Сoimbrа. 1894.

6. Кevuе semestrielle des publications mathématiques redigée sous les auspi

ces dе lа Sосіété mathématiquе d'Аmsterdam. Тоme П рremіère раrtie, Аm

sterdam, 1893.

7. Пdem–tome Г–deuхіeme раrtіе. Аmsterdam. 1893.

8. Іdem–tome 11—рremіère раrtіе. Аmsterdam. 1894.

9. Вulletin des publications nouvelles de la librairie Gauthier—Уillars,

аnnée 1893—1П-е et ГV-e trinestre.

10. Кіевскія Университетскія Извѣстія, годъ ХХХIV,У 2, февраль, 1894. "

11. Рѣчь и отчетъ, читанные въ торжественномъ Собраніи Импера

торскаго Московскаго Университета, 12 января 1894 года.

12. Асtа mathematiса, 18 ; 1.

13. Масtarlате. Оn the definitions of the trigonometriс functions. Воston.

14. Смирновъ. Объ аксіомахъ геометріи въ связи съ ученіемъ негеомет

ровъ о пространствахъ разныхъ формъ имногихъ измѣреній. Казань. 1894.

15. Счетъ и измѣреніе Гельмгольца. Понятіе о числѣ Кронекера. Ка

зань. 1893.

Засѣданіе 26 апрѣля 1894 года.

Въ засѣданіи присутствовали: П. А. Некрасовъ, Ѳ. А. Слудскій, Н. А.

Умовъ, Н. Е. Жуковскій, Г. Н. Шебуевъ, Б. К. Млодзѣевскій, Д. Ѳ. Его

ровъ, А. Г. Круковскій.

539
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П. А. Некрасовъ предложилъ, въ видахъ прекращенія на страницахъ

журнала Общества дальнѣйшей полемики по поводу способа В. Г. Имше

нецкаго для нахожденія раціональныхъ рѣшеній линейныхъ дифферен

ціальныхъ уравненій, не включать въ Математическій Сборникъ статьи

П. А. Некрасова по этому предмету, уже выпущенной въ свѣтъ въ отдѣль

ныхъ оттискахъ. Опредѣлено: принять предложеніе П. А. Некрасова.

П. А. Некрасовъ заявилъ, что Президентъ, Вице-Президентъ и Секре

тарь Общества представлялись ЕгоИмператорскому Высочеству Московскому

Генералъ-Губернатору Великому Князю Сергію Александровичу, причемъ

ПрезидентъОбществаН.В.Бугаевъимѣлъ честь представить ЕгоВысочеству

докладную записку съ ходатайствомъ объ увеличеніи пособія Обществу до

трехъ тысячъ рублей. Съ такимъ же ходатайствомъ П. А. Некрасовъ по

порученію бюро Общества, обращался и къ Его Императорскому Высоче

ству Великому Князю Константину Константиновичу, которому благо

угодно было равнымъ образомъ обѣщать свое содѣйствіе Обществу въ его

ходатайствѣ, а также и къ Министру Финансовъ С. Ю. Витте. Въ на

стоящее время Его Императорское Высочество Московскій Генералъ-Губер

наторъ увѣдомляетъ Общество, что Министръ Народнаго Просвѣщенія, въ

отвѣтъ на переданное ему ходатайство Московскаго Математическаго Об

щества,увѣдомилъ Его Высочество,что онъ вошелъ въ сношеніе съ Мини

стромъ Финансовъ по вопросу о назначеніи Обществу постояннаго посо

бія въ 3000 рублей въ годъ.

Б. К. Млодзѣевскій доложилъ письмо профессора Юрьевскаго Универси

тета Л. К. Лахтина съ предложеніемъ отъ имени Правленія Юрьевскаго

Университета объ обмѣнѣ изданіями. Опредѣлено: вступить въ обмѣнъ

изданіями съ Императорскимъ КОрьевскимъ Университетомъ.

Секретарь Б. К. Млодзѣевскій доложилъ, что Д. И. Дубяго, М. А.

Тихомандрицкій, В. Н. Лигинъ и П. А. Шиффъ прислали на имя Н. В.

Бугаева письма съ выраженіями благодарности за избраніе ихъ въ члены

Общества.

Были сдѣланы сообщенія:

1. Н. А. Умовъ. Объ общемъ видѣ термодинамическаго потенціала.

2. А. 1. Круковскій. Замѣтка объ интегрированіи линейнаго уравненія

2-го порядка. , "

3. Н. В. Берви. О дополнительныхъ функціяхъ при рѣшеніи одного

вида функціональныхъ уравненій.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Аnnualreроrt of the board of regents of the Smithsonian institutіon. Julу.

1839) 1, "

2. Анисимовъ. Къ теоріи кривыхъ на плоскости. Варшава. 1894.

3, Уerzeichnis der seit 1850 аn den 10eutschen Liniversitaten erschiепепеn

простог-Пissertationen und Нabilitationsschriften aus der reinen und аще

vandten Мathematik. Мunchen. 1893. "
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4. Сообщенія ХарьковскагоМатематическаго Общества, 2-я серія, т.ГV—

№ З.

5. Stern—Еphemeriden auf das Jahr 1894 von V. Dбllen. Dorpat. 1893.

6. Слудскій. Лекціи по высшей геодeзіи. Москва. 1894.

7. Записки Московскаго Отдѣленія Императорскаго Русскаго Техниче

скаго Общества, годъ VШ, вып. 9 и 10.

8. Мathematischе Аnnalen, 44. Вand, 2—3 Нeft. Leiрzig. 1894.

9. Nachrichten von der Кбnigl. Gesellschaft der Vissenschaften zu Got

tingen, Мathematisch-рhуsikalische Кlasse, 1894, Лё 1.

10. "Саsоріs рrо рestovini mathematikу а fуsikу, roсmik ХХШ сislо Г.

11. Гdem, cislо П. "

12. Вulletin de la Socіété mathématique de Кrance, tome ХХП, Ле 1, et2.

13. Аctа mathematiса 17:3 et 4,

14. Акустика.

15. Ученыя Записки Императорскаго Юрьевскаго Университета, Лё 1,

1594,

16. Извѣстія С.-Петербургскаго Практическаго Технологическаго Инсти

тута. 1893 годъ. 2 экз.

17. Sitzungsberichte der Каiserlichen Асademie der Vissenschaften,

mathem.-maturvissenschaftlichen Сlasse, Аbtheilung Па;СПВd. 1 д.; П Нeft.

, 18. Гten-—СП.Вd. III 5. IV. Нeft,

19. ІІеm-С11. Вad. У 6: VI Нeft.

20. Тlem–СПВal. VII Нeft.

21. Каd jugoslavenske akademije znatnosti i umjetnosti Кnjiga СХШ,ХVІ.

22. Извѣстія Физико-Математическаго Общества при Императорскомъ

Казанскомъ Университетѣ, вторая серія, томъ ГV—Лё 1.

Засѣданіе 20 сентября 1894 года.

Въ засѣданіи присутствовали: Н. В. Бугаевъ, П. А. Некрасовъ, Ѳ. А.

Слудскій, Н. А. Умовъ, Н. Е. Жуковскій, В. С. Шегляевъ, Б. К. Мло

дзѣевскій, В. В. Бобынинъ,Д. Ѳ. Егоровъ, А. Г. Круковскій.

По предложенію Н. В. Бугаева избраны въ члены Общества: профессоръ

Семенъ Петровичъ Ярошенко въ Одессѣ, профессоръ Иванъ Михайловичъ

Занчевскій въ Одессѣ, профессоръ Иванъ Владиславовичъ Слешинскій въ

Одессѣ и Иванъ Петровичъ Долбня, преподаватель математики въ Арак

чеевскомъ Нижегородскомъ Кадетскомъ Корпусѣ.

Были сдѣланы сообщенія:

1. Ѳ. А. Слудскій. О движеніи центра тяжести тяжелаго твердаго тѣла,

вращающагося около неподвижной точки.

2. Н. А. Умовъ. Къ вопросу объ электрострикціи.

3. П. А. Некрасовъ. Примѣненіе полиномовъ 2, на которые распадается

полиномъ а В. Г. Имшенецкаго, непосредственно къ обыкновенной формѣ
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линейнаго дифференціальнаго уравненія, при рѣшеніи задачи о нахожденіи

его раціональныхъ рѣшеній.

4. П. А. Некрасовъ. Выводъ формулы электростатической энергіи

5

ту 1 III. ..... 41

«--41-44)»

(!)

безъ посредства уравненіяА фаб.

5. Н. В. Бугаeвъ. Опредѣленные числовые интегралы по дѣлителямъ

смѣшаннаго характера.

6. П. В. Преображенскій. По поводу новѣйшихъ изслѣдованій о числѣ

простыхъ чиселъ, не превышающихъ даннаго предѣла.

Обществу доставлены слѣдующія изданія:

1. Географическія карты.

. Леntins-Тellustria. London. 1894. -

. Саsopis рrо рestovani mathematikу a fуsikу roсmik ХХШ cislо Ш.

. Іdem-roсmik ХХШ cislо ГV.

. Іdem „ „ cislо V.

. Schiller. Цeber eine mogliche, aus den Лoule-Тhomson'schen Аbkih

lungsversuchen herzuleitende Еorm der 2ustandsgleichung fur Gase. Leiрzig.

1890),

7. Шиллеръ. О варіаціи выраженія электростатической энергіи и силахъ

электрострикціи. Кіевъ. 1894.

8. Андреевъ. О розысканіи раціональныхъ частныхъ интеграловъ линей

ныхъ дифференціальныхъ уравненій при помощи интегрирующаго множи

теля. Харьковъ. 1894.

9. Вulletin de la Socіété mathématique de Еrance, tome Х11, № 4. Рaris.

10. Гdem, tome ХП, № 3. Рaris.

11. Іdem, tome ХП, № 7. Рaris.

12. Шиллеръ. Нѣсколько замѣчаній по поводу „Изслѣдованій по матема

тической физикѣ“, кн. Б. Голицына.

13. Вulletin de la Socіété mathématique de Еrance, tome ХП, Лё 5. Рaris.

14. Гассельблатъ. О сокращенномъ обозначеніи мѣръ, вѣсовъ и т. п.

С.-Петербургъ. 1894. -

15. Вulletin de lа Socіété Іmрériale des naturalistes de Мosсоu, année

1893. № 4. Моsсоu.

16. Вulletin de la Socіété 1mрériale des naturalistes de Мosсоu, année

1894. № 1.

17. Извѣстія Физико-Математическаго Общества при Императорскомъ

Казанскомъ Университетѣ, вторая серія, т. ГV, Лё 2. Казань. 1894.

18. Изъ сборника Нижегородскаго Кружка Любителей Физики и Астро

номіи, вып. 6.
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19. Записки Кіевскаго Общества Естествоиспытателей, томъ ХП1, вып.

1 и 2 (въ трехъ тетрадяхъ).

20. Кіевскія Университетскія Извѣстія, 1894 годъ № 3. Кіевъ, 1894,

21. Viskundige орtasen met de Орlassingen—Les de eel 3-de Stuk.

Аmsterdam, 1894. . -

22. Кevue semestrielle des publications mathématiques-tomeП (deuх

iéme раrtіе) Аmsterdam, 1894.

23. Шиллеръ. О нѣкоторыхъ новѣйшихъ взглядахъ на методы рѣшенія

вопросовъ физики. Кіевъ 1894.

24. Празднованіе Императорскимъ Казанскимъ Университетомъ столѣт

ней годовщины дня рожденія Н. И. Лобачевскаго. Казань 1894.

25. Аcta Societatis Scientiarum fennicаe, tomusХІХ. Нelsinglorsiae 1893.

20. Вulletin de lа Socіété mathématique de Еrance,tome ХП, Лё 6 Рaris.

27. Nachrichten von der Кбniglichen Gesellschaft der Vissenschaften zu

Gottingen. Мathematisch рhysikalische Кlasse 1894, Лё 2.

28. Іdem–Оeschaftliche Мittheilungen 1894. № 1.

29. Аrnoих. Еssais de psуchologie et de métaphysique рositives. Аrithmé

tique graphique. Les esрасes arithmétiques hуреrmagiques. Рaris 1894.

30. Кendiconti del circolо matematicо di Рalermo.Тomо VП1, annо 1894,

fasс. 1.

31. Гdem–lasc. П е 111.

32. "Сasоріs рrо рestovani mathematikу a tysikу, roenik ХХП, 6іlо

V. 1894,

33. Кіевскія Университетскія Извѣстія 1894 года № 4.

34. Мathematische Аnnalem, 44. Вand 4 Нeft.

35. Гетоіпe. Хotes de Géometrie (Аssoc. frang.). Рaris 1893.

36. Іdem–Аррlication au tétraédre de la transformatіon continue. Рaris

1893,

37. Іdem—Nuevо mediо de obtenarformulos en la géométria de triangulo

38. Іlem-Сompléments de géométrographie.

39. Кіевскія Университетскія извѣстія 1894—№ 5.

40. Пdem—Лё 6.

41. Вulletin des publications nouvelles de la librairie Gauthier.—Villars et

tis, année 194, 1-er et 11-te trinestre, Рaris 1894.

42. Lietoрis jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti za gоdinu

1893—оsmi svezak. 11 2аgrebu, 1893.

43. Каd jugoslavenske akademije znanosti i umietnosti. Кnjigа СХVП,

matematickо—рrirodoslovni razred ХVП. О 2аgrebu, 1893.

44. Мathematischе Аnnalen 45. Вd. 1 Нeft, 1894,

45. Іciem—2 Нeft.

46. Кіевскія Университетскія Извѣстія 1894.—Лё 8.

47. Вulletin de l’Аcadémie lmрériale des Scienсes de St. Рétersbourg

Nouvelle série IV—Л. 1.
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48. Гdem–Лё 2.

49. Веdrag til Каnnedom of Еinlands natur och folk.—Нentiondlandra

Нalftet,

50. Іdem-femtiondetredje Нaftet.

51. Оliversigt af finska vetenskарs—societetens forhandlingar ХХХV

1ввз-1sэз. "

52. Ученыя Записки Императорскаго Юрьевскаго Университета. Юрьевъ

1894.

53. Кіевскія Университетскія Извѣстія 1894—Лё 7.

54. Записки Новороссійскаго Общества Естествоиспытателей, томъ ХVП,

выпускъ П, Одесса 1894.

55. Кendiconti del circolо matematicо di Рalermo, tomо VП1, annо

1894, 1asc. ГV.

56. Записки Императорской Академіи Наукъ, томъ 71. С.-Петербургъ

1593 р. "

57. Ліen.—т. 72 кн. 1. СПб. 1893.

58. Гten-—т. 72 кн. 2. СПб., 1893,

59, 11егn-—т. 73 кн. 1. СПб., 1893,

60. Пdem—т. 73 кн. 2 СПб. 1894.

61. 1lem-—т. 74, СПб. 1894.

62. Асtа mathematiса 18; 2. 1894.

(!) Нѣкоторыхъ РIIДАХЪ И ДИффКРЕНІШАЛЬ.

IIЬIXIIIЪ УIIРАIIIIIIIIIIIIIIXIIIЪ.

Н. В. Верви.

(Приложеніе къ протоколу засѣданія 26 апрѣля 1894 года).

Имѣемъ совмѣстно такія равенства подъ условіемъ воз

можности операцій:

1) 1) 24,412--14-115)

" —4-б”ло —4-Сло

а 14-ю и 5-1стал

—» —»

Далѣе
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5 5 25

2) IЕа). eгаг.I 542). газн-Iла, е-"а.

14---56-1-1

Затѣмъ

и 1ыа, 12) мыто

а 14 и 15-ую и1-144

6 б. 6

Затѣмъ

1)

и 14-тьмнѣ

я?

5 14-г551«-55,64

1)

гдѣ фі(2) есть приращеніе функціи 5 при обходѣ около

точки Б.

Если вести пути интеграціи по плоскости комплекснаго

перемѣннаго, то предыдущія равенства могутъ быть нѣ

сколько обобщены и освобождены отъ ограниченій.

Задача. Найти область, въ который рядъ

g(2)–2la„Га, 2)

былъ бы способенъ изобразить произвольную функцію, при

чемъ Г есть нѣкоторая голоморфная функція, и а. есть ко

рень нѣкотораго трансцендентнаго уравненія Е(а.)–0.

Положимъ, что функція Г въ безконечности на дѣйстви

тельной оси есть О, аЕили нуль или конечная величина. Тогда

искомую область составятъ всѣ дѣйствительныя х, для ко

торыхъ при а конечномъ

[24).dу
lim 1—-22574-159. — 240

(у —а)Ку)”
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при удаленіи замкнутаго контура 1 всѣми его точками въ

безконечность.

Я имѣю также средство найти коэффиціенты изслѣдуемаго

рЯДа.

Аналогичнымъ образомъ могутъ быть изслѣдованы ряды

312).-22.42, а.)

гдѣ

ла».-1ю «мала и

(!)

и 2, есть корень трансцедентнаго уравненія.

Пусть имѣемъ

312)–2а. 112--2.)–А(1)

гдѣ А есть символъ операціи, Имѣемъ.

Аie"")-(т). e“".

Положимъ. что намъ данъ рядъ операцій типа А именно:

А,, А,,... Назовемъ соотвѣтствующія имъ функціи ф черезъ

4, 4,..., причемъ положимъ, что 45 есть функція голо

морфная, имѣющая въ началѣ координатъ нуль порядка В. При

этихъ предположеніяхъ я могу найти формально коэффицi

енты ряда

512)-ва, А, 1)-t-а, А, (г)--а, А, (г)...

Если область сходимости этого ряда есть вся дѣйствитель

ная ось, то во многихъ случаяхъ и имѣюдѣйствительноерѣ

шеніе задачи. Если намъ дано уравненіе -

А(7).–ф

и по данной ф ищемъ 1, то вообще говоря, рѣшеній будетъ

нѣсколько, и возникающія такимъ образомъ дополнительныя

функціи даютъ средство съ новой точки зрѣнія построить

теорію рядовъ

ga)-Еауé”""

гдѣ а, есть корень уравненія Е(а.)–0 и опредѣлить числен

ную величину ряда для всѣхъ дѣйствительныхъ х, при усло
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віи, чтобы въ извѣстной области рядъ изображалъ нѣкоторую

напередъ заданную функцію р.

Пусть имѣемъ дифференціальное уравненіе алгебраическое

Удача. 5.344-о
„“ ? " 15 "" "ду?Т"""?

которое допускаетъ интегралъ голоморфный и нуль въ без

конечности. Тогда всегда возможно написать

Сло

«-1стал

(!)

гдѣ

зан----144

тогда уста

1

контуръ 1 обхватываетъ всѣ особыя точки у. Функція рудо

влетворяетъ такому функціональному уравненію;

414444-4...»»....«нѣ.»-»

А

гдѣ интеграція распространяется на область А, опредѣляе

мую условіемъ г-на.-ч-...--г., ка,

Если наше дифференціальное уравненіе имѣетъ всѣ осо

быя точки на дѣйствительной оси и не обращается въ нихъ

въ безконечность порядка выше или равнаго единицѣ, то

функція ф въ безконечности на мнимой оси есть О, и, кромѣ

того, для всѣхъ дѣйствительныхъ х, лежащихъ внѣ нѣкото

рыхъ предѣловъ а и В, имѣемъ:

—Н-сло

1--44944

—сло

Этихъ двухъ условій достаточно, чтобы интегралъ нашего

уравненія имѣлъ особыя точки, удовлетворяющія вышеуказан

нымъ условіямъ.

Голоморфная на всей плоскости функція ф всегда намъ

извѣстна помощью ряда.
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Если интегралы

—4-Сло, —-н-бло

[4-ти и 16-ти

—С —Сло

для дѣйствительныхъ х, лежащихъ внѣ предѣловъ а и b, суть

нули, то интегралъ

«н-бло

(«тамъ

—бло

для дѣйствительныхъ х, лежащихъ внѣ предѣловъ 2а и 2b,

есть нуль.

Дифференціальное уравненіе

4 . „Л1...94 „...Л”
9 253.1 1ОТЕЕ. „--?11 1ОТ2 „О-4

«зуча-I12-45

удовлетворяется для всѣхъ дѣйствительныхъ х рядомъ

sn?22 sтва;

95 з4
уча —8тх-1-—5--———I—---. . . . ,

причемъ этотъ интегралъ не можетъ быть никакимъ выбо

ромъ произвольныхъ постоянныхъ приведенъ въ совпаденіе

на всей дѣйствительной оси съ общимъ интеграломъ, ибо

этотъ послѣдній есть алгебраическая функція. На нѣкоторой

же части дѣйствительной оси они численно совпадаютъ.

Это уравненіе показываетъ, что при интегрированіи диффе

ренціальныхъ уравненій помощью рядовъ типа Хаце“"”, гдѣ

2, вообще мнимы, недостаточно доказать, что рядъ сходитсяла

и удовлетворяетъ уравненію.

Имѣемъ слѣдующій весьма обширный классъ линейныхъ

дифференціальныхъ уравненій, интегрируемыхъ помощью

опредѣленныхъ интеграловъ.

Пусть функція ф(х, у) удовлетворяетъ уравненію съ част

ными производными:
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V„1472.1V.975

«93-3455
4

. 4”?..У.12"?

X444-3455

Тогда, полагая

1054-1049,и ду

гдѣ замкнутый путь интеграціи таковъ, что подъинтегральная

функція въ началѣ и концѣ его имѣетъ одно и то же значе

ніе, имѣемъ

144ходу-- В

104поду--10)

гдѣ А(4), С11), В1), П1) суть результаты отъ совершенія

надъ 4, 1" нѣкоторыхъ дифференціальныхъ операцій.

Если теперь мы умѣемъ интегрировать уравненіе, которое

СИЛЛЕОIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII. IIIIIIIIIIIIIIIIIIIЯ Т9IIIIIIII

2eАТОР150,

14--14. а, ду

будетъ интеграломъ уравненія:

XeВ910"Гь. О,

то функція
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