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[161]

Ueber die Construction geographischer Karten.
(Sur la construction des cartes géographiques.)
Von
J. L. de Lagrange.

[Nouveaux Mémoires de I'Académie royale de Berlin, Année 1779,
S. 161—210.)

Mit 2 Figaren im Text.

Erste Abhandlung.

Eine geographische Karte ist nichts anderes, als eine
ebene Figur, welche die Erdoberfliche oder einen Theil der-
selben darstellt. Eine solche Darstellung wiirde keinerlei
Schwierigkeit darbieten, wenn die Erde eben, oder auch,
wenn sie ein von ebenen Flichen begrenzter Korper wiire.
Ebenso wiirde es sich verhalten, wenn die Erdoberfliche der-
art gekriimmt wiire, dass sie auf eine Ebene abgewickelt
werden konnte, wie es bei Kegelflichen und unzithligen andern
krummen Flichen der Fall ist. Aber da die Erde die Ge-
stalt einer Kugel hat oder wenigstens nahezu kugelférmig ist,
so ist es unmdoglich, irgend einen Theil ihrer Oberfliche in
einer Ebene darzustellen, ohne die gegenseitige Lage der ein-
zelnen Orte wie ihre Abstinde von einander zu 4ndern. Die
grosste Vollkommenheit einer geographischen Karte muss dem-
gemiiss darin bestehen, jene Abstiinde moglichst wenig zu #ndern.

Bei der Unmdglichkeit, Karten zu zeichnen, welche die
Lage der verschiedenen Orte der Erde genau wiedergeben,
waren die Geographen bestrebt, Bilder zu entwerfen, auf denen
die einzelnen Orte nach den Regeln der Perspective ange-

1*



4 J. L. de Lagrange.

ordnet sind; und so entstanden verschiedene Arten von Karten-
projectionen, die sich nur dadurch unterscheiden, dass das
Auge und die Projectionsebene jedesmal eine andere Lage in
Bezug auf die Erdoberfliche haben.

Da die Lage irgend eines Ortes auf der Erde durch den
Lingen- und den Breitenkreis bestimmt wird, die durch diesen
Ort gehen, so besteht die ganze Schwierigkeit in der Projection
der verschiedenen Lingen- und Breitenkreise. Die Projection
eines beliebigen Kugelkreises ist aber, wie leicht ersichtlich,
ein [162] Kegelschnitt, nimlich der Schnitt der Projections-
ebene mit demjenigen Kegel, der den zu projicirenden Kreis
zum Grundkreise hat, und dessen Spitze im Augenpunkte liegt.

Befindet sich das Auge im Mittelpunkte der Kugel, so
nennt man die Projection central. Sie hat die Eigenschaft,
dass bei ihr alle grossten Kugelkreise durch gerade Linien
dargestellt werden; die kleinen Kugelkreise dagegen werden
entweder Kreise oder Ellipsen, je nachdem ihre Ebenen der
Projectionsebene parallel sind oder nicht. Man benutzt diese
Projection bisweilen bei Erdkarten und nimmt dabei in der
Regel als Projectionsebene eine zum Aequator parallele Ebene;
dadurch erreicht man, dass alle Breitenkreise auch in der
Karte Kreise werden. Wenig gebriuchlich ist die in Rede
stehende Projection bei Specialkarten, die nur einen Theil der
Erdoberfliche darstellen; dagegen wird sie vielfach bei Him-
melskarten angewandt, und auf ihr beruht im Grunde die
ganze Gnomonik, da die Stundenlinien auf dem Zifferblatt einer
Sonnenuhr nichts anderes sind als die Centralprojectionen der
Stundenkreise der Himmelskugel.

Uebrigens wiirden geographische Karten, die mittelst der
Centralprojection entworfen sind, den grossen Vortheil haben,
dass alle Orte der Erde, die auf demselben grossten Kreise
gelegen sind, auf der Karte in einer geraden Linie liegen.
Um daher den kiirzesten Weg zwischen zwei Orten der Erde
zu finden, wiirde man nur auf der Karte die Orte durch eine
Gerade zu verbinden haben.

Nimmt man das Auge auf der Kugeloberfliche liegend an
und wihlt zur Projectionsebene eine Ebene, welche auf dem
vom Auge nach dem Mittelpunkte der Kugel gezogenen Strahle
senkrecht steht, so erh#lt man die Projection, welche unter
dem Namen der stereographischen bekannt ist. Dieselbe
ist zuerst von Ptolemaeus zur Construction von Astrolabien
oder von Abbildungen der halben Himmelskugel ersonnen und
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spiiter von den meisten modernen Geographen auch fiir das
Entwerfen von Erdkarten benutzt. Die hauptsichlichste Eigen-
schaft dieser Projection besteht darin, dass alle Kreise der
Kugel wieder durch Kreise dargestellt werden. Man brauncht
daher nur die Projection wvon irgend drei Punkten eines Me-
ridians oder eines Parallelkreises zu bestimmen, und kann
dann sofort die Projection des ganzen Kreises zeichnen. In
verschiedenen Lehrbtichern der Geographie finden sich [163]
Regeln zum Entwerfen der Meridiane und Parallelkreise fiir
jede beliebige Lage des Auges auf der Erdoberfliiche. Man
vergleiche iiber diesen Gegenstand eine Arbeit des Herrn
Kaestner in seinen gesammelten physikalischen und mathe-
matischen Abhandlungen.

Die eben erwihnte schone Eigenschaft der stereogra-
phischen Projection ist von Plolemaeus entdeckt und in sei-
nem »Sphaerae a planetis projectio in planum« betitelten Buche
dargelegt, einem Werke, das uns nur in arabischer Ueber-
setzung erhalten ist, und von dem Commandino im Jahre
1558 eine lateinische Uebersetzung mit Commentar verdffent-
licht hat. Jene Eigenschaft beruht darauf, dass der Schnitt
des projicirenden Kegels stets der Basis antiparallel ist, so
dass, wenn die letztere ein Kreis ist, jener Schnitt, d. h. die
Projection der Basis, ebenfalls ein Kreis wird.

Ausserdem hat die stereographische Projection noch eine
andere sehr wichtige Eigenschaft, die, wie es scheint, von
Ptolemaeus nicht bemerkt ist. Dieselbe besteht darin, dass
die Kreise der Karte sich unter denselben Winkeln schneiden
wie die Kreise der Kugel; dass also alle auf der Kugelfliche
vorkommenden Winkel in der Projection dieselbe Grosse be-
halten. Daraus folgt weiter, dass irgend ein unendlich klei-
ner Theil der Kugelfliche in der Projection seine Gestalt be-
hilt und nur hinsichtlich seiner Grosse gedndert wird. Wir
werden im weiteren Verlauf dieser Abhandlung sehen, dass
diese Eigenschaft keineswegs der stereographischen Projection
eigenthtimlich ist, sondern auch den reducirten Seekarten und
einer unendlichen Zahl von Karten anderer Art zukommt.

Wenn man endlich das Auge in unendlicher Entfernung
von der Kugel annimmt, so dass alle Projectionsstrahlen
parallele Gerade werden, und wenn dabei die Projectionsebene
auf jenen Strahlen senkrecht steht, so erhdlt man die ortho-
graphische Projection, bei der die Kreise der Kugel theils
gerade Linien, theils Kreise, theils Ellipsen werden, je
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nachdem ihre Ebenen den Projectionsstrahlen parallel sind, oder
senkrecht auf denselben stehen, oder schief gegen sie liegen.
Diese Projectionsart wird in der Geographie kaum angewandt,
wohl aber hiufig in der Astronomie zur Berechnung der Ver-
finsterungen und in der Gnomonik zur Construction von apa-
lemmatischen Sonnenuhren.

Dies sind die hauptsichlichsten Projectionsarten; doch
ist klar, dass man noch unzihlig viele andere Arten er-
sinnen kann, indem man dem Auge [164] und der Projec-
tionsebene andre und andre Lagen giebt. Aber alle diese
Projectionen haben den Nachtheil, dass sie die Grésse und
Gestalt der verschiedemen Li#nder, die sie darstellen, mehr
oder weniger verindern. De la Hire hat gefunden, dass
diese Aenderung in gewisser Hinsicht am geringsten wird,
wenn man das Auge ausserhalb der Kugel liegend annimmt,
und zwar in einer Entfernung von der Oberfliche, die gleich
ist dem Erdradius, maultiplicirt mit dem Sinus von 45° (vgl.
die Mém. de Paris fir 1701). Doch ist dieser Vortheil in
den Augen der Geographen wohl nicht gross genmg, um sei-
netwegen eine Projectionsart anzunehmen, die gleichzeitig die
Unbequemlichkeit mit sich bringt, dass der grosste Theil der
Kugelkreise durch Ellipsen darzustellen ist.

Der Grundgedanke, geographische Karten vermittelst der
Projection der Kugelfiiiche auf eine Ebene zu entwerfen, ist
ein sehr einfacher und naturgemiisser; doch liegt kein zwin-
gender Grund vor, ihn unter allen Umstsinden beizubehalten.
Auch haben mehreré gelehrte Geographen denselben bereits auf-
gegeben und ganz andre Arten der Darstellung for die Lingen-
und Breitenkreise der Erde benutzt, indem sie jeme Kreise
theils durch gerade Linien, theils durch Kreise, theils auch
durch mechanisch construirbare Curven wiedergegeben haben.
In der That kann man die geographischen Karten von einem
viel allgemeineren Gesichtspunkte aus betrachten und dieselben
als irgend welche Darstellungen der Erdoberfliiche ansehen.
Man hat dann nur die Meridiane und Parallelkreise nach
einem beliebig gegebenen Gesetze zu zeichnen und den ver-
schiedenen Orten in Bezug auf diese Linien die Lage zu
geben, die sie auf der Erdoberfliche in Bezug auf die L#ngen-
und Breitenkreise wirklich haben. Dadurch wird die Aufgabe,
eine geographische Karte zu construiren, zu einer vollig un-
bestimmten; man kann sie indessen zu einer bestimmten
machen, wenn man sie gewissen Bedingungen unterwirft, die
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von Projectionsbetrachtungen unabhiingig sind. Ein Beispiel
dazu liefern die reducirten Seekarten, d. h. die Karten mit
-wachsenden Breitengraden. Bei ihrer Erfindung verfolgte
man nur den Zweck, die Sache so einzurichten, dass die
-verschiedenen Windrichtungen tiberall durch gerade Linien
dargestellt witrden, die mit einander dieselben Winkel bildeten,
wie die betreffenden Richtungen auf dem Kompass. Diese
Bedingung erfordert zundichst, dass alle Meridiane parallele
Linien sein milssen, und dass ebenso die Parallelkreise des
Aequators gerade Linien werden, welche die Meridiane senk-
recht schneiden; ferner dass die Lingen- und Breitengrade
auf der Karte dasselbe Verhiltniss behalten, das sie anf der
(165] Kugel haben. Da hierbei die Lingengrade auf der
Karte als constant angenommen werden, wihrend auf der
Kugelfliche die Breitengrade constant sind, so miissen die
Breitengrade auf der Karte in demselben Verh#ltniss zu-
nehmen, in dem die Lingengrade auf der Kugel abnehmen,
d. h. in umgekehrtem Verh#ltniss des Cosinus der Breite oder,
was auf dasselbe hinauskommt, in directem Verhiltniss wie
die Secanten der Breite. Daraus kann man dann mittelst der
Integralrechnung den Satz ableiten, dass der Abstand zwischen
dem Aequator und einem beliebigen Parallelkreise proportional
gein muss dem Logarithmus der Cotangente des halben Com-
plements der Breite jenes Parallelkreises. Das ist die bekannte
Grundlage fiir die Construction der reducirten Seekarten.
Der verstorbene Lambert ist der erste, der die Theorie
der Kartenprojection unter dem eben erdrterten allgemeinen
Gesichtspunkte betrachtet, und der in Folge dessen den Ge-
danken gehabt hat, die Lage der Meridiane und Parallelkreise
auf der Karte allein durch die Bedingung zu bestimmen, dass
alle auf der Karte vorkommenden Winkel den betreffenden
Winkeln auf der Erdkugel gleich seien. Diese Aufgabe, von
der man eine allgemeine Ldsung im dritten Bande der »Bey-
trige zum Gebrauche der Mathematik etc.« findet*), ist seither
auch von Euler in dem so eben erschienenen Bande der Ver-
handlungen der Petersburger Akademie fiur das Jahr 1777
behandelt. Doch haben sich diese beiden berithmten Autoren
damit begniigt, zu zeigen, dass die bekannten Theorien der
stereographischen Projection und der reducirten Karten in
ihrer Lésung enthalten sind, wihrend es bisher noch niemand

*) 8. auch Ostwald's Klassiker. Heft 54.
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unternommen hat, diesen Theorien die ganze Ausdehnung zu
geben, deren sie fihig sind; dieselbe besteht darin, alle Fille
zu suchen, in denen die Meridiane und Parallelkreise durch
Kreise wiedergegeben werden.

Diese Untersuchung, die ebenso interessant ist wegen der
analytischen Hillfsmittel, die sie erfordert, als wegen des
Nutzens, den sie fir die Vervollkommnung geographischer
Karten gewihren kann, scheint mir der Aufmerksamkeit der
Geometer wiirdig zu sein und geeignet, den Gegenstand einer
Abhandlung zu bilden. Ich werde zuerst die von Lambert
und Ewler behandelte Aufgabe nach einer Methode ldsen, die
von der der genannten Autoren verschieden und die, wie ich
glaube, in mancher Hinsicht einfacher und allgemeiner ist.
Sodann werde ich die allgemeine Loésung auf den besonderen
Fall anwenden, dass die Meridiane und Parallelkreise durch
Kreise dargestellt werden sollen; denn dies sind [166] die
einzigen Curven, die man bei der Construction von Karten-
netzen leicht zeichnen kann. Endlich werde ich noch einige
andre auf den Gegenstand beztigliche Fragen erdrtern, und
daraus werden sich mehrere wichtige Folgerungen ergeben.

1. Der grosseren Allgemeinheit wegen nehme ich zu-
nichst an, dass die Erde ein beliebiger Rotationskdrper ist,
entstanden durch die Rotation einer gegebenen ebenmen Curve
um eine feste Axe. Diese Curve stelit dann die simmtlichen
Meridiane der Erde dar, und die feste Axe ist zugleich die Erd-
axe. Ich beziehe die Curve auf die in Rede stehende Axe
mittelst rechtwinkliger Coordinaten p, ¢, von denen die eine
p die auf der Axe vom Pol der Erde aus geziihlte Abscisse
bezeichnet, wihrend die andere ¢ die zur Axe senkrechte
Ordinate ist. Ferner nenne ich s dem zum Punkte p, ¢ ge-
horigen Bogen, d. h. den vom Pole an gerechneten Bogen des
betreffenden Meridians, und ¢ den Winkel, welchen dieser
Meridian mit dem Anfangsmeridian, der eine beliebige Lage
hat, bildet. Offenbar wird die Lage eines Ortes auf der Erd-
oberfliche durch den Bogen s des durch den Ort gehenden
Meridians und den Winkel ¢, welchen dieser Meridian mit dem
Anfangsmeridian bildet, vollig bestimmt. Gleichzeitig ist klar,
dass, falls die Erde eine Kugel ist, der Bogen s (wenn man
den Erdradius zur Einheit nimmt) die Poldistanz oder das
Complement der geographischen Breite, der Winkel ¢ die Liinge
des betrachteten Ortes ist. Ferner wird in diesem Falle

p=2coss, ¢ =sins.
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Im allgememen wird, welches auch die Gestalt der Erde
sei, falls sie nur ein Rotatxonskérper ist, der Winkel ¢ stets
glelch der geographischen Li#nge sein, wihrend der Bogen s
eine gegebene Function der Breite ist.

Dies vorausgeschickt, denken wir uns den betrachteten
Ort auf einer geographischen Karte derart dargestellt, dass
seine Lage durch zwei rechtwinklige Coordinaten z, y bestimmt
ist, wobei z die auf einer beliebigen Axe gezihlte Abscisse,
y die zu dieser Axe senkrechte Ordinate bezeichmet. Nattir-
lich mtissen die beiden Gréssen z, y von den Grossen s, ¢
abhingen, d. h. Functionen der letzteren beiden sein. Ferner
sieht man sofort, dass, wenn man in diesen Functionen die
Variable ¢ als constant annimmt, man die Coordinaten der
Punkte derjenigen Curve erhiilt, durch welche der Meridian,
dessen Linge ¢ ist, dargestellt w1rd Nimmt man dagegen s
als constant, so erhilt man die Coordinaten der Punkte der
Curve, welche denjenigen Parallelkreis darstellt, der dem Bogen
s des Meridians entspricht.

(167]) 2. Wir wollen jetzt zwei unendlich nahe Orte
betrachten, die auf der Erdoberfliche durch die Variabeln s,
t und s + ds, t + dt¢ bestimmt seien, wihrend ihnen auf
der Karte die Variabeln z, y und z 4 dz, y + dy zuge-
héren; und wir wollen die Abstinde beider Orte auf der
Erdoberfliche und auf der Karte suchen. Offenbar wird der
erste dieser Abstinde ausgedrtickt durch

Vdst + ¢tdie,

da ds die Differenz der durch die beiden Orte gehenden
Meridianbogen und gd¢ der zwischen diesen Meridianen lie-
gende Bogen des Parallelkreises ist. Der zweite Abstand
dagegen wird durch die bekannte Formel

Vdz? 4+ d-g;i

ausgedriickt, da z und y geradlinige und rechtwinkelige Co-
ordinaten sind.

Die hochste Vollkommenheit wiirde nun eine geographische
Karte besitzen, wenn die eben erwihnten beiden Abstinde
einander gleich wiiren; denn dann wiirden auch alle anderen
Entfemungen klein oder gross, auf der Erdoberfliiche dieselben
sein wie auf der Karte. Um indessen unserer Untersuchung
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die grosstmogliche Allgemeinheit zu geben, wollen wir annehmen,
dass jene beiden Abstinde sich wie 1:m verhalten, dass also

Vds? 4 q2dt?: Vdai4-dy? =1 :m
und daher

dz? 4 dy = m(ds? 4 @d??)

sei. Letztere Gleichung ist die Fundamentalglelchung, um
deren Auflosung es sich handelt.

3. Zu dem Ende bemerke ich zuniichst, dass die Ordi-
nate ¢ der Meridiancurve eine durch die Natur dieser Curve

gegebene Function des Bogens s, und dass daher ﬁ integra-

bel ist oder wenigstens als integrabel angesehen werden kann,
da nur eine Variable darin enthalten ist. Setzt man nun

ds =du, mq=n,

so geht die zu losende Gleichung in folgende iiber:
dz? 4 dy? = n?(du? + d¢).

Darin sind ¢ und % zwei von einander unabhingige
Variable, und 7 ist eine vorliufigz noch unbestimmte Grosse.
Unsre weitere Aufgabe besteht nun darin, mit Hiilfe der letzten
Gleichung z und y als Functionen von ¢ und % zu bestimmen.

Da die in Rede stehende Gleichung zwei Unbekannte,
dz und dy, enthilt, multiplicire ich dieselbe, um sie moglichst

.allgemein und dabei auf moglichst einfache Art zu losen, mit
der Gleichung

1 = sin 2w + cos?w,
worin w ein unbestimmter Winkel ist. [168] Sodann beachte
ich, dass das Product aus sin?w - cos2w und duw? -} d¢?

sich folgendermassen als Summe zweier Quadrate darstellen
lasst:

(sin?2w -+ cos2w)(du? + di?)
= (sin wdu — cos wdt)? + (cos wdu -+ sin wdi)?.
Dadurch wird die obige Gleichung in folgende transformirt:
da?+dyt=mn?(sinwdu — cos wdt)2+ n2(cos wdu—-+sinw d)?,

und diese kann man wegen der Unbestimmtheit des Winkels
w in die beiden zerlegen:
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dz = n(sin wdu — cos wdi),
dy = n(cos wdu - sin wdt).

Es eriibrigt jetzt nur, die Sache so einzurichten, dass
diese Werthe von dz und dy vollstindige Differentiale werden,
und das ist durch zweckmd#ssige Verfigung tiber die bisher
unbestimmten Grossen n, v moglich, wie sich folgendermassen
ergiebt.

Setzt man zur Abkiirzung

nginw=a, ncosw=_,,
so erhilt man die beiden Formeln:
dz = adu — Bdt, dy = fdu + adt;

und auf diese kann man die bekannte Methode von d' Alembert
anwenden, die in Folgendem besteht. Man multiplicire die

zweite Gleichung mit ¢ = ¥— 1 und addire sie zu der ersten,
resp. subtrahire sie von derselben, so ergiebt sich:

dz + idy = (a + 8) (du + id?),
dz — i1dy = (¢ — 18) (du — id1).

Sollen die rechten Seiten dieser Gleichungen integrabel
sein, so muss o - 73 eine Function von u 4 ¢¢, o — i3
aber eine Function von # — ¢¢ sein. Durch Ausfithrung der
Integration erh#lt man dann die Werthe von z - ¢y und
z — 4y und daraus z und y selbst.

Bezeichnen wir allgemein durch die Buchstaben f und F
irgend zwei unbestimmte Functionen, so dass f(z) und F(2)
zwei beliebige Functionen von z sind; bezeichnen wir ferner
mit f’(2) und F” (2) die Ableitungen dieser Functionen, also

Fi =28, pe =2,

so kann man [169)
a8 =f"(u i),
e — i = F'(u— )
setzen und erhiilt dann

z + ty = f(u + 1¢),
z — iy =Flu — i),



12 J. L. de Lagrange.

daher
S(u 4 it) 4 Flu — ¢
r = ) ,
Sflu—+ 2t) — Flu — 5
y= 25 i

und die mit f und I bezeichneten Functionen bleiben will-
kiirlich.

4. Das sind die allgemeinsten Ausdrticke fiir die Coordi-
naten z und y, die auf der Karte die Lage jedes Ortes der
Erde bestimmen, falls man die Bedingung zu Grunde legt,
dass der Abstand von zwei beliebigen unendlich nahen Orten
der Erdoberfliche zu dem Abstand der entsprechenden Orte
der Karte im Verhdltnis 1 : 2 steht (Nr. 2). Nun ist aber
mq = n und weiter » sin w = «, # cos w = @ gesetzt (Nr. 3);
daher ist

n= VIR, m= VO
Andererseits ist
o 4+ B2 = (a + 1f) (¢ — i8) =f'(u + ¢ F' (u — 1¢).
Mithin wird
m = ;l—Vf'(u + i) F' (u — 97 .

Man ersieht aus dieser Formel, dass der Werth von m
eine Function der endlichen Variabeln ¢ und %, also auch von
¢t und s wird, da ja u eine Function von s ist. Daraus folgt,
dass die Entfernung zweier beliebigen Orte, die einander auf
der Erdoberfliche unendlich nahe liegen, und deren einer durch
t, s, der andere durch ¢ -+ d¢, s + ds bestimmt ist, zu der
Entfernung der entsprechenden Orte auf der Karte in einem
Verhiltniss steht, das allein von ¢ und s abhingt. In Folge
dessen werden alle Orte der Erde, die um einen gegebenen
Ort herum liegen und einen unendlich kleinen Abstand von
demselben besitzen, auf der Karte eine derartige Lage haben,
dass sie [170] eine Figur bilden, die #hnlich ist der Figur,
die sie auf der Erdoberfliche bilden. Homologe Seiten beider
Figuren stehen dabei im Verhiltniss 1 : m, und ihre Flichen
verhalten sich wie 1 : m2. Eine Karte, die mittelst der eben
gefundenen Ausdriicke fiir 2 und y construirt ist, besitzt da-
her dieselbe Eigenschaft, die, wie wir schon bemerkt haben,
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den stereographischen und den reducirten Karten gemeinsam
ist; dieselbe besteht darin, dass jeder unendlich kleine Theil
der Erdoberfliche seine Gestalt auf der Karte behslt und nur
seine Grosse #ndert. Man kann aus unserer Ableitung leicht
erkennen, dass die in Rede stehenden Ausdriicke nothwendig
das Gesetz fiir das Entwerfen aller geographischen Karten
enthalten, bei denen die eben erwihnte Bedingung erfillt wird.

5. Um nunmehr die unbekannten Functionen zu bestimmen,
die in den Ausdriicken von z und y auftreten, beachte man,
dass man, wenn in diesen Ausdriicken # = 0 gesetzt wird,
die Coordinaten der Punkte derjenigen Curve erh#lt, welche
den Anfangsmeridian darstellt. Die Werthe dieser Coordinaten

sind
» = S+ Flu) y_fw—ﬂw

- 2 A 2¢

sie konnen beliebige Functionen von % sein, da ja f und F
willktirliche Functionen bezeichnen. In Folge dessen kann
man annehmen, dass der Anfangsmeridian eine beliebige Curve
ist, und dass ferner die Aenderungen der Breite auf diesem
Meridian nach einem beliebigen Gesetze erfolgen.

In der That nimmt man an, dass fiir den Anfangsmeridian

z=q@u); y= 0

ist, wo ¢ und @ zwei beliebige Functionen von % bezeichnen,
so hat man

2 1

=ot, LU
woraus

SJw) =@ +i®u), Flu =q¢u) —i®W)
folgt. Durch Einsetzen dieser Ausdriicke fiir f und F in die

allgemeinen Ausdriicke fiir z und y erhilt man fiir letztere
folgende Gleichungen:

_plu-t) - plu—1l) | Ou+ 7)) — Ou— id)
= ! i : ,
U@y + i) + Ou—it) | @lu+ it) — ¢ u— i2)
y= 2 + 2% ‘

Diese Aunsdrticke haben den Vortheil, dass das Imaginire
sich stets forthebt.
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6. Wiewohl diese Bestimmung der willktirlichen Fanctionen
als die natiirlichste und einfachste erscheint, ist sie doch
keineswegs fiir unsre Aufgabe die geeignetste. Denn es ist
nicht zweckmdssig, die Lage der anf dem Anfangsmeridian
liegenden Orte als gegeben anzunehmen, sondern man muss
die Gestalt der Meridiane und Parallelkreise als gegeben be-
trachten, da man zuniichst diese Linien auf der Karte ziehen
muss, um nachher die verschiedenen Orte der Erde einzu-
zeichnen. Demnach reducirt sich unsre Aufgabe darauf, die
Form der unbekannten Functionen der allgemeinen Losung
derart zu bestimmen, dass die Meridiane und die Parallel-
kreise Linien von gegebener Art werden. Diese Aufgabe,
die bisher noch nicht behandelt ist, ist eine sehr schwierige;
sie allgemein zu losen, ist vielleicht unméglich. Fiir die Be-
dirfnisse der Geographie indessen geniigt es, den speciellen
Fall zu behandeln, in dem den Meridianen und Parallelkreisen
Kreishogen der Karte entsprechen sollen, eine Forderung, die
bei der stereographischen Projection und den Seekarten erfilllt
ist. Denn bei dem Entwerfen geographischer Karten wird
man naturgemiss den Kreis allen andern Curven vorziehen,
da man Kreise mittelst des Zirkels sehr leicht und sehr genau
zeichnen kann.

7. Die hauptsichlichste Eigenschaft des Kreises ist nun
die, dass sein Kriimmungsradius constant ist. Wir suchen daher
zuniichst allgemein den Ausdruck fiir die Kriimmungsradien
derjenigen Curven, welche nach den allgemeinen Formeln von
Nr. 3 die Meridiane und Parallelkreise darstellen. Ist eine
Curve auf rechtwinklige Coordinaten z, y bezogen, so ist der
Ausdruck fiir ihren Kriimmungsradius bekanntlich

(et + dy
dydiz — dzd?y
Ferner dbersieht man leicht, dass fir die Meridiane nur
[172] s oder » in den Ausdriicken fiir = und y variabel ist,
fir die Parallelkreise hingegen nur ¢ Nach Nr. 3 ist nun
allgemein .
dz = adu — gdt, dy = Bdu + adt;
mithin hat man fir die Meridiane:
da Y3
— — — 22 qu? 2 — b du?
dz = adu, dy= fdu, d%:_budu, dy audu.
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Bezeichnet man daher den Krimmungsradius irgend eines
Meridians der Karte mit r, so ist

da op
L M,
@+
Filr die Parallelkreise wird
d.’b‘="‘"ﬁdt, dy:-adt, d2x=.__‘[9 dﬂ d2y=%¢“:dt2

Wenn daher ¢ den Krilmmungsradius der Curve bezeich-
net, die auf der Karte einen Parallelkreis darstellt, so ist

do bﬂ
1 Byt~ bt
¢ @+py

Weiter ist die Bedingung dafiir zu beachten, dass die
Ausdriicke adu — $dt und pdu + odt exacte Differentiale
sind; vermdge derselben ist

da ¥ ¥ __

Y2 YYL R Y7 bu
Somit kénnen an Stelle der obigen Ausdriicke fiir ! und 1
lie folgenden treten: r ¢

1 ﬂﬂ p,bﬂ

| —

r—m’ ' m,
oder auch .
! 1
Sy B )

r tY; e du

Nun ist aber oben (Nr. 4) gefunden, dass
o 4 2= f'(u + ) F'(u — 4¢).
Bubstituirt man diesen Ausdruck und setzt zugleich zur Ab-

ktirzung [173]
1

T Vit i0F @ —10




.
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so hat man die einfachen Ausdriicke

_e 1

at’ o

8. Die eben definirte Grosse £ dient auch dazu, den
Werth von m zu bestimmen. Denn nach Nr. 4 ist

22
du

1
r

Da nun ¢ eine durch die Gestalt des Meridians gegebene
Function des Meridianbogens s, und da

du=‘-{§
q

ist, so folgt, dass man ¢ auch als eine Function von-z an-
sehen kann.

Wollte man es daher so einrichten, dass die Grésse m
constant, oder dass dieselbe nur von u abhingig wiire, d. h.
dass m in allen Punkten eines Parallelkreises denselben Werth
hitte, so milsste £ eine Function von #« allein sein ohne Z.

Dann wire %St} = 0, mithin nach der vorhergehenden Nummer

1 ‘e
;= 0, oder r = 0co; daher miissten alle Meridiane der Karte

dann gerade Linien sein. Wir werden spiiter sehen, dass die

1 .
Annahme, dass 7 und damit 2 = = eine gegebene Function

von u allein ist, eine bestimmte Gestalt der Erde erfordern
wiirde.

9. Wir wollen nun allgemein annehmen, dass alle Meri-
diane der Karte beliebige Kreise sein sollen. Diese An-
nahme, welche auch den vorher erdrterten Fall, in dem die
Meridiane gerade Linien sind, umfasst, erfordert, dass
der Werth von r auf jedem Meridian constant ist und sich
nur von einem Meridian zum andern #ndert. Demzufolge
kann » und damit bb'? nur eine Function von ¢ allein sein,

und die Ableitung von Y3 nach » muss verschwinden. So-

mit ist die Bedingung dafir, dass alle Meridiane Kreise sind:
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20
ou
Integrirt man diese Gleichung [174] nach ¢, so folgt
302
= U

wo U eine willkiirliche - Function von # ist, die # nicht ent-
hilt. Es ist daher
R
_ 4

eine Gleichung, die erkennen li#sst, dass die Parallelkreise
gleichfalls Kreise werden, da ihr Kriimmungsradius eine Func-
tion von u allein ist und daher auf dem ganzen Parallelkreise
denselben Werth hat. Ebenso kann man umgekehrt zeigen, dass
wenn die Parallelkreise auf der Karte Kreise werden, das-
selbe auch von den Meridianen gilt. Die einzige Bedingung
dafiir, dass das Gradnetz nur aus Kreisen gebildet wird, ist
somit

22

ddu

Wir haben noch zu untersuchen, wie die Functionen f
und F' beschaffen sein missen, damit dieser Bedmgung gentigt
werde.

10. Um diese Untersuchung zu erleichtern, betrachte man'
zuniichst zwei andere Functionen ¢ und @, die mit f und F
durch die Gleichungen

1 1
ZEEN VF'(:)
verbunden sind. Der Ausdruck fiir 2 wird dann:

Q=g+ it) O —it).

Man differentiire diese Gleichung zweimal, zuerst nach
u, dann nach ¢, bezeichne ferner die Ableitungen von ¢, @
mit @', ¢”, resp. @', @", so dass

o) = O() =

dd(2)
dz
Ostwald’s Klassiker, 55. 2

d2M(z)
dz?

7 (=228, () =L P8 1) =20 gy~
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ist. Dann ergiebt sich:

-bbi: =@ (w4 ) Du — it) + @ (u — 1t)p(u + 2¢),
L e+ i) O — it) — ¢ A i) (w —
TL —ilg et O — it — ¢ fu 4 D — i

— @"(u —it)p(u 4+ it) + @ (v — ¢t)p’ (u + ¢2)).
2
[175] Die Bedingung biz% = 0 ergiebt daher

¢'u+it)Ou —it) — @"(u — it)p(u + 1t) =0,

oder
P41l O'(w— 1t
pu+t) Ou— i)

Die Ausdriicke auf beiden -Seiten dieser Gleichung miissen
identisch gleich sein, d. h. sie miissen dieselbe Grdsse haben,
unabhingig von irgend einer Gleichung zwischen ¢ und wu.
Da nun der eine eine Function von % - ¢¢, der andere eine
Function von % — ¢¢ ist, so kdnnen sie nur dann identisch
gleich sein, wenn jeder gleich einer Constanten ist.

Bezeichnet daher % eine willkiirliche Constante, so erhilt
man die beiden Gleichungen:

Q')  , O'(u—1f)
pu—+1t) 7 Ou—st)

k.

‘Da es gleichgilltig ist, wie man die Variable unter dem

Functionszeichen bezeichnet, so kann man die Gleichungen
einfacher so schreiben:

') _, @G _
o) =~ "o =h
und diese kann man nach bekannten Regeln integriren.
Durch Ausfithrung der Integration ergiebt sich

o) = MeVE 4 Ne—VE 0 = peVF 4 Qo Y,

wo M, N, P, Q beliebige, positive oder negative, reelle oder
imaginire Constanten bezeichnen.
Nun war aber
1 1
2) = —, D2) = ——— H
PO=Vra T v
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daher wird ) egﬂ/;?
f, (z) = . 7.\2 = 7 :;-7
(Mezvk + Ne—zW”) (Meul/lb -+ N)
1 e2z]/7c'
/T —_ 7\ 2 = 2 — 2-
(PeV® 4 @ VE)'  (p™VF 4 q)
Integrirt man noch einmal, so ergiebt sich:

1
1) =— _ +6
am a2V 4 N)VE

1

[176] F'(2) =

- - + H )

2 (P2 V% 1 Q) v
wo G und H neue willkiirliche Constanten sind. Somit ist
die Form der willkirlichen Functionen bestimmt, und wenn
man an Stelle von z in f(2) -+ ¢¢, in F(z) aber u — ¢¢
setzt, 8o ergeben sich die Ausdriicke

1
flo i) = — e
2 m (M VE +2V—k NVE
1

e2u1/7c——2t]/—_k

+ G,

Flu — it) = — + H,

2P(P + QVE&
und diese sind in die Werthe von 2 und y (Nr. 3) zu sub-
stituiren.

11. Ehe ich diese Substitution vornehme, bemerke ich,
dass die Grosse £ positiv oder negativ sein kann. Fiir beide
Fille werden die Formeln scheinbar verschieden; indessen be-
steht der ganze Unterschied nur darin, dass ¢ und » mit einander
vertauscht werden. Das ist hinsichtlich des Werthes von
S + ¢¢) evident. Um dasselbe auch fir F(u — ¢¢) zn
zeigen, setze man an Stelle der willkiirlichen Constante H

1 .
W -+ H, bringe

die beiden Briiche auf denselben Nenner und dividire dann
2uVk—2tY—Fk

1

2Q[Qe 2 VEFLYV=F | p1yg
2*

die ebenfalls willkiirliche Constante

Zshler und Nenner durch e
Flu — it) =

, 8o erhilt man

+ H;
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(177] wenn man in diesem Ausdruck das Vorzeichen von %
#ndert, so geht er aus dem vorhergehenden (Nr. 10) dadurch
hervor, dass man ¢ und « vertauscht und die Constanten anders
bezeichnet. Daraus konnen wir schliessen, dass es geniigt,
den Fall zu betrachten, in dem % einé positive Grosse ist,
und dass man fir den Fall eines negativen %4 nur in den End- -
resultaten £ und » zu vertauschen hat. Auch aus der Funda-
mentalgleichung (Nr. 3)

: dz? + dy? = n(du? + dt?)
erkennt man, dass man % und ¢ vertauschen kann.

12. Es soll nun der Einfachheit halber £ = ¢? gesetat
werden, so wird

1 . 1 G+ H
- d¢c M(Mercu+vict 4 N) 4c P(Petcu—2ict 4 Q) + 2

1 1 G — H
- 4ic M (Merou+sict 4 N) + 4icP(Pe*cu—%cl - Q) + 2:

und hierin sind noch die willkiirlichen Constanten so zu be-
stimmen, dass das Imaginire sich forthebt.
Dazu hat man zuniichst
G+ H G—H ‘
—3 —4 —g =8
zu setzen, wo 4 und B beliebige reelle Constanten sind.
Setzt man ferner allgemein

M=C+1:D, N=E-++:iJ,
wo C, D, E, J ebenfalls beliebige reelle Constanten sind,
so muss man, wie leicht ersichtlich,

P=C—1i{D, Q=E—1J
setzen, damit in den obigen Ausdriicken fiir #, y das Imagi-
nire fortfillt. Statt dessen setzen wir, was auf dasselbe
hinauskommt, [178]

M = a(cos g + ¢ sin g) = aeid |

N = b(cos h 4 ¢ sin h) = beil |

P = a(cos g — ¢ sin g) = ae™ 'Y,

Q = blcos h — 7 sin h) = be~ih,
wo @, b, g, A willkiirliche reelle Constanten sind. Nach
Substitution vorstehender Ausdriicke und einigen einfachen
Reductionen ergiebt sich:
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o A acos 2(ct + g) + b cos(g + A) - e
2acla®e®* + 2ab cos(2¢ct + g — k) + bre*Y)’
— B4 asin 2(ct + g) + b sin(g 4 &) - e )
y= 2ac[a*e* ™™ + 2abcos(2¢t + g — k) + bPe2Y)

13. Eliminirt man aus den letzten beiden Gleichungen
die Variable %, so erhilt man eine Gleichung zwischen z, y
und ¢; und zwar ist dies die Gleichung aller Curven, welche
die den verschiedenen Lingen ¢ entsprechenden Meridiane
darstellen. Umgekehrt ergiebt die Elimination von ¢ eine
Gleichung zwischen z, y und #, und dies ist die gemeinsame
Gleichung aller Curven, welche die verschiedenen Parallelkreise
darstellen.

Um die Elimination zu erleichtern, bilde man zunichst
die Summe aus (z — 4)? und (y — B)2. Fir diese er-
giebt sich:

(¢ — 42 + (y — B

e—2cU
T 4atc?a?e® + 2ab cos(2ct 4+ g — k) 4 breCY]’
und daraus folgt:

a*e* % 4 2ab cos(2¢ct + g — k) 4 bre—2¥
e—zc“
T 1@ e — AP+ y — B

Durch Substitution des letzten Ausdrucks gehen die fir z und
y abgeleiteten Gleichungen (Nr. 12) in folgende iber:

(x—5216—3)2=—2ac[ae=c"cos2<ct+y)+bcos(y+ﬁ)lv
y—B

(1,___‘4)24_(?/__3)2: 2ac[ae*¥sin 2(ct + g) +bsin(g+A)];

aus diesen aber kann man leicht « oder ¢ eliminiren.
[179] 14. Eliminirt man zuerst die Grisse e*°%, so er-
hilt man die Gleichung:

(r— A)sin2 (ct+ g)+(y— B)cos2(ct+g)
e — A+ (y — B)?

=-—2abecsin(2ct+g—h);
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und diese reducirt sich auf folgende: .
sin 2(ct + ¢) ¥ [ cos 2(ct + g) ]’
[z—A+4abc sin(2ct—|—-y—7z)] + B+4abcsin(2ct-|—g—k)
1
=[4abc sin(2¢t + g — A)2
Das ist offenbar die Gleichung eines Kreises. Nennt man 7

den Radius des Kreises und bezeichnet mit X und Y die
Coordinaten seines Mittelpunktes, so wird

1
= %abe sin(2¢ct + g — A)’
X =A4—rsin2(ct 4 g),
Y=A4—1rcos2(ct+ g).
Eliminirt man noch den Winkel ¢ aus den Ausdrticken fiir X
und Y, so erhilt man:

r

(X — 4) coslg + &) — (¥ — B) sin(g + 1) + =0,
und diese Gleichung giebt den Ort fir alle in Rede stehenden
Mittelpunkte, d. h. fiir die Mittelpunkte aller Kreise, welche
die Meridiane darstellen. Man sieht, dass dieser Ort eine
gerade Linie ist, die mit der Abscissenaxe einen Winkel

bildet, dessen Tangente = ay = cotg (g + A) ist. Jener

Winkel selbst ist somit 90° — g — 4.
15. Eliminirt man ferner aus den letzten Formeln von
Nr. 13 den Winkel ¢, so erhilt man:

— A 9
[( — A;; + y — B + 2abccos(g-|—k)]
y-— B i : 4,2 40U
+[(x—-A)2 ¥y — B — 2abe sm(g—i—k)] = 4a'c*e'Y,
oder [180]

1+4-4abccos(g+-4)- (z—A)—4abesin (g+4-4)-(y—B)
w— AP+ — B!
und diese Gleichung ldsst sich leicht in folgende umformen:
beos(g +2A) T b sin(g + A) ]2
[z——A— 2ac(a?e*¥ — 6’5] —I—-[y——B—I— 2ac(ate!" — b?)
ewu

= 4c% (azeqcu — be)e )

=4q*c?(a%es¥—b?),
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Auch dies ist die Gleichung eines Kreises. Nennt man den
Radius desselben ¢ und bezeichnet die Coordinaten seines
Mittelpunktes mit & und %, so wird

£

¢ = oo — I’

E=4A4 +%cos (g 4+ A)-pe2%,
=08 — Z~ gin (g + A)- pe %,

Eliminirt man aus den beiden letzten Gleichungen #, so
erhiilt man fir den Ort der Mittelpunkte derjenigen Kreise,
welche die Parallelkreise darstellen, die Gleichung

(§ — A)sin(g + &) + (n — B) cos(g + %) = 0;

dieselbe stellt eine gerade .Linie dar, welche gegen die Ab-
scissenaxe unter einem Winkel geneigt ist, dessen Tangente
=g~g = —tg(g + A) ist. Jemer Winkel selbst ist also
180° — g — 4. Mithin steht die in Rede stehende Linie auf
derjenigen senkrecht, auf welcher nach Nr. 14 die Mittel-
punkte aller Meridiane liegen.

16. Wir wollen noch den Werth der Grdsse = suchen,
welche das Verhdltniss ausdrickt, in dem jede Gegend der
Erde auf der Karte vergrossert oder verkleinert wird, ohne
dabei ihre natiirliche Gestalt zu #ndern. [181] Nach Nr. 8

ist m = q—l—Q, man hat also nur den Werth der Grosse 2 zu

suchen. Wenn man in dem Ausdruck fiir £, der sich in
Nr. 10 ergab, an Stelle der mit ¢ und @ bezeichneten Func-
tionen ihre in derselben Nummer gefundenen Werthe setzt,
so erhilt man:

2 = MPe + NQe
+MQe2tV—k+NP8——2t]/—k,

und dieser Ausdruck reducirt sich, wenn man M, N, P, Q,
k, wie in Nr. 12, durch @, b, g, %, ¢ ausdriickt, auf den
folgenden :

2 = a*e* 4 2ab cos(2¢ct + g —4) + 5% . e~

2uVk —2uVk
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Daher wird
’ 1

q[@* e 1 2ab cos(2¢ct + g — k) + bte—H]

17. Der vorstehende Werth von £2 kann dazu dienen, die
Richtigkeit unserer Formeln zu priifen. Denn wir sahen (Nr. 7),
dass die Radien » und ¢ der Meridiane und Parallelkreise
stets durch folgende Gleichungen bestimmt sind:

1 310 130

: r 3’ ¢ du
Setzt man hierin fir £ den in Nr. 16 gefundenen Werth, so
muss man fir » und ¢ dieselben Werthe erhalten, die wir
oben aus den Gleichungen der Kreise entnommen hatten, welche
die Meridiane und Parallelkreise darstellen. In der That ge-
langt man durch Ausfithrung der Differentiation zu den oben
ermittelten Werthen von » und .

18. Nunmehr wird es am Platze sein, zu untersuchen,
welche Bedingungen erfilllt werden miissen, damit die Grosse m
constant oder von # allein abhingig sei, ohne ¢ zu enthalten.
Wir haben bereits in Nr. 8 gesehen, dass in diesem Falle alle
‘Meridiane der Karte gerade Linien werden; daher bleiben die
oben fiir den allgemeineren Fall, in dem die Meridiane be-
liebige Kreise werden, aufgestellten Formeln auch hier giiltig.
Es handelt sich somit nur darum, zu sehen, ob der in Nr. 16
ermittelte Ausdruck fir m eine Function von « allein werden
kann. Da nun ¢ als nur von # abhingig angesehen werden
kann, so muss das von ¢ abhingige Glied, d. h. das Glied
2ab cos(2¢t + g — k), von selbst verschwinden. Das kann
nur eintreten, wenn entweder ¢ — 0 oder & —= 0 ist. Im
ersten Falle wird

1
m == gbte—ow’
im zweiten dagegen

1
= g@en
Allgemein wird [182] daher
AeBu

q=m:

wo A und B irgend welche Constanten sind. Diese Glei-
chung dient nun dazu, die Gestalt der Meridiane zu bestimmen,
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sobald 7 als Function von « gegeben ist. Differentiirt man
logarithmisch, so folgt:

¢_i_q___ " dm
m

und da du = ds ist, so wird weiter

am _ pas.
m

dg +¢q

Multiplicirt man mit 7 und integrirt, so ergiebt sich

d C
mq = B fmds 4+ C, oder q=£ﬁanj—+--
Dadurch erhdlt man ¢ alg Function von s, wenn m eine ge-
gebene Function von s ist.
Sollte daher m constant werden, so milsste

o
g=Bs+

sein; d. h. die Meridiancurve der Erde miisste eine gerade
Linie, die Erde selbst von einer Kegelfliche begrenzt sein.
19. Die bisherigen Formeln sind unabhiéngig von der
Gestalt der Meridiancurve der Erde. Um diese Formeln fiir
die Construction geographischer Karten verwenden zu kdnnen,
muss man wissen, wie die Variable # von der geographischen
Breite abhiingt. « war ja durch die Gleichung du =%9
definirt, falls s den vom Pol an gezihlten Bogen des Meri-
dians bezeichnet, ¢ die auf der Erdaxe senkrechte Ordinate.
Nimmt man, wie es gewohnlich bei geographischen Karten
geschieht, die Erde als kugelférmig an und wihlt der Ein-
fachheit wegen als Lingeneinheit den Erdradius, so ist

g =sins,
und der Bogen s ist zugleich die Poldistanz oder das Com-
plement der Breite. In diesem Falle ist also

ds

du —— n ,
sin §
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und durch Integration dieser Gleichung folgt
1 —coss
1 4+ coss

Fiigt man noch eine willkiirliche Integrationsconstante hinzu,
die mit log £ bezeichnet werde, so wird

u=1%log = log tang%-

u = log (ls tang %)
und daher

s 4
% = (k tang 5) .

Demnach verschwinden die Exponentialgrossen aus unseren
Formeln, es bleiben allein sinus und cosinus darin tibrig. Um
aber unserer Losung die ganze Allgemeinheit zu geben [183],
deren sie fihig ist, ist es nothwendig, die Werthe von ¢ und
% zu bestimmen, ohne sich auf die Annahme einer kugel-
formigen Erde zu beschrinken.

Wir wollen daher annehmen, dass die Erde ein an den
Polen abgeplattetes Rotationsellipsoid sei. Wir wihlen den
Aequatorialradius oder die halbe grosse Axe der Meridian-
ellipse als Lingeneinheit und bezeichnen die halbe kleine Axe
der Ellipse, d. h. die halbe Erdaxe, mit y. Zghlen wir,
ebenso wie in Nr. 1, die Abscissen p auf der letzteren Halb-
axe vom Scheitel derselben aus, so wird die Gleichung der
Ellipse:

=2+ ¢ =7
Aus derselben folgt durch Differentiation
o _ 19 .
p g 7—7p
Nun ist aber % gleich der Tangente des Winkels, welchen
die Normale der Ellipse mit der Abscissenaxe p bildet; mit-

hin ist (di—lq) auch gleich der Tangente des Winkels, welcher
die Poldistanz oder das Complement der Breite ausdriickt.
Bezeichnet man also die Poldistanz oder das Complement

der Breite allgemein mit z, so ist

dp 7%

tang z — =
8 dg y—p

?
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folglich

__ly—p)tang z

=

Betzt man diesen Ausdruck fiir ¢ in die Gleichung der Ellipse,
80 ergiebt sich

q

. ”
roP= Vy% + tang? z
und somit
tangz

7= Vy2 + tang? z
Durch Differentiation erhilt man

dp — y2 tang z - dtang 2 y2 dtang z

S
{7? + tang? 2} {y? + tang? 2}

Somit wird

R 2 o
ds — Vdp? d‘-’=7m—"-dtangz.

{y? 4 tang? z}*

Ferner wird

2 2 2
du=¢§— 72V 14 tang?z ngz—— yidz .
sinz [y2co0s2z +sin?z]

g tangz[y2--tang?z] ta

Es sei nun
1 R y'z _ 62,

d. h. ¢ sei die Excentricitit der Meridianellipse der Erde.
Dann kann man die letzte Gleichung so schreiben:

_ yidz dz e2sin 2dz
sin z[y2 4 ¢2sin22]  sinz 1 — &2 cos’z

(184] Da nun

/‘dz —%lo l—cosz_10 i o 2
ginz g1—}-<:osz_ g lang 5

e2ginz-dz € 1 —¢ccosz

=t dr = log — =2 %
l—e2cos2zdz 2Ogl+ecosz
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ist, so erhiilt man, falls man die noch hinzuzufiigende willkiir-
liche Constante mit log % bezeichnet,

1 4 € cos z)&e] )

1 —¢cosz

u = log [l: tang ; . (

Ersetzt man anch in dem Ausdruck fiir ¢ die Grosse 1 — y2
durch &2, so wird

Fir den Fall einer kugelférmigen Erde ist ¢ = 0, daher

u = log [ls tang ;],

was mit dem oben gefundenen Resultate iibereinstimmt. Die
beiden Ausdriicke fiir # kann man auf dieselbe Form bringen,
wenn man den Hillfswinkel £ durch die Gleichung

) (l + ¢ cos_g)&ﬁ

tang Q = tang
2 I —ecosz

z
2

einfithrt. Dann gilt allgemein die Formel

u = log [k tang %]

Man kann daher den Winkel { als die wegen der Abplattung
der Erde verbesserte Poldistanz ansehen, und da die Excen-
tricitit ¢ sehr klein ist, kann man die in Rede stehende Cor-
rection, d. h. die Differenz { — 2, mittelst einer stark con-
vergirenden Reihe berechnen, wenn man die Formeln benutzt,
die ich in den Abhandlungen von 1776 (S. 217) aufgestellt
habe. Nach diesen Formeln ist

02 03
C=z——2()sinz—|—2—2)—sin2z—-2§—sin 324 ---,
falls

(1 — € cos 2)1}5 — (1 + & cos z)'l’e

0= p
(1 — & cos z)%e + (1 4+ & cos z)é
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ist. Entwickelt man Zihler und Nenner des letzten Ausdrucks
in eine Reihe, so kann man auch schreiben:
gile — 2)(e — 4)

&2 cos z 4+ T 6

O — — —-

cosdz -+ ..

3 J—
2 + 8_(_5.21.__2_) 00822+ oo
[185] Vernachlissigt man Grossen von der Ordnung &f,
so wird

0=__;A€?cosz, C=z—|—-%~e2sin 22,

und diese Niherung ist so genau, wie man nur wiinschen kann.
20. Wir haben hiermit eine allgemeine Ldsung derjenigen
geographischen Aufgabe gefunden, von der die stereographische
Projection nur einen besonderen Fall bildet. Der grosse
Nutzen, den diese Projection bei dem Entwerfen geographischer
Karten gew#hrt, beruht auf den folgenden beiden Eigenschaften,
die wir schon im Anfang der Abhandlung erwihnt haben:
1) jeder Theil der Erdoberfliche besitzt auf der Karte eine
Gestalt, die derjenigen, welche derselbe Theil auf der Kugel
hat, dhnlich ist; 2) alle Meridiane und Parallelkreise der
Erde werden auf der Karte durch Kreise dargestellt, Wir
haben diese beiden Bedingungen als gegeben angenommen
und sind dann zu einer allgemeinen Ldsung der Aufgabe ge-
langt, einer Losung, die nothwendig alle moglichen Arten,
jenen Bedingungen zu gentigen, einschliesst. Aus dieser Lsung
ergeben sich iibrigens verschiedene Folgerungen. Die Ableitung
derselben wird den Inhalt einer zweiten Abhandlung bilden,
welche die vorliegenden Untersuchungen weiter fithren soll.

(186] Zweite Abhandlung.

Fortsetzung der Untersuchungen iiber die
Construction geographischer Karten.

Unter den verschiedenen Methoden, die man fiir die
Construction von Erdkarten erdacht hat, giebt es zwei, die
vorzugsweise die Aufmerksamkeit der Geometer verdienen;
die eine beruht auf den Principien der von Ptolemaeus her-
rithrenden stereographischen Projection, die andere hingt von
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der Theorie der vergrisserten Breiten ab. Die erste Methode
wendet man gewihnlich bei den Weltkarten und den eigent-
lichen Landkarten an; sie hat den Vortheil, dass alle Meridiane
und Parallelkreise der Erde und iiberhaupt alle Kreise einer
Kugel ebenfalls durch Kreise dargestellt werden. Die zweite
Methode ist dagegen lediglich fiir Seekarten bestimmt; sie
unterscheidet sich von der ersten darin, dass bei ihr alle
Meridiane und Parallelkreise durch gerade Linien dargestellt
werden. Beide Arten der Abbildung haben die Eigenschaft
" gemein, dass bei ihnen die Gestalt eines jeden unendlich
kleinen Theiles der Erdoberfliche ungeindert bleibt, so dass
alle Winkel, die irgend zwei Linien auf der Erde bilden, auf
den nach diesen Methoden construirten Karten ihre Grosse
behalten.

Berticksichtigt man nur die letztgenannte Eigenschaft und
ldsst alle andern Gesichtspunkte bei Seite, so wird man auf
eine sehr merkwirdige analytische Aufgabe gefithrt. Soll
néimlich die Erdoberfliche auf eine Ebene so abgebildet werden,
dass die Abbildung iiberall jene Eigenschaft besitzt, so fragt
es sich, wie die Curven beschaffen sein miissen, welche bei
dieser Abbildung die Meridiane und Parallelkreise dar-
stellen. Es ist nicht schwer, die Formeln [187] zu finden, _
durch welche diese Aufgabe ganz allgemein geldst wird.
Da jedoch diese Formeln willkiirliche Functionen enthalten,
go ergiebt sich folgende neme Frage: wie muss man jene
willkiirlichen Functionen bestimmen, damit die Bilder der
Meridiane und Parallelkreise Curven von gegebener Art sind?
Diese zweite Anfgabe ist in mancher Hinsicht viel schwieriger
als die Hauptaufgabe und ibersteigt vielleicht die Krifte der
jetzigen Analysis. Indessen erfordert die Anwendung auf
die Geographie gar nicht die allgemeine Lgsung, bei der die
Meridiane und Parallelkreise Curven von beliebiger Gestalt
werden ; es geniigt vielmehr, die Losung fiir den speciellen
Fall zu finden, in dem die Meridiane und Parallelkreise durch
Kreishogen dargestellt werden sollen, einen Fall, der gleich-
zeitig die stereographische Projection wie auch die reducirten
Seekarten umfasst. Alle andern Ldsungen wiirden doch ohne
praktischen Werth sein; denn sollten die Meridiane und
Parallelkreise nicht durch Kreise, sondern durch andre Curven
dargestellt werden, so wilrde die Einzeichnung derselben in
die Karte siusserst schwierig sein.

Das ist die Aufgabe, deren Behandlung den Hauptinhalt
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der ersten Abhandlung bildet; meines Wissens hatte vorher
noch niemand diese Aufgabe zu ldsen versucht. Die Liosung
derselben, die ich gegeben habe, l4sst, wie mir scheint, in
analytischer Hinsicht nichts zu wiinschen fibrig. Da man je-
doch aus meiner Lisung viele Folgerungen und Anwendungen
ableiten kann, habe ich es fiir zweckmissig gehalten, dieselbe
noch eingehender zu untersuchen.‘ Dieser Untersuchung sind
die folgenden Artikel gewidmet; um bequemer citiren zu kénnen,
werde ich dieselben mit den Ziffern bezeichnen, die sich an
die Ziffern der Artikel der ersten Abhandlung anschliessen.

21. Ich hebe zunichst hervor, dass die in der ersten
Abhandlung gefundenen Formeln (Nr. 12—16) zwei ver-
schiedene Lidsungen umfassen, da wir ja (in Nr. 11) gesehen
haben, dass man ¢ mit % vertauschen darf. Ich bemerke in-
dessen, dass die durch eine solche Vertauschung sich ergebende
Losung zwar merkwiirdig, aber nicht fir die praktische An-
wendung geeignet ist, da sie Exponentialgréssen des Winkels
t enthalten wiirde, dagegen Sinus und Cosinus der Grosse w,
die, wie wir gefunden haben (Nr. 19), selbst eine logarithmische
Grosse ist; wihrend dem gegeniiber die Liésung, die sich un-
mittelbar aus den in Rede stehenden Formeln ergiebt, nur
Sinus und Cosinus der Winkel ¢ und z enthilt, und zwar
deshalb, weil [188]

1 + &cos z)r';s

z
e“=ktang§-(1_£cosz

ist. Aus dem angefithrten Grunde wollen wir uns damit be-
gniigen, nur die gefundene Lo&sung selbst zu untersuchen.
Dieselbe enth#lt, wie man sieht, mehrere willkiirliche
Constanten; von diesen sind einige erforderlich, damit die
Losung moglichst allgemein wird, wihrend andere ihr nur
eine scheinbare Allgemeinheit verleihen, da sie von der will-
ktirlichen Lage der Coordinatenaxen abhingen. Durch ge-
eignete Wahl der letzteren kann man eine grissere Einfachheit
erreichen, ohne irgend etwas von Allgemeinheit einzubiissen.
Zu diesem Zwecke ist zu beachten, dass man, da die
beiden geraden Linien, auf denmen die Mittelpunkte aller Meri-
diane, resp. aller Parallelkreise der Karte liegen, auf einander
senkrecht stehen, diese Linien selbst zu Coordinatenaxen nehmen
kann.
.~ Wir wollen daher annehmen, dass die Linie, auf der die
Mittelpunkte aller Meridiane liegen, die Ordinatenaxe y, die
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Linie dagegen, auf der die Mittelpunkte aller Parallelkreise
liegen, die Abscissenaxe z sei. Dazu ist (Nr. 14, 15) er-
forderlich, 1) dass der Winkel 90° — g — 4 ein rechter, d. h.
dass g + 2 =0 oder A= — g ist; 2) dass, damit X =0

werde, 4 = 3) dass, damit = 0 sei, B = 0 ist.

dabe’
Diese Werthe substituire man in Nr. 12, 14, 15 und ersetze
zugleich « und ¢ durch ihre Ausdriicke in z (Nr. 19); ferner

#ndere man @ in k—c, bin %% 2cinc, 2¢g in —cg um, was

offenbar gestattet ist, da @, b, ¢, g, k willkiirliche Constanten
sind; endlich setze man zur Abktirzung

g 1 4 € cos z\be_

0= tang 2 == taﬂg (——co—sz) H

dann ergiebt sich:

a?f’ — b20—°

= 2abcla?0° + 2abeosc(t — g) + 620~

_ sin ¢(t — g)
Y= G[a?0° + 2ab cos c(t — g) + 620~
1 . cotg c(t — g)

[189] = 2abcsine(t — g), Y = — ale |

1 a?0° -+ b26—¢
1 — ¢(a26° — B20—° —
Q—C(aa b 0 )) § 2abc(a200_ b:_;o_c)y
m = V1 — e2cos?z

sin z[a20° + 2ab cos c(f — g) + 620

In diesen Formeln ist ¢ die Linge eines beliebigen Meri-
dians, z das Complement der Breite irgend eines Parallel-
kreises auf der Erdoberfliche, ¢ die Excentricitit der Erd-
meridiane; @, b, ¢, g sind vier willkiirliche Constanten; z
und y bezeichnen die Ordinate und Abscisse desjenigen Punktes
der Karte, dessen L#nge ¢ ist, withrend z das Complement
seiner Breite ist. 7 ist der Radius des Kreises, der den
Meridian darstellt, dessen Linge ¢ ist; der Mittelpunkt dieses
Kreises liegt auf der Ordinatenaxe im Abstand Y von der
Abscissenaxe. o ist der Radius des Kreises, der den Parallel-
kreis darstellt, fir den z das Complement der geographischen
Breite ist; der Mittelpunkt des Kreises ¢ liegt auf der Abscissen-
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axe im Abstand & von der Ordinatenaxe. Endlich driickt
1 : m das Verh#ltniss aus, in dem die Grdsse einer jeden
Gegend der Erde auf der Karte vergrossert oder verkleinert
wird; dabei ist der Radius des Aequators — 1 angenommen.

22. Betrachtet man die vorstehenden Formeln, so sieht
man sofort, dass dieselben auf verschiedene Arten von Karten-
projectionen fihren je nach den Werthen, die man der Con-
stante ¢ beilegt; diese Constante soll daher der Exponent der
Projection genannt werden.

1 1
Setzt man zunichst ¢ = 0, so wird o 0 und — = 0;

also » = 00 und ¢ = oc0; d. h. die Meridiane und Parallel-
kreise der Karte sind gerade Linien. Es ist dies der Fall
der reducirten Karten. '

Um fir diesen Fall die Lage der verschiedenen Meridiane
und Parallelkreise zu bestimmen, hat man in den Aus-
driicken fir z und y ¢ = 0 zu setzen, oder man wird viel-
mehr ¢ unendlich klein annehmen, wobei zu beachten ist,
dass

0°=1~+clogf+---, 67°=1—clogf+ ---
Dann findet man: [190]

_ a—1b a + b? t—g
= Sateax 8 T2ab@ o %% Y=o
Damit fir ¢ = 0 2 nicht unendlich werde, ist erforderlich,
dass @ — b gleichzeitig mit ¢ verschwindet, dass alsoa —b=c’
ist, unter %4 eine neue Constante verstanden; oder 6 = @ — c 4.

Substituirt man diesen Werth fiir 4 und lisst dann ¢ zu Null
werden, so erhilt man

/3 log 6 t—g
=ie T aa VT e

x

oder einfacher
z=A4A+ Blogf, y=C-4 Bt,

wobei 4, B, C willkiirliche Constanten sind.

Da ¢ die Linge ist und 6 lediglich von der Breite ab-
hiingt, so ist offenbar y = C + B¢ die gemeinsame Gleichung
aller Meridiane, und 2 = A4 -+ B log 6 ist die gemeinsame
Gleichung aller Parallelkreise. Die ersteren sind somit gerade
Linien, die der Abscissenaxe parallel sind, und deren Abstand

Ostwald's Klassiker. 55. 3
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von dieser Axe proportional der Linge ¢ wichst; die letzteren
dagegen sind gerade Linien, die der Ordinatenaxe parallel
sind, und deren Abstand von dieser Axe proportional dem
Logarithmus von 6 wichst.

Gewdshnlich nimmt man bei den reducirten Karten die
Erde als kugelformig an; dann ist ¢ =0, und daher § =tang g—,

ein Resultat, das mit der bekannten Theorie dieser Karten in
Uebereinstimmung ist. Beriicksichtigt man jedoch die Ab-

plattung der Erde, so wird § = tang—g ; in diesem Falle hat

man also nur die verbesserte Poldistanz  (Nr. 19) an Stelle
von z zu setzen.
Was den Werth von 2 betrifft, so wird derselbe, falls
1

man, wie oben, B an Stelle von CEE setzt,
_ B V1 — ¢ cos?z
- sin z

23. Nachdem wir den Fall, in dem die Grdsse ¢ Null
ist, erdrtert haben, wollen wir annehmen, dass diese Grosse
irgend einen reellen Werth hat. Hier beachten wir nun, dass,
wenn man in den Formeln von Nr. 21 ¢ negativ macht, dies
zu demselben Resultat fithrt, wie die Vertauschung von @ und
b. [191) Daraus folgt, dass es, um alle mdglichen Fille zn
erhalten, gentigt, der Grosse ¢ nur positive Werthe zu ertheilen.

Wir wollen zunsichst zusehen, ob es Meridiane und
Parallelkreise giebt, die auf der Karte durch gerade Linien
dargestellt werden. Zu dem Zwecke hat man die Werthe
von £ und 6 zu suchen, fidr die » = oo, resp. ¢ == 0O
ist. Man sieht leicht, dass, wenn 7 = oo werden soll,
sin ¢(¢ — g) = 0 und daher # =g oder = 180° 4 g werden
muss; dass dagegen ¢ = oo wird, wenn a?6° — 5?6~ ¢ =0,
d. h. wemn 6° = == % ist. Substituirt man diese beiden Werthe
in den Ausdriicken fitr z und y, so werden beide zu Null.
Daraus folgt, dass die Abscissenaxe selbst einen Meridian dar-
stellt, und zwar denjenigen, fir den ¢ = g ist, wihrend die
Ordinatenaxe denjenigen Parallelkreis darstellt, dessen ver-
besserte Poldistanz £ der Gleichung gentigt:
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£y b
(tang 2) ==+ P

Wir wollen allgemein Mittelpunkt der Karte den Punkt
nennen, in dem sich der Meridian und der Parallelkreis, die
durch gerade Linien dargestellt werden sollen, rechtwinklig
schneiden. Dieser Punkt ist dann der Anfangspunkt der
Coordinaten z, y; der geradlinige Meridian ist die z-Axe, der
geradlinige Parallelkreis die y-Axe.

Da die Grossen @, b, g willkiirlich sind, kann man einen
beliebigen Ort der Erde zum Mittelpunkt der Karte machen.
Die Linge dieses Ortes hat man gleich ¢ zu setzen; und nennt
man seine Breite 90° — %, so hat man noch

b k\¢
— = =+ —
2= = (tang 2)
zu setzen.

24. Da ferner alle Meridiane sich in den Polen schnei-
den miissen, so folgt, dass die Pole der Karte auf der Ab-
scissenaxe liegen. Um dieselben zu bestimmen, hat man
z=10 und z = 180° zu setzen. Da es tiblich ist, die Pol-
distanzen vom Nordpol der Erde aus zu rechnen, so giebt
die Annahme z = 0 den Nordpol der Karte, die Annahme
z = 180° den Siidpol. Nun ergiebt z =0 [192] 6 = 0,
wihrend filr 2 = 180° sich # = oo ergiebt. Setzt man in
den Ausdriicken fir z und y diese Werthe von 6 ein, so

erhdlt man fiir den Nordpol z = — 2(&1T’ y =0, fiir den
Siidpol z = —2;T, y = 0. Die Pole liegen also zu beiden

Seiten des Mittelpunktes der Karte und haben von letzterem
gleichen Abstand.

Wir wollen den Theil der Abscissenaxe, der zwischen
den beiden Polen liegt und durch den Mittelpunkt der Karte
in zwei gleiche Theile getheilt wird, die Axe der Karte
nennen und die Linge dieser Axe mit 2J bezeichnen. Dann

ist 0 = daher ab = Verbinden wir diese

1 1
2abc’ 2dc.
Gleichung mit der vorher gefundenen

b h\¢
=+ g
po _._(tang2) ,

3*
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so sind dadurch die beiden Constanten @ und & bestimmt.
Man erkennt hieraus, dass die Axe der Karte ebenfalls will-
kitirlich ist und daher so bestimmt werden kann, dass die
Karte eine beliebig anzunehmende Grdsse hat.

25. Wir wollen nun sehen, wie man die Meridiane und
Parallelkreise einer Karte zu construiren hat, deren Mittel-
punkt und Axe gegeben sind.

Es sei C (Fig. 1) der Mittelpunkt der Karte, B der Nord-
pol derselben, also BC =J. Um C als Mittelpunkt be-
schreibe man mit dem Radius BC den Kreis BDAE und

ziehe in denselben den Durchmesser B C'A sowie darauf senk-
recht den Durchmesser DCE. Dann ist der Punkt .4 der
Siidpol der Karte, C ist der Anfangspunkt der Coordinaten
z, y; die Linie AB ist die Axe der Karte und zugleich die
Abscissenaxe 2, und zwar ist C'4 der positive Theil derselben,
CB der negative; die Linie D E ist die Ordinatenaxe y, und
zwar CD der positive Theil derselben, CE der negative.
Die Mittelpunkte der Kreise, welche die verschiedenen Meri-
diane der Karte darstellen, liegen auf der (erforderlichenfalls
nach der einen oder anderen Seite zu verlingernden) Linie
DE im Abstand Y von C; ihre Radien sind gleich ». Die
Mittelpunkte der Kreise, welche die Parallelkreise darstellen,
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liegen auf der Linie B.A im Abstande § von C; ihre Radien
sind gleich ¢. Hiernach kann man die verschiedenen Kreise
[198] beschreiben, sobald man mittelst der Formeln Nr. 21
die Constanten @, b, g so bestimmt hat, wie wir es in der
vorhergehenden Nummer gelehrt haben. Um indessen diese
Operationen so viel wie moglich zu erleichtern, wollen wir
dieselben auf sehr einfache und praktisch bequem auszu-
fithrende Constructionen zuriickfiihren,

26. Was zuniichst die Meridiane betrifft, so will ich die
Punkte bestimmen, in denen jeder Meridian die (ndthigenfalls
verlingerte) Axe DE schneidet. Zu dem Zwecke hat man
aus den Formeln von Nr. 21 nur die Werthe von y zu suchen,
die z = 0 entsprechen. Fir 2 = 0 ist nun a?6° — 426~ =0,
oder, wenn man quadrirt, a*6% — 2a?5% 4 50~ = 0.
Addirt man zu der letzten Gleichung beiderseits 42*5* und
zieht dann die Quadratwurzel aus, so erhiilt man @*6¢ - 5*0—°
= == 24b. Bubstituirt man diesen Werth in y, so folgt

. sin ¢(t — g)
Y= 3abcleos c(t — g) = 1]’

oder mit Benutzung bekannter trigonometfischer Formeln wie

mit Riicksicht darauf, dass =0 ist:

y_—;dtangc(tT_g)_

1
2abc

oder y = — 0 cotg c_(t;—_g)

Man trage daher (auf dem Kreise BD AE) zwei Bogen
BT, AT' auf, die, in Graden gemessen, gleich dem Winkel
c(t — g) sind; dabei ist # — g die L#ngendifferenz zwischen
dem Meridian, um den es sich handelt, und dem Meridian
des Ortes, welcher der Mittelpunkt der Karte werden soll. So-
dann ziehe man die Sehnen A7, A7’, welche die Linie DE
(resp. deren Verliingerung) in M und NN schneiden. Dann ist
die Linie M N der Durchmesser des Kreises, der den ge-
suchten Meridian darstellt. Man hat also nur den Kreis zu
zeichnen, dessen Durchmesser M N ist; dass derselbe auch
stets durch die Punkte .4 und B, welche die Pole darstellen,
geht, ist geometrisch leicht zu beweisen. Die Richtigkeit der

Construction ergiebt sich daraus, dass Winkel BA T = c(t—z_i)
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1800 — C(t - .9) = 900 — c(t_g)

2 2
ist. Da ferner CA = ¢ ist, so wird CM = ¢ tang "(t2—g)’
ON = § cotg 69 [ somit dis Ordinate des Praktes

und Winkel BAT' =

2
N=—Jcotgc(t—2_~g—)]-

(194] 27. Wir wenden uns nun den Parallelkreisen zu
und suchen ebenso die Punkte, in denen die einzelnen Parallel-
kreise die Axe AB schneiden. Man hat hier y == 0, d. h.
sin ¢(f — g) = 0 zu setzen, woraus ¢(¢ — g) = 0 oder = 180°
folgt. Substitnirt man einen dieser Werthe von #, so er-
giebt sich

atf° — b20—°¢
® = 2abe(@®6° £ 2ab + 6°6-9)°
eine Gleichung, die sich leicht auf folgende reduciren lisst:

b
_ L c — 2
o a0’ b6 2 _ 0+a

[4 4

2abe (a0 307 ) 2abc(ac 4 Z_)

Nun ist 6 = tang (%), falls { die verbesserte Poldistanz des
4
Parallelkreises ist, und g: =+ (tang ;i) , wo A die ver-

besserte Poldistanz des Ortes ist, der dem Mittelpunkte der
Karte entspricht, und zwar ist % als gegeben anzusehen,
wihrend die Vorzeichen willkiirlich angenommen werden kon-

1
. D h ——
nen. Da moch oo

= Jd, so wird
h\¢ C c
(tang 5) - (tang 5)
1XC T\¢ :
-1 + =
(tang 2) T (tang 2)
Nimmt man die oberen Zeichen, so erhilt man den Abstand
CQ, wihrend die unteren Zeichen den Abstand CP (Fig. 1,

S. 36) ergeben. Der fiber PQ als Durchmesser beschriebene
Kreis ist der gesuchte Parallelkreis.

r2=—90
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28. Nimmt man ¢==1 an, so wird die vorstehende

Formel P
tamgé T tang—'t: sin Axt
sy 2_ Gty
T tan I—z—'-tan C—— sinhi—g’
g3 =g, 2

eine Formel, die fr die logarithmische Rechnung sehr be-
quem ist. Um nach derselben 2 zu construiren, setze man [195]
h==( L hEL

5 —cos Asin 7

- +
sink ;‘ €=sin (k———k—;g) =gsin /% cos

so wird
h =+ Z

Man trage (auf dem Kreise BDAE) einen Bogen 4 H
ab, der, in Graden gerechnet, gleich dem Winkel % ist;
ferner zwei Bogen BZ, BZ', dle, ebenfalls in Graden ge-
rechnet, beide gleich { sind. Von H aus ziehe man die
Secanten HZ P und HQZ'; diese mégen die Axe in P und
Q schneiden. Dann muss der Kreis, der dem in Rede
stehenden Parallelkreise entspricht, durch P und Q gehen.

Es ergiebt sich dies folgendermaassen. Zieht man die
Sehne H G H' senkrecht zur Axe B.A, so wird CG' = ¢ cos 4,

o_ —
G H = ¢ sin A, ferner ist Winkel ZHH' =— M
. , 180° — A 4 ¢ .
und Winkel ZHH = Daher wird GQ
= d sin A - cotg +E, G P = { sin A - cotg k;; und
weiter
CQ = J sin % cotg +C——Jcoslz,
CP = § sin & cotg h;é———écosk,
mithin
z=—CQ oder z=— CP, q.e.d.

29. Wenn man um G als Miitelpunkt mit dem Radius
G H den Kreis Hzbz'H' beschreibt und auf dem Umfange
desselben einen Bogen Hb abtrigt, der, in Graden gerechnet,
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= h ist, ferner zwei Bogen bz, bz', die, ebenfalls in Graden
gerechnet, beide =—  sind; wenn man dann die Secanten
Hz, Hb, Hz' zieht, so schneiden diese, verlingert, die Axe
in den Punkten P, B, Q. Denn es ist der Winkel 6 HG
o __ o __
=%‘ , Winkel zHG =18—°—i"i§ , - Winkel
180° — b —

JHG = %@ Wtrden dsher die Linien Hyz,
Hb, Hz' die Axe in P', B’, Q' schneiden, so hiite man,
da CG = d sin 4,

GQ’=6Sinh°°tgh_;c, GP'=6sinIzcotgh_2C,
B' =0 sinhcotg 4~ =20 cos*§A = 0 + J cos &,

d. h.esist GQ = GQ, G'P' = GP, GB' = GB, q. e. d.

(196] Die letatere Congtruction wird man dann anwenden,
wenn die Lage des Punktes G' der Karte an Stelle der des
Mittelpunktes C' gegeben ist. Wie wir weiter unten sehen
werden, besitzt der Punkt G' die Eigenschaft, dass in ibm
die Grosse m ein Mmlmnm ist, falls man die Erde als kugel-
férmig annimmt.

Uebrigens erkennt man, wenn man diese Construction
priift, leicht ihre Uebereinstimmung mit der Construction, die
sich aus den Principien der gewdhnlichen stereographischen
Projection ergiebt. Die Linge ¢ uud die Poldistanz % sind
gleich den entsprechenden Gréssen ftir den Ort des Auges auf
der Kugelfliche. Der Punkt G der Karte, dem dieselbe
Linge ¢ und die Poldistanz 180° — % zugehtrem, ist das
Centrum der Projection, d. h. der Punkt der Projectionsebene,
durch welchen der vom Augenpunkte ausgehende Durchmesser
der Kugel geht; endlich ist die Linie G'H gleich dem Ab-
stand des Auges von der Projectionsebene.

Hieraus folgt also, dass der Fall ¢ = 1 die bekannte
stereographische Projection giebt, und dass daher unsre all-
gemeinen Formeln gleichzeitiz die beiden gebriuchlichsten
Arten der Kartenprojection enthalten. Ferner -ersieht man
aus jenen Formeln, wie leicht man bei jenen Projectionen die
Abplattung der Erde beriicksichtigen kann, da man ja nur
an Stelle der wahren Poldistanz z die verbesserte Poldistanz {
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zu nehmen hat, die, wie wir in Nr. 19 sahen, nahezu
=z + 4¢&* sin 22 ist.

30. Auf der Erdoberfliche wird der Umfang eines jeden
Parallelkreises durch die Meridiane so getheilt, dass die Theile
den L#ngendifferenzen proportional sind. Wir wollen nun
untersuchen, wie der Umfang eines Parallelkreises der Karte
durch die Meridiane getheilt wird.

Zieht man vom Pole B nach dem Punkte R (Fig. 1,
8. 36) die Gerade BR und fillt von R aus das Loth RS
auf die Axe AB, so ist die Tangente des Winkels RB.A
gleich RS : BS. Ferner ist RS=y, BC=d und CS
= — z, mithin BS = J 4 z, somit

tang RBA = -

0+ =z
Substituirt man fiir z und y ibre in Nr. 21 ermittelten Werthe,
1
[197] so folgt, da d = Sabo
tang RBA — bsinc(t — g)

at’—+ beosc(t — g)
Ferner ist nach Nr. 27

b— aff
CQ=—2=305c@t + 5’

falls man in den Formeln jener Nummer die oberen Zeichen
nimmt. Daher ist

6¢
und
1
mithin
BQ aﬁ_c'
AQ b

Durch Substitution dieses Werthes geht die Gleichung fir
tang RB A in folgende iiber:

AQ sin ¢(t — g)

tang RBA — BQ 4 AQcosc(t—g)’
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und aus dieser ergiebt sich folgende Construction fiir den
Winkel RB A.

Man beschreibe wm Q als Mittelpunkt einen Kreis mit
dem Radius QA4, theile den Umfang dieses Kreises vom Pole
A aus in Theile, die den Winkeln c(¢ — g) entsprechen;
darauf verbinde man den andern Pol B mit den einzelnen
Theilpunkten, dann werden diese Verbindungslinien, ndthigen-
falls verlingert, den Parallelkreis PR Q in Theile Q R theilen,
die den Lingendifferenzen g — ¢ zwischen den Meridianen
BA und BRA entsprechen.

Der hier benutzte Hiilfskreis heisst wegen seiner bei
obiger Construction benutzten Eigenschaft »Theilerkreis«. Bei
der stereographischen Projection, fiir welche ¢ = 1 ist, geben
die Bogen dieses Kreises direct die Lingendifferenzen an.

31. Verbindet man auch den Pol 4 mit dem Punkte R
und bezeichnet die Linge der Geraden BR mit A, die Linge
von AR mit u, so ist

A=V +a + 3, n=V0—2F+y"
Substituirt man hierin fiir 2 und y ihre Werthe ams Nr. 21
und beachtet, dass 0 = ist, so ergiebt sich: [198]

1
2abe
a0 + 2ab6° cos c(t — g) + 0

2 —
A= bct (a0 4 2ab cos c(t — g) + 0672
06‘
= P [a*0° + 2abeosc(t —g) + 620~
= 520 + 2ab0~C cos c(t — g) + a®

T a*c*[a*6° + 2abcos c(t — g) + 620~ )?
0—
T @ [a6° + 2abcosc(t — g) + 60

Hieraus folgt:

gy B_a0 A ab
) ﬁz o u 5!
2) },elﬂs' = a*b*c*[a?0° 4 2ab cos c(t — g) + 20,

xl,t — abe*[a8° + 2ab cos c(t — g) + 4207,
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Substituirt man in der letzten Gleichung fitr 6° seinen
Werth aus 1), so erhidlt man

L_zza[ . u
lu-—abc P+2cosc(t -‘7)+1

oder, wenn man mit Au multiplicirt und fir abc seinen Werth
1
Y setzt,

40* = A* + 2Ap cos c(t — g) + ut.

Betrachtet man nun das Dreieck BR A, in dem BA = 24,
BR = A, AR = u ist, so sieht man, dass

(202 = A* — 2Ap cos BRA + ut

ist. Die Vergleichung der beiden letzten Gleichungen lehrt,
dass — cos BR.A = cos ¢(t — g) und daher BR A = 180°
— c(t — g) ist. Mithin ist £ — g, d. h. die Lingendifferenz

o —
der Meridiane BA und BRA, gleich EO_CBL"_

Aus der obigen Gleichung fiir % folgt ferner, wenn man
fir 6 und aé ihre Werthe, 0_tang§, ;_(tang )
setzt und die ct* Wurzel auszieht, [199]

tang 2

ta ng 2 (u) RA

eine Gleichung, aus der sich die Poldistanz { des Parallel-
kreises R Q ergiebt, wenn man die Poldistanz % des Parallel-
kreises DCE als gegeben ansieht.

32. Aus den vorstehenden Formeln ergiebt sich, dass,
wenn man die Lage der Pole A und B auf der Karte kennt,
wenn man ferner weiss, welche Linge ¢ und welche Poldistanz
{ einem bestimmten Punkte R zugehiren, man stets die Linge
t’ und die Poldistanz (' eines andern Ortes R’ leicht finden
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kann. Denn zieht man (Fig. 2) die Linien BB, RA, R'B,
R’ A, so ist fir den Ort R

180° — BRA tang - 2 (
t—g= p , ;
tang 2
ebenso fiir den Ort R’
g’ 1
y_ . _18°—BR4 "5 rB
g= U PEL S ()
tang 5

Fig. 2.

daher weiter
: BRA—BR'A _R'AR— R'BR

t—t=
[4

[4
und
1
tang 2 R'B RA\®
RB R4’

tag2

oder
tan, £’ : tan £ = ) (
§3 ' AEy R 4
33. Wenn nur die Lage des einen Pols B gegeben,

ausserdem aber dio Léngen ¢, ¢’ und die Poldistanzen {, {
zweier beliebigen Punkte R, R’ bekannt wiren, kdnnte man
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daraus die Linge und Poldistanz irgend eines andern Punktes
ermitteln. Diese Aufgabe reducirt sich, wie man leicht iiber-
sieht, daraunf, den Ort des andern Pols A4 zu finden.

(200] Zieht man die drei Linien BR, BR', RR’, so
ist das Dreieck B R R’ seiner Grosse und Lage nach gegeben.
Ist nun 4 der zu suchende andere Pol, so ziehe man die
Geraden RA, R’A: dann ist nach der vorhergehenden
Nummer

R'AR = R'BR + c(t' — t).
Demnach ist der Winkel R’AR am Pole A bekannt. Be-
schreibt man also tber der Sehne R R’ einen Kreishogen, der
den Winkel R’ AR als Peripheriewinkel fasst, so liegt der
gesuchte Pol 4 nothwendig auf diesem Kreisbogen.

Ferner ist nach der vorhergehenden Nummer

nce
R4 _RB |63
RATFE \

80 dass das Verhdltniss der Linien R A und R’'A ebenfalls
bekannt ist.

Zieht man nun im Punkte A4 die Tangente .47 an den
durch R, R', A gehenden Kreis, und trifft diese Tangente
die Verlingerung von RR’ in ¥V, so ist der Winkel R' AV
gleich dem Winkel PV R.A. Daher sind die Dreiecke ARV
und R’AV dhnlich, es ist also

RA:R'A—=RV:VA=VA:R'V.
Daraus folgt
RA*: R'A"=RV:R'V,
RA"—R'A:R'A"=RR :R'V.
Aus dieser Proportion ergiebt sich die Lage des Punktes 7~
auf der Secante RR'V. Construirt man diesen Punkt und
zieht von demselben an den oben erwihnten Kreis eine Tan-
gente, 80 ist der Bertthrungspunkt 4 derselben der gesuchte Pol.
34. Wirde man endlich nur die Lingen ¢, t', ¢”, sowie
die Poldistanzen {, {’, (" dreier beliebig gegebenen Punkte
R, R', R" der Karte kennen, so konnte man daraus die
Lage der Pole A, B und, nachdem diese gefunden, die
Lingen und Breiten aller andern Punkte der Karte ermitteln.
Denn denkt man die drei Orte R, R’, R"” mit den gesuchten
Polen .4, B verbunden, so ist mach Nr. 31
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BR'A — BRA =c(t—1');

BR"A— BR'A=c(t'—t"),
RB RIB R"B C ! ”
74 w4 = e ) (tane Z) ("“g :
das sind vier Gleichungen, die zur Bestimmung der beiden
Punkte 4, B geniigen.

[201] Bei der Bestimmung dieser Punkte handelt es sich
demnach um die Ldsung folgender Aufgabe: Es seien drei
Punkte R, R’, R" gegeben; es sollen dann iiber derselben
Basis A B drei Dreiecke construirt werden, deren dritte Ecken
resp. in den gegebenen Punkten liegen, und die ausserdem
folgenden Bedingungen geniigen: 1) Die Differenzen der an
den dritten Ecken liegenden Winkel BRA, BR'A, BR"A
sollen gegebene Grossen haben; 2) die Quotienten der jene
RB R'B R"B

RA’ RA’ R4’
sollen zu einander in gegebenen Verh#ltnissen stehen. Diese
Aufgabe nun scheint, wenn man sie rein geometrisch ldsen
will, recht schwierig zu sein. Dieselbe algebraisch zu l3sen,
habe ich gar nicht den Versuch gemacht, theils um mich
nicht von der eigentlichen Untersuchung zu weit zm ent-
fernen, theils weil eine solche Lgsung meiner Ansicht nach
kaum von Nutzen wire, falls man nicht etwa eine einfache
Construction aus derselben ableiten konnte.

"Uebrigens kénnte man zur Losung der Aufgabe auch die
allgemeinen Formeln von Nr. 21 benutzen. Beze:chnet man
mit z, y dle Coordinaten des Punktes R, mit z’, y' die von
R’, mit 2", y" die von R", so ist

@ —of +l —yr =EE",

@ —af + " —yr =RE",

(Z" _ zr)g + (yn _ yl)g — R’R"g.
Substitnirt man hierin fir z, y, #', y', 2", " die in Nr. 21
aufgestellten Ausdriicke, in denen die Gréssen ¢, ¢’, " sowie
0, ¢, 0" gegeben sind, so hat man drei Gleichungen zur
Bestimmung der drei Constanten @, b, g. Sobald die Werthe
dieser drei Constanten bekannt sind, ist die Aufgabe gelost.

Vermittelst dieser Aufgabe kann man demnach eine geo-
graphische Karte construiren, bei der drei willkiirlich gewihite
Orte willkiirlich gegebene Lagen haben. Das kann in manchen
Fillen von Nutzen sein.

Winkel einschliessenden Seiteﬁ, d. h.
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35. Wir wollen jetzt noch ermitteln, wie die Grésse der
verschiedenen Gegenden® der Erde durch die Projection ge-
#indert wird, und nach einem Mittel suchen, diese Aenderung
moglichst gering zu machen. Wir haben bereits (Nr. 21) ge-
sehen, dass, wenn der Aequatorialhalbmesser der Erde gleich
1 gesetzt wird, die natiirliche Grdsse einer jeden Gegend auf
der Karte in dem Verhiltniss von 1 : m vergrossert oder ver-
kleinert wird; und zwar ist » durch die Formel

V1 — &* cos?z

(202] m = sin z[a*0° + 2ad cos c(t — g) + 86207

bestimmt. Setzt man in derselben 2_16— an Stelle von abe,
¢ h\°
g an Stelle von 6 und (tang 5) an Stelle von

5 50 geht sie in folgende iiber:

ferner tang

2¢0 V1 — & cos®z
4\¢ GE
( tang > tang

sin z A + 2cosc(t—g)+
l'tangi

m —

tang 3 J

Aus diesem Ausdrucke folgt zunichst, dass in Bezug auf
die Variable # der Werth von 7 am kleinsten ist fiir £ = g;
in diesem Falle wird die Variation von m gleich Null. Denn
setzt man { = g 4 «, so ist, falls & sehr klein,

ctat ctot
cosc(t —g) =1 5 731
Entwickelt man daher 7 nach Potenzen von ¢, so ergiebt
sich kein Term, der die erste Potenz von o enthielte. Was
den Term betrifft, der @2 zum Factor hat, so kann man den-
selben nur zum Verschwinden bringen, falls man ¢ = 0 macht;
und das ergiebt die reducirten Karten (Nr. 22).

Nun ist g die Linge des geradlinigen Meridians B.A der
Karte. Mithin ergiebt sich, dass fir alle auf diesem Meridian
gelegenen Orte die Grosse der Lingengrade durch die Pro-
jection am wenigsten verindert wird. Es bleibt daher nur
noch itbrig, die Breite des Ortes zu suchen, fiir den gleich-
zeitig die Grosse seines Breitengrades die geringste Aenderung
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erfihrt. Zu dem Zwecke hat man nur den Ausdruck fir m
80 zu differentiiren, als wire z allein®ver#nderlich, und nach-
her den Differentialquotienten gleich Null zu setzen. Die
Ausfibrung dieser Rechnung bietet keine Schwierigkeit dar;
um dieselbe jedoch von vorn herein zu vereinfachen, wird es
sich empfehlen, von der Excentricitit ¢ der Erde zu ab-
strahiren: denn die Excentricitiit ist sehr klein und kann daher
ohne merkbaren Fehler vernachlissigt werden, msbesoudexe bei
der vorliegenden Untersuchung.

36. Zuniichst wollen wir den Ausdruck von m in eine
etwas andere, fiir die Rechnung bequemere Form bringen, in-
dem wir darin an Stelle der Variabeln 6 und ¢ die Abstiinde
A und u einfuhren. Dazu setzen wir zunichst an Stelle von
a*6° + 2ab cos c(t — g) 4+ 5*0—° den daftir [208] gefunde-

nen Ausdruck (Nr. 31)

1 2 .
PTYym oder Y Das giebt

cAu V1 — ¢ cos®z
20 sin z

Ferner ist, wie sich aus den Formeln derselben Nummer und
aus Nr, 21 ergiebt,
1

I

2
tangt=tang () = tang — (ILW)

1 —e¢ecosz
und mittelst dieser Gleichung kann z eliminirt werden.

Vernachlissigt man die Glieder, die mit &? dem Quadrat
der Excentricitit der Meridiane, multiplicirt sind, so wird
1
— _chu tan i---l)an é(—}i)c
" 20sinz’ gy =8 \u

Ferner ist bekanntlich

2 tang {2z
1 4 tang®§z2’

durch Substitution des vorstehenden Werthes von tang folgt
also

sin z =




Ueber Kartenprojection. 49

und daher
1 1

1 1
c [ 14— 1—= h 1—o 14— h
m_—ﬁ[l ‘u ‘tang-2-+l ‘cu cotgé—]o

Dieser allgemeine Ausdruck giebt den Werth von m fiir irgend
einen Punkt B der Karte; und zwar hingt derselbe lediglich
von den Abstinden A = RB, u = R A jenes Punktes von
den beiden Polen ab.

37. Setzt man, um die stereographische Projection zu
erhalten, ¢ = 1, so wird

)3 k
A? tang 3 + u? cotg 3 M — (12— ) eosh
49 - 40 sin A
Nun ist aber (vergl. Fig. 1, 8. 36)
2= RB*=RS*+ BS*= RS + (CB — CS),
= RA®* = RS* 4 SA* = RS + (C4A + CS),
also, da C4A = CB,
AP ul=2RS8*+ 204 + 20C8?,
M—u’=—404.0C8.
[204] Ferner ist
CAcos h=CG, 0sinh=CAsinh=GH,
daher

m =

o B8+ CA*+ 08* 4 208 CG
2GH

Da noch
C4'=0G*+ GH?

ist und ausserdem, wenn man G mit B verbindet,
GR'=RS*+8G*=RS*+08*+208-CG + CG?,
80 erhiilt man schliesslich

' m— GF + GH'

2GH
Man erkennt aus dieser Formel, dass der Werth von

m am Kkleinsten in dem Punkte G' ist, dem die Poldistanz
z= BH' = 180 — h zugehort, und der, wie in No. 29

Ostwald's Klassiker. 55. 4
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erwihnt ist, der Mittelpunkt der stereographischen Projection
ist. Uebrigens ergiebt sich dies aus der Natur der Projection
von selbst.

38. Da der Exponent ¢ der Projection ein beliebiger ist,
so wollen wir zusehen, ob wir durch dessen Wahl die Varia-
tionen der Grosse 7 noch mehr verringern kdnnen. Wir haben
schon oben (Nr. 35) bemerkt, dass die Minima dieser Grosse
nothwendig in die auf dem geradlinigen Meridian 4B ge-
legenen Orte fallen. Wenn nun der Punkt R auf A B liegt,
so ist

A+ u=A4AB=29;

indert sich also A um eine beliebige Grdsse B, so muss wu
sich gleichzeitig um — 8 #ndern.

Setzen wir in dem allgemeinen Ausdruck fitr m (Nr. 36)
A+ B an Stelle von 4 und ¥ — B an Stelle von g, be-
trachten £ als eine sehr kleine Grosse und entwickeln nach
Potenzen derselben, so erhalten wir, wenn wir in der Ent-
wickelung bis zu Gliedern von der Ordnung 32 gehen:

1 1 1 1
Y] {"l+7u"7tang}i+ Vet °°tg;}

eBffe+1,2 -2 c—1 14l h
4—{( P Acu °— . Ao )tang2
1 1
+(0jll_7y'+7 c+1 )cotg }
eBffe+1,2-1 1-L 2 1 -1 1l 4L
_4_6{( 2¢? A R Mu c—ggh e ¢ |tang g
P [ SUPY A NS S [ N S B R 1L
+(—?cﬂ Tk eeggt e

Damit in diesem Ausdruck fiilr m die Glieder, welche
mit der ersten Potenz von 8 multiplicirt sind, verschwxnden,
ist erforderlich, dass

1 1 1
c+l)}.7.ul_7— c—l)ll+_ T tangé
( ( :

1 1 l
tlo— a7 et cotg 2 = 0
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wird, d. h., wenn man

A
—_=n

u

setzt und reducirt, dass

1 ) R 2
n‘[c+l—(c—1)n]tang§+n ‘[c—l—(c+l)n]cotg§=0

ist. Diese Gleichung giebt das Minimum der Grdsse m fiir
jeden beliebigen Werth von c.

Will man auch die mit $2 multiplicirten Glieder zum °
Verschwinden bringen, so erhdilt man noch folgende andre
Gleichung :

z h
nclc 4+ 1 —2(c2 — 1)n — (¢ — 1)n?] tang 3

1
— W Cfo— 14 2(e — ) — (o + 1) cotg > = 0.

Man kann den beiden Gleichungen gleichzeitig gentigen,
wenn man ¢ und z als Unbekannte ansieht.

39. Man nenne nun @& die Distanz vom Nordpol oder
das Complement der Breite desjenigen auf dem geradlinigen
Meridiane B A gelegenen Punktes, fir den die beiden obigen
Gleichungen erfiillt sind. Sodann setze man in der allgemeinen
in Nr. 36 gefundenen Formel

z b (AN
— == I Bl
tang 3 tang 2 (y)
@ an Stelle von 2z [208] und 7~ an Stelle von %, 8o ergiebt sich

1
tangt—;— = nTtang ;—l

Durch diese Substitution nehmen die beiden in Nr. 38
abgeleiteten Gleichungen, wenn man dieselben aunsserdem mit
1
— /3 h
n¢ tang g— maltiplicirt und beachtet, dass tang 3" cotg 7= 1
4’
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ist, folgende Form an:
[e+1—(c—Nr]tang* ko +c—1—(c+1)n=0,
[e4+1—2(c?— 1l)n — (¢c — 1)n? tang2{ &
—c+1—2(c2—1)n4(c+ 1)n2=0.

Die erste ergiebt

__(e41)tang2fw 4 c— 1
T (c—1)tang? o 4+ 1’

n

wenn man diesen Werth in die zweite Gleichung setzt und
die Nenner fortschafft, erhilt man:

e+ 1){e—1)?2— (e — 1){c + 1) — 2(c* — 1)?] [1 + tang®{a)
4 [2(c—1)(c+1)2—2(c+1)(c—1)* —2(c2—1)(c —1)2—2(c2—1)(c +1}}
4+ e+ 13— (c—1)3 —2(c2 — 1)?][tang?{ & + tang!{&] =1,

und diese Gleichung reducirt sich auf folgende:

(2 — 1)[1 4 tang®{ @] 4 (3¢2 — 7)[tang?{ & + tang! § &) = 0. |

Aus derselben folgt

o 1+ Ttang2y @ + 7 tang! & + tangS{ o

[207) (L + tang2{®)?
4 tang?i & .
=1 +(l+—tangé§?)2= 14+ 4sin2i{wecos?iow
oder

2= 1+ sin?@, ¢ = V1 + sin?w.

Hat man ¢, so ergiebt sich » aus der oben abgeleiteten
Formel, die man noch auf die einfache Form bringen kann:

¢ — CcOS @

n=——
¢ 4 co8 @
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Der Werth von ¢ ist der Exponent der Projection (Nr. 22),

und der Werth von » giebt das Verhltniss i—Ilg an, in dem

die Axe B.A durch den Punkt A getheilt wird, fiir den die
obigen Bedingungen erftllt sind. Die Linge von K ist g,
seine Breite 90° — @.

40. Der in Rede stehende Ort hat demnach die Eigenschaft,
dass fir alle umliegenden Orte die Grosse 7 nahezu constant
ist. In Folge dessen werden die umliegenden Gegenden in
Bezug auf ihre Grosse so wenig wie mdglich gedndert und
behalten nahezu ihre natirliche Gestalt, da ja jeder unendlich
kleine Theil der Karte wegen der Haupteigenschaft der
Projection (Nr. 4) schon an sich dem entsprechenden Theile
der Erdoberfliche #hnlich ist. Man wird daher, wenn man
eine Karte zu construiren hat, die Sache zweckmissiger
Weise so einrichten, dass jemer Ort nahezu die Mitte der
Karte einnimmt, weil dann die auf der Karte dargestellten
Lander moglichst wenig deformirt werden, und zwar stets um
so weniger, je niher sie der Mitte liegen.

Man wihle daher im Bereich des Landes, das man auf
eine Karte projiciren will, einen der Hauptpunkte, der nahezu
in der Mitte der Karte liegen soll. Seine Liinge sei = g,
seine Breite oder Polhdhe — 90° — @. Dann ist zunichst

der Exponent der Projection ¢ = V1 -+ sinaw .

[208] Zur Construction der Karte hat man ferner nur
den eben erwihnten Punkt an eine beliebige Stelle A zu
setzen, die ungefihr in der Mitte der Karte liegt, durch A
eine Linie B.A zu ziehen und auf derselben zu beiden Seiten
von K zwei Stiicke B K und 4 K abzutragen, deren Verhiltniss
durch die Gleichung BH: AK=c — cos @: ¢+ cos &
bestimmt ist. Dann ist B der Nordpol der Karte, A der
Siidpol. Der Abstand B A ist die Axe der Karte; ihre Liinge
ist willkiirlich und hingt allein von der Grosse, welche die
Karte erhalten soll, oder von dem anzuwendenden Maass-
stabe ab.

Man suche ferner den Winkel %, welcher die Poldistanz
oder das Complement der Breite desjenigen Ortes darstellt,
der im Mittelpunkte C' der Karte liegt. Nach Nr. 39 ist A

durch die Gleichung
1

- /3
tang % = n¢ tang 3
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. . BK
bestimmt, in der » = ¥ e ist, so dass

1
tang g— = (%)7 tang %

wird, Damit hat man alle zur Construction der fraglichen
Karte erforderlichen Elemente.

41. Falls der Exponent der Karte gegeben ist, wie bei
der stereographischen Projection, bei der ¢ = 1 ist (Nr. 29),
kann man in dem Ausdruck fur m naor die mit der ersten
Potenz von § multiplicirten Glieder zum Verschwinden bringen,
indem man (Nr. 39)
BK _c¢c—cos®m
KA ¢+ cosw
setzt. Daraus erhellt, dass in diesem Falle die Aenderung
von m und daher die Verzerrung der Karte stets grosser
wird als im vorhergehenden Falle, wo man c so bestimmte,
dass auch die Glieder zweiter Ordnung in Bezug auf 8 fort-
fielen.

Setzt man, wie es bei der stereographischen Projection
erforderlich ist, ¢ = 1, so ist

_l—cosw
T 14 cos@

Ferner ist allgemein

n = tang?}{ @.

1
— k
tang% = n° tang 2

d. h.
o] h
tang—2——ntang§ fir c = 1.
Daraus folgt

l-l-coslz_BG.
1—csh GA

n=n?tang24h, n =-cotg2{h =

Andererseits war aber n = %g, mithin fallt K in G, was

mit dem, was wir oben gefunden (Nr.‘37), tibereinstimmt.
[209] Weiter ersehen wir aus dem Ausdruck fir m in

Nr. 37, dass fir einen Punkt der Axe B4, der den Abstand
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Ye¥og) 2
8 vom Punkte G hat, m = —%—.—:‘:—ﬂ wird. Daraus folgt,
2GH
dass, welchen Werth auch die Grosse G H haben mag, die
Glieder zweiter Ordnung in Bezug auf § in dem Aunsdrucke
ftir m nicht verschwinden konnen, ausser wenn GH — oo
wird; das ist jedoch nicht zuliissig, weil dann auch m = oo
werden wiirde. Ebenso verschwindet das Glied mit 2 auch
in dem Falle von Nr. 39 nicht, wenn man dem @ einen
solchen Werth giebt, dass ¢=1 wird; d. h. wenn man
sin@=0, also @=0 oder = 180° macht oder, was dasselbe,
wegnn einer der Pole im Mittelpunkte der Karte liegt. In
diesem Falle ergiebt sich nimlich die stereographische Polar-
projection. Man kann dies Resultat auch direct aus den
Formeln von Nr. 38 und 39 ableiten.
Nimmt man niimlich an, dass sin & unendlich klein ist
=¢,s0istc =14 4¢2 cos @ = 1 — }¢? daber n = }é?,

1—cos@

14 cos@
1
tang % = n°¢ tang 3 wird tang ;_z = l;, cotg g — &. Da

tang t-g— = = }e, und wegen der Bedingung

ferner %= nund A + u =27, so wird A = d¢2, u=24.

Fihrt man diese verschiedenen Werthe in den allgemeinen
Ausdruck fiir 7 in Nr. 38 ein und vernachlissigt alles, was
man mit Ricksicht auf den unendlich kleinen Werth von &
vernachldssigen muss, so erhilt man

‘82
m=6€—%ﬂ8+4—‘5—8.

Hier verschwindet, wie man sieht, das mit # multiplicirte
Glied, wenn man ¢ — 0 setzt; damit verschwindet aber nicht
das Glied, das 82 enthiit. Es ist dies der einzige Fall, in
dem die Resultate von Nr. 39 nicht zutreffen. Das kommt
daher, dass die Gleichung, die sich aus dem Verschwinden

1
des Coefficienten von 82 ergab, mit nl+ c tangg multiplicirt

war, und dass diese Grdsse in unserm Falle }&3 wird. Ich
glaubte, in dies Detail eingehen zu mtlssen, um den schein-
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baren Widerspruch, der zwischen den Resultaten von Nr. 37
und 39 besteht, zu beseitigen.

42. Nehmen wir an, dass es sich darum handelt, eine
Karte zu construiren, deren Mittelpunkt die Stadt Berlin ein-
nehmen soll, so ist g = 31°2}', 90° — @ = 52°31}, mit-
hin @ = 37°28{’. Daraus ergiebt sich

¢ = V1 4 (sin 37°28%')2 = 1,1706

und

__0,3770

et Ll 4.

=1 19642 0,1919

Man muss also als Exponent der Projection die Zahl 1,17

wihlen, die sich wenig von der Einheit unterscheidet. Die
Projection wird daher von der stereographischen nur wenig
abweichen. Nimmt man ferner an, dass Berlin im Punkte K
liegt, so hat man die Lage der Pole so zu bestimmen, dass

%: 0,192 ist, d. h. dass sich BK: KA nahezu wie
19 : 100 verhilt.
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Allgemeine Auflosung der Aufgabe: Die Theile einer

gegebnen Fldche auf einer andern gegebnen Fliche so

abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in
den kleinsten Theilen &hnlich wird.

Von
C. F. Gauss.

(Astronom. Abhandlungen, herausgegeben von H. C. Schumacher.
3. Heft. Altona 1825. 8. 5—30.)

1.

Die Natur einer krammen Fliche wird durch eine Glei-
chung zwischen den sich auf jeden Punkt derselben beziehen-
den Coordinaten z, y, z bestimmt. Vermdge dieser Gleichung
kann jede dieser drei verinderlichen Grissen wie eine Function
der beiden andern betrachtet werden. Noch allgemeiner ist
es, noch zwei neue verinderliche Grossen ¢, u einzufithren,
und jede der z, y, = als eine Function von ¢ und #» darzu-
stellen, wodurch, wenigstens allgemein zu reden, bestimmte
Werthe von ¢ und u allemal einem bestimmten Punkte der
Oberfliche angehoren, und umgekehrt.

2.

In Beziehung auf eine zweite krumme Fliche sollen X,
Y, Z, T, U ihnliche Bedeutungen haben, wie resp. z, v,
z, t, u in Beziehung auf die erstere.

3.

Die erste Fliche auf der zweiten abbilden heisst, ein
Gesetz festsetzen, nach welchem einem jeden Punkte der ersten
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[6] Fliche ein bestimmter Punkt der zweiten entsprechen soll.
Dieses wird dadurch geschehen, dass 7' und U bestimmten
Functionen der zwei' verinderlichen Grossen ¢ und u gleich
gesetzt werden. Insofern die Abbildung gewissen Bedingungen
Gentige leisten soll, werden diese Functionen nicht mehr will-
ktrlich sein diirfen. Indem dadurch auch X, Y, Z zu
Functionen von ¢ und # werden, miissen diese Functionen,
neben der Bedingung, welche die Natur der zweiten Fliche
vorschreibt, auch noch derjenigen Gentige leisten, welche in
der Abbildung erfilllt werden soll.

4.

Die Aufgabe der koniglichen Gesellschaft der Wissen-
schaften schreibt vor, dass die Abbildung dem Abgebildeten
in den kleinsten Theilen #hnlich sein soll. Es kommt zu-
vorderst darauf an, diese Bedingung analytisch auszudriicken.

Aus der Differentiation der Functionen von #, %, durch
welche z, y, 2, X, Y, Z ausgedriickt werden, mdgen folgende
Gleichungen hervorgehen :

dz = adt + a'du,
dy bdt + bdu,
dz cdt + c'du,
dX = Adt 4+ A'du,
dY = Bdt + B'du,
dZ = Cdt + C'du.

Die vorgeschriebene Bedingung erfordert, erstlich, dass
alle von Einem Punkte der ersten Fliche ausgehende und in
ihr liegende unendlich kleine Linien den jhnen entsprechenden
Linien der zweiten Fliche proportional sind, und zweitens,
dass jene unter sich dieselben Winkel machen,” wie diese.

Ein solches Linear-Element auf der ersten Fliche wird

=V (aa+bb+-cc)dtt+2(aa’ b +cc')dtdu—+(a'a’ 400 +c'c’) dw,
und das entsprechende auf der zweiten Fliche
=VdA+BB+CC)dt+2(AA'+ BB+ CCdtdu+ (A A+ BB+CCdw .

(7] Sollen beide, unabhingig von d¢ und du, in einem be-
stimmten Verhiltnisse zu einander stehen, so miissen offenbar
die drei Grossen

aa + bb 4 cc, ad 4+ bb' 4 cc', dad 4 b 4+ c'c

I
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respective den drei folgenden proportional sein:
AA+4 BB+ CC, AA+4+ BB+ CC'y, A A+ BB+ C'C'.

Wenn den Endpunkten eines zweiten Elements auf der ersten
Fliche die Werthe

t, wund t + 0t, u - du

entsprechen, so ist der Cosinus des Winkels, welchen dasselbe
mit dem ersten Element macht,

_ _ (adt+ddu)(@dt + a'du) + (bdt + Vdw)(bdt + Vdu) + (cdt + ddu)(cdt + cdu)
V(@diFadupr+ (0 di+baui+(catl+cau) (G0t Fadu+ (bdE+ 0w+ (coi+coup)

und fiir den Cosinus des Winkels zwischen den correspon-
direnden Elementen auf der zweiten Fliiche ergiebt sich ein
ganz dhnlicher Ausdruck, wenn nur @, b, ¢, a', &', ¢', in
4, B, C, A', B’, C' verwandelt werden. Offenbar werden
beide Ausdriicke einander gleich, wenn die obige Proportio-
nalitiit stattfindet, und die zweite Bedingung wird daher schon
mit in der ersten begriffen, welches auch bei einigem Nach-
denken von selbst klar ist.

Der analytische Ausdruck der Bedingung unserer Auf-
gabe ist demnach, dass

AA+BB+CC__ AA+BB+CC _ A A+B'B+C'C
aa+ bb+cc  ad bV +cc’ T dd+ ¥+ c'c

werden muss, welches eine endliche Function von Z und
gein wird, die wir = mm setzen wollen. Es driickt dann
m das Verh#iltniss aus, in welchem die Lineargrossen auf der
ersten Fliche in ihrer Abbildung auf der zweiten vergrossert
oder verkleinert werden (je nachdem m grosser oder kleiner
ist als 1). Dieses Verhiiltniss wird, allgemein zu redenm, nach
den Btellen verschieden sein: in dem speciellen Falle, wo m
constant ist, wird eine vollkommene Achnlichkeit auch in den
endlichen Theilen, und wenn iiberdiess 7 = 1 ist, wird eine
vollkommene Gleichheit stattfinden, und die eine Fliche sich
anf die andere abwickeln lassen.

(8) 5.
Indem wir Kiirze halber
(@a + bb + cc)d® + 2(aa’ + bb + cc')dtdu
+ (@'d 4 00 + c'¢’)du = w
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setzen, bemerken wir, dass die Differentialgleichung w = 0
zwei Integrationen znlassen wird. Indem man n#mlich das
Trinominm w in zwei, in Beziehung auf d¢ und du lineare,
Factoren zerlegt, muss entweder der eine oder der andere
Factor — 0 werden, welches zwei verschiedene Integrationen
geben wird. Die eine Integration wird der Gleichung

0 = (aa + bb + cc)dt
+ {aa’+bb’+ cc'+iY (aa+bbH-cc)(a'a’ + b’ +c'c')—(aa’ + b +ecc')}du
entsprechen (wo ¢ Kiirze halber fir ¥— 1 geschrieben ist,
indem man sich leicht iiberzeugt, dass der irrationale Theil
des Ausdrucks imagindr werden muss); die andere einer ganz

dhnlichen Gleichung, wenn nur ¢ mit — ¢ vertauscht wird.
Ist also das Integral der erstern Gleichung dieses:

P + ¢g = Const.,

wo p und ¢ reelle Functionen von ¢ und # bedeuten, so wird
das andere Integral
p — tq = Const.
und die Natur der Sache wird es mit sich bringen, dass
(dp + idg) (dp — idq) oder dp* + dg*
ein Factor von w, oder
w = n(dp®* + d¢?)
werden muss, wo n eine endliche Function von ¢ und # sein
wird.
Wir wollen nun das Trinomium, in welches
dX®+dY* +dZ?
iibergeht, wenn fir d X, dY, dZ ihre Werthe durch 7, U,
dT, dU substituirt werden, durch 2 bezeichnen, und an-

nehmen, dass auf #hnliche Weise, wie vorher, die beiden
Integrale der Gleichung £ = 0 diese sein:

(9] P + iQ = Const.,
P — 7Q = Const.
und
= N@dP?*+4+ dQ?,
wo P, Q, N reelle Functionen von 7' und U bedeuten werden.
Diese Integrationen lassen sich (die allgemeinen Schwie-

rigkeiten des Integrirens bei Seite gesetzt) offenbar vor der
Aufldsung unsrer Hauptaufgabe ausfithren.




Aligemeine Auflésung der Aufgabe: Die Theile etc. 61

Wenn nun fir 7, U solche Functionen von #, » sub-
stituirt werden, wobei die Bedingung unsrer Hauptaufgabe
erfiillt wird, so geht 2 in mmw iiber, und es wird

(AP 4 1dQ)(dP — ¢dQ) _ mmn
(@p + idq)(dp — idg) N
Man sieht aber leicht, dass der Zsahler im ersten Theile dieser

Gleichung durch den Nenner nur dann theilbar sein kann,
wenn entweder '

dP 4 ¢dQ durch dp + idg,

und

dP — idQ durch dp — idg,
oder v

dP + idQ durch dp — idg,
und

dP —idQ durch dp + idgq

theilbar ist. Im ersteren Falle wird demnach dP -+ :dQ
verschwinden, wemn dp -+ ¢dg =0, oder P+ ¢Q wird
constant werden, wenn p - ¢¢ constant angenommen wird,
d. i. P+ ¢Q wird bloss Function von p -+ 7¢ sein, und
ebenso P — ¢Q Function von p —¢¢. Im andern Falle
wird P -+ ¢Q Function von p — é¢¢, und P — ¢Q Function
von p -+ tq sein. Es ist leicht einzusehen, dass diese Fol-
gerungen auch umgekehrt gelten, nimlich dass, wenn fir
P +{Q, P— ¢Q Functionen von p -+ ig, p — iq (ent-
weder respective, oder verkehrt) angenommen werden, die
endliche Theilbarkeit des £ durch w, und sonach die oben
erforderlich gefundene Proportionalitit statthaben wird.
Man iiberzeugt sich iibrigens leicht, dass, wenn z. B.

P+iQ=fp+iq), P—iQ=fp—1ig

gesetzt werden, die Beschaffenheit der Function f, schon
durch die von f bedingt wird. Wenn nimlich unter den
constanten Grossen, welche letztere etwa involviren mag, keine
andere als reelle befindlich sind, so wird die andere f, mit
der f ganz identisch sein miissen, damit jedesmal reellen
Werthen von p, ¢ [10] reelle Werthe von P, Q entsprechen;
im entgegengesetzten Falle wird sich f, von f nur dadurch
unterscheiden, dass in den imaginiren Elementen von f statt
¢ tiberall das entgegengesetzte — ¢ gesetzt werden muss,
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Man hat hiernichst

P=14f(p +ig) +4fi(p —iq),
iQ=4f(p +1i9) —4fi(p — ¥9),

oder, was dasselbe ist, indem die Function f ganz willkiirlich
angenommen wird (nach Gefallen mit Inbegriff constanter
imaginsirer Elemente), wird P dem reellen und ¢Q (bei der
zweiten Aufldsung —¢ Q) dem imaginsren Theile von f(p +¢g)
gleich gesetzt, und hieranus sodann vermittelst der Elimination
T und U in der Gestalt von Functionen von ¢ und % dar-
gestellt werden. Hierdurch ist die vorgegebene Aufgabe ganz
allgemein und vollstindig aufgeldst.

6.

Wenn p' 4 ¢¢’ eine beliebige bestimmte Function von
» -+ iq vorstellt (indem p’, ¢’ reelle Functionen von p, ¢
sind), so sieht man leicht, dass auch

P +1¢ = Const. und p'— ¢q' = Const.

die Integrale der Differentialgleichung w = 0 darstellen; in
der That werden jene mit den obigen

P+ ig=~Const. und p — ¢g = Const.

resp. ganz gleichbedeutend sein. Ebenso werden die Integrale
der Differentialgleichung 2 = 0

P 4+ 1Q' = Const. und P’ — ¢Q’ = Const.
mit den obigen
P4 iQ = Const. und P — ¢Q = Const.

ganz gleichbedeutend sein, wenn P’ -4 7Q' eine beliebige
bestimmte Function von P 4 ¢Q vorstellt (indem P', Q’
reelle Functionen von P, Q sind). Es erhellt hieraus, dass
in der allgemeinen Aufldsung unsrer Aufgabe, welche wir im
vorhergehenden Artikel gegeben haben, auch p’, ¢’ die Stelle
von p, ¢, und [11] P’, Q die Stelle von P, Q vertreten
konnen. Wenn gleich die Allgemeinheit der Auflésung durch
eine solche Abinderung nichts gewinnt, so kann doch zuweilen
fir die Anwendung eine Form zu diesem, die andere zm
jenem Zweck bequemer sein.
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7.

Wenn die Functionen, welche aus der Differentiation der
willktirlichen Functionen f, f, entspringen, durch ¢ und ¢,
resp. bezeichnet werden, so dass

d-flv) =oW)-dv, d-fi(v)=9,«)-dv,
so wird in Folge unsrer allgemeinen Aufldsung
dP+1dQ . dP —1idQ .
dp +idg p(p +1q), dp—idg P (p—19),

also
mmn

—~ =9+ (p —ig.

Das Vergrdsserungsverhiiltniss bestimmt sich daher durch die
Formel

dp®+dq? 2 . .
m= V ~ -al: ¢ 'dPs+dQs'fp(p'""q)‘pn(P—’@-

8.

Wir wollen nun noch unsre allgemeine Auflésung mit
einigen Beispielen erliutern, wodurch sowohl die Art der An-
wendung, als die Beschaffenheit einiger dabei noch in Be-
tracht kommenden Umstinde am besten ins Licht gesetzt
werden wird.

Es seien zuvorderst beide Flichen Ebenen, wo wir

z =t, y=u, z=0,
X=T, Y=U, Z=0
werden setzen komnen. Die Differentialgleichung
w=dt* +du* =0
giebt hier die beiden Integrale
t 4 tu = Const., ¢ — 2% = Const.,
und ebenso sind die beiden Integrale der Gleichung
R=dT*+dU*=0,
folgende:
T 4+ :U = Const., T — ¢ U = Const.
[12] Die beiden allgemeinen Aufljsungen der Aufgabe sind
demnach:
I TH+iU=f(t+1u), T —+U=f(t—1iu),
O T+ tU=f(t—1tw), T—1{U=f(t+ t4).
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Dieses Resultat lisst sich auch so ausdriicken: Indem die
Charakteristik f eine beliebige Function bedeutet, hat man
den reellen Theil von f(z + ¢y) fir X, und den imaginiren
Theil, mit Weglassung des Factors ¢, entweder fiir Y oder
. fir — Y anzunehmen.

Gebraucht man die Charakteristiken ¢, ¢, in der Be-
deutung des Art. 7 und setzt

ple+iy) =85+, @e—iy)=4§—in,
wo offenbar § und 7 reelle Functionen von z und y sein
werden, so hat man, in der ersten Auflésung,
dX + id Y = ( 4 in)(de + idy),
dX —idY = (§ — in)(dz — dy)
und folglich
dX = &§dx — ndy,
dY = ndz + &dy.
Macht man nun
§=o0cosy, n=0osiny,
dz=dscosg, dy=dssing,
dX =dSco8 G, dY =dSsin G,

so dass ds ein Linearelement in der ersten Ebene, g dessen
Neigung gegen die Abscissenlinie, dS das correspondirende
Linearelement in der zweiten Ebene und G' dessen Neigung
gegen die Abscissenlinie bedeutet, so geben die obigen Glei-
chungen

dS cos G = o ds cos(g + 7),
dS sin G = ¢ ds sin (g + 7)

und folglich, wenn man, was erlaubt ist, ¢ als positiv be-
trachtet,

dS=o0ods, G=g +y.

Man sieht also (in Uebereinstimmung mit Art. 7), dass o das
Verbiiltniss der Vergrosserung des Elements ds in der Dar-
stellung &5 vorstellt und, wie gehorig, von g unabhiingig ist;
und ebenso zeigt die Unabhingigkeit des Winkels y von g,
dass [13] alle von einem Punkte ausgehende Linearelemente
in der ersten Ebene durch Elemente in der zweiten Ebene
dargestellt werden, die unter sich und, wie wir hinzuftigen
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konnen, in demselben Sinn, dieselben Winkel bilden,
wie jene. .

Wihlt man fir f eine linearische Function, so dass
JW)= A4 + Bv, wo die constanten Coé&fficienten von der
Form sind

A=a-+4 bi, B=c-+ et,
so wird
pv)=B=c+ ed,

also

g="VYcc + ee, y=Arc.tang§-

Das Vergrosserungsverhiltniss ist folglich in allen Punkten
constant, und die Darstellung dem Dargestellten durchaus
dhnlich.

Fir jede andere Function f wird (wie man leicht be-
weisen kann) das Vergrdsserungsverhiltniss nicht constant sein,
und die Aehnlichkeit also nur in den kleinsten Theilen statt-
finden konnen.

Sind die Plitze, welche einer bestimmten Anzahl von
gegebenen Punkten der ersten Ebene in der Darstellung ent-
sprechen sollen, vorgeschrieben, so kann man leicht nach der
gemeinen Interpolationsmethode die einfachste algebraische
Function f finden, wodurch diese Bedingung erfilllt -wird.
Bezeichnet man néimlich die Werthe von z -+ ¢y fir die ge-
gebenen Punkte durch a, 4, ¢ u.s. w.,, und die correspon-
direnden Werthe von X -+ ¢Y durch 4, B, C u.s. w., s0
wird man

f(v)_(U—b)(v-—c)... .A+(U-——a)(lv._c).“ . B .

T (a—d)(a—c¢) - 6— a6 —e -
(v—ajv—23) ...
* c—a)(c—8) - C + ete.

setzen milssen, welches eine algebraische Function von v ist,
deren Ordnung um eine Einheit kleiner ‘ist, als die Anzahl
der vorgegebenen Punkte. Fiir zwei Punkte, wo die Function
linearisch wird, findet folglich vollkommene Aehnlichkeit statt.

Man kann von diesem Verfahren in der Geodisie eine
niitzliche Anwendung machen, um eime™ auf ~ mittelmiissige
Messungen gegriindete Karte, die im kleinen Detail gut, aber
im [14| Ganzen etwas verzerrt ist, in eine ‘begsere zu ver-
wandeln, wenn -man die richtige Lage einer Anzahl von

Ostwald's Klassiker. 55. 5
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Puokten kennt. Es versteht sich jedoch, dass man bei einer
solchen Umformung nicht viel itber die Gegend hinausgehen
darf, welche letztere Punkte umfassen.

Wenn .man die zweite Auflosung auf dieselbe Art
durchfiihrt, so findet man, dass der ganze Unterschied nur
darin besteht, dass die Aehnlichkeit eine verkehrte ist, indem
alle Elemente in der Darstellung zwar eben so grosse Winkel
mit einander machen, wie im Dargestellten, aber in verkehr-
tem Sinn, so dass dort rechts liegt, was hier links ist. Dieser
Unterschied ist aber kein wesentlicher, und verschwindet,
wenn man in der einén Ebene diejenige Seite, welche man
vorher als obere betrachtete, zur untern macht. Diese letztere
Bemerkung 14sst sich ‘dbrigens allemal in Anwendung bnngen
wenn die eine der beiden IFlichen eine Ebene ist, daher wir
in den folgenden Beispielen dieser Art uns bloss auf die erste
Auflosung beschrinken konnen.

9.

Wir wollen nun (als zweites Beispiel) die Darstellung der
Fliche eines geraden Kegels in der Ebene betrachten. Als
Gleichung der ersteren nehmen wir an
: zz + yy — kkzz =0,
wo wir ferner

z=Fktcosu,

y=ktsinu,
z=1

und, wie vorhiny X =T, Y= U, Z = 0 setzen.
Die Differentialgleichung

w = (kk 4 1)d¢* 4 kkitdu® = 0
giebt hier die beiden Integrale

logt < - u = Const.

vV EE
kk+1
(15] Wir haben demnach die Auflésung

X + zY=f(logt+ sz—];ﬁ . u)

. , , kk
X—zY=f‘(1ogt—z mu)'
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d. i. es wird, indem f eine willktirliche Function bedeutet,
fitr X der reelle Theil von

' 1/
f(logt-'l—il/kk—_'_l"u)

und fiir Y der imaginire, nach Weglassung des Factors ¢,
angenommen. : o
Setzt man fiir f z. B. eine Exponentialgrésse, nimlich

f(v) = Ize“,

wo A constant ist und ¢ die Basis der hyp,erboiischen Logaa
rithmen bedentet, so hat man die einfachate Darstellung = .

(1/ k% . kk__
X=htcos(ka—+——l-u), Y_lztsm(VkT_m-u_)_.
Die Anwendung der Formeln des 7. Art. giebt hier

n=(kk + 1)t¢,
N=1

und, da ¢(v) = @, (v) = hev,
. k& . kk '
go(logt—l—sz-u)(p,(logt——t ZZ_]CTT 'u)z-:ldatt,
folglich:

: h
m = ——,
Vkk 41
also constant. Macht man also noch
h=ViEF1,

so wird die Darstellung eine vollkommene Abwicklung.

10.

Es sei drittens die Kugelfliche, deren Halbmesser == a,
in der Ebene darzustellen. Wir setzen hier:
r = acostsin u,
y=asm{sinu,
z=acosu,
5%
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(16] wodurch wir erhalten:
w = aa sin*udt® 4 aadul.
Die Differentialformel w = 0 giebt folglich:
. du
dtx7- e =0
und deren Integration
¢t == 7 log cotang 4 u — Const.

Es wird daher, wenn wir wiederum durch die Charakte-
ristik f eine willktirliche Function andeuten, X dem reellen
und Y dem imagindiren Theile von

St + < log cotang } u)
gleich gesetzt werden miissen. Wir wollen ein Paar specielle
Fille dieser allgemeinen Aufldsung anfiihren.

Wihlt man fir f eine lineare Function, indem man
J) = kv setzt, so wird

X ==Ft, Y =~FKlogecotang u.
Auf die Erde angewandt, ist dies, wenn man ¢ die geo-
graphische Linge, 90° — u die Breite bedeuten lisst, offen-

bar mit Mercator’s Projection einerlei. Fir das Vergrosse-
rungsverh#iltniss geben hier die Formeln des 7. Artikels:

_k

T asinu

Nimmt man fiir f eine imaginiire Exponentialfunction,
und zwar zuerst die einfachste f(v) = ke', so wird:
S(t + 7 log cotang § ») = fel08 thng du + ¢t
= k tang % u(cos ¢ + ¢ sin )
und
X==Fktangdu-cost, Y =Fktang fu - sint,

welches, wie man leicht sieht, die stereographische Polar-
projection ist.
Setzt man allgemeiner f(v) = ke, so wird

X==%k tanglgu ccosht, Y==Fk tang’-%u .8in A¢.
Ftr das Vergrdsserungsverhiiltniss erhalten wir hier:

n=aasin*uy, N=1, @v)=-1lke?,
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und hieraus
A% tang?
m — M tangtdu
a 8S\n «

(17] Man sieht, dass hier die Darstellung aller Punkte,
fir welche % constant ist, in Einen Kreis, und die Darstellung
aller Punkte, filr welche ¢ constant ist, in Eine gerade Linie
fallt, wie auch, dass die allen verschiedenen Werthen von u
angehdrigen Kreise concentrisch sind. Dies giebt eine sehr
zweckmiissige Kartenprojection, wenn nur ein Theil der Kugel-
fliche darzustellen ist, und man thut dann am besten, 4 so
zu wihlen, dass das Vergrdsserungsverhiltniss fir die #usser-
sten Werthe von « gleich gross wird, wodurch es gegen die
Mitte zu seinen kleinsten Werth erhilt. Sind diese i#ussersten
Werthe von « diese: #° und u’, so wird man demnach setzen
miissen:

___ log sin u" — log sin u°
" log tang § ' — log tang } u°

Die Blitter von Herrn Prof. Harding's Sternkarten Nr. 19
bis 26 sind nach dieser Projection gezeichnet.

11.

Man kann die allgemeine Auflosung fiir das im vorher-
gehenden Artikel behandelte Beispiel noch in einer andern
Form aufstellen, die wir ihrer Eleganz wegen hier noch bei-
filgen zu milssen glauben.

In Folge des im 6. Art. Vorgetragenen wird, da

tang 4 #(cos ¢ + ¢ sin ¢}
eine Function von
t + 7 log cotang § %
ist, und
sinucos? 4 ¢sinusint x4ty

tang 4 u(cos £+ ¢sint) = T T oo =iz

die allgemeine Auflosung auch durch

z + iy
a+ z

e

a

X+i¥=r|
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(18] dargestellt werden konnen, d. i. X muss dem reellen und
+Y dem imagin&ren Theil von f (_z__—_{—__zg_/_) gleich gesetzt werden,
indem f eine willkirliche Function bezeichnet.  Anstatt

S (x + y) kann man, wie man leicht sieht, auch eine will-

kurhcho Function von Z + zz’ oder von > + ez nehmen.
‘ a+z a—+y

12.

.~ Wir wollen viertens die Darstellung der Oberfliche des
Revolutions-Ellipsoids in der Ebene betrachten. Es seien a
und b die beiden halben Hauptaxen des Ellipsoids, so dass’

‘z=a cos ¢ sin u,
y = a sin ¢ sin %,
z=—2>cosu

gesetzt werden kann. Hier wird also -
0 =aasin*udt® + (aa cos®u + bb sin®u)dut,

und die Differentialformel w =— 0 giebt, wenn wir Kiirze

halber Vl — ‘%g = ¢ setzen (insofern die Revolutionshalb-
axe b < a, )
0=dt I idu - Veotang*w + 1 — ¢¢.

Setzt man hier
V1 — e¢ - tang u = tang w,

wo, bei der Anwendung auf das Erdsphiroid, 90°—w die
geographische Breite und ¢ die L#nge vorstellen wird, so
verwandelt sich diese Gleichung in i

1 — ¢c¢

0 =dit 3 idw - T
O T e cos ® w) sin w’

deren Integration
- 1
1 — & cos w)”sl

=t * :
Const. = ¢ == 7 log {cotang fw (1 + ecosw/ J
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(19] giebt. Man hat daher, indem f eine willktirliche Func-
tion bedeutet, fir X den reellen und féir ¢Y den imaginiren
Theil von

e
. I —
f(t+zlog{cotangz}w~(———l +2:::Z })

zu nehmen. — Wihlt man fir f eine lineare Fumection, d. i.
Slv) = kv, so wird

X =kt, Y =Fklog cotang §w — 'kslog(l—_'—ew

1 —e&coswl’

welches eine der Mercator’schen analoge Projection giebt.
Nimmt man hingegen ftr f eine imaginiire Exponentlal—
function f(v) = ke, so wird

B 1
1+ecosw’81

. cos At,
1 —¢ecos w

X=,’c-tang)~1}w(
lv+ecosw"‘“'

Y=%F%. tang)w}'w(l s w

- sin A¢,
welches, wenn man A = 1 setzt, eine der stereographischen
Polarprojection analoge, und allgemein, eine zur Darstellung
eines Theils der Erdoberfliche, insofern man auf die Ab-
plattung Rtcksicht nehmen soll, sebr zweckmissige Projection
giebt.

Was iber den andern Fall, wo b >> « ist, zu sagen ist,
l4sst sich zwar leicht aus dem vorhergehenden unmittelbar
ableiten, wo, wenn man dieselben Bezeichnungen beibehilt,

38
l_F-'?&p) doch wieder reell wird.
I — & cos w
Der Vollstindigkeit wegen wollen wir jedoch die Formeln fiir
diesen Fall noch besonders beiftigen, und gleich Anfangs

¢ imagingr, aber (

Vaég — 1 =17 setzen. Man hat dann w durch die
Gleichung

VU + nn - tang u = tang w
zu bestimmen, und die Differentialgleichung

149

0=dt¢zdw-(1 -+ nn cos? w) sin w
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wird ‘das Integral
Const. == ¢ &= ¢ (log cotang § w + 7 Are. tang(q cos w))

[20] geben, so dass X fiir den reellen und 2Y fiir den ima-
giniren Theil von

J{t + i(iog cotang § w + 7 Are. tang (:7 cos w))}

wird genommen werden miissen. Die Gegenstiicke der beiden
obigen speciellen Anwendungen ergeben sich hieraus von selbst.
Nach der erstern wird

X =Fkt,” 'Y =klog cotang § w + nk Are. tanv(n cos w)

nach der andern

=k tangA fw - ¢~ ThArc.tang(ncosw) o At,

Y =k tang? L w - g~ A Are.tangrcosw) oy
gesetzt werden mtiissen.

13.

Als letztes Beispiel wollen wir die allgemeine Darstellung
der Oberfliche des Umdrehungs-Ellipsoids auf der Kugelfliche
betrachten. Fiir jenes wollen wir die Bezeichnungen des
vorhergehenden Artikels beibehalten, den Halbmesser der
Kugelfiiche = A4, und

X = Adcos Tsin U,
Y = Asin Tsin U,
Z = Acos U

setzen. Wenn man hier die allgemeine Aufldsang des
5. Artikels zur Anwendung bringt, so findet man, dass, indem
f eine willkiirliche Function bedeutet, 7' dem reellen und
¢ log cotang 4 U dem imagindren Theile von

3 €
1 — & cos w\? \)
l +— € cosw f

f(t ~+ 7 log {cotang tw- (
gleich gesetzt werden muss*).

*) Wir iibergehen hier theils die zweite Auflisung des 5. Ar-
tikels, die sich von der obigen nur durch Vertauschung von — 7T
gegen -+ T unterscheiden und einer verkehrten Darstellung ent-
sprechen wiirde, theils den Fall eines linglichen Ellipsoids, dessen
Behandlung nach dem, was im vorigen Artikel vorgekommen, sich
aus der des abgeplatteten von selbst ergiebt.
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[21] Die einfachste Aufldsung wird sein, f(v) = v zun
setzen, wodurch

1
€
1 4+ & cos w\?
1 —ecosw

T=t¢, tang§U=tang1}w-(

wird. Dies bietet eine fiir die hohere Geod#sie tiberaus
brauchbare Transformation dar, von welcher Benutzung wir
jedoch hier nur einiges und nur kurz andeuten kinnen. Wenn
nimlich auf der Oberfliche des Ellipsoids und der Kugel die-
jenigen Punkte als einander correspondirend angesehen werden,
die einerlei Linge haben, und deren Breiten, resp. 90° — U,
90° — w, vermége der angeftthrten Gleichung zusammen-
hiingen, so entspricht einem System von, verhiltnissmissig,
kleinen Dreiecken (und das werden diejenigen immer sein,
die zur wirklichen Messung dienen kdnnen), die auf der Ober-
fliche des Sphiroids durch kilrzeste Linien gebildet werden,
anf der Kugelfliche ein System von Dreiecken, deren Winkel
den correspondirenden auf dem Sphiroid genau gleich sind,
und deren Seiten von grossten Kreisbogen so wenig abweichen,
dass sie in den meisten Fillen, wo nicht die alleriusserste
Schirfe verlangt wird, als damit zusammenfallend betrachtet
werden konnen, sowie auch da, wo die grdsste Genauigkeit
gefordert wird, die Abweichung vom grossten Kreise leicht
mit aller ndthigen Schirfe durch einfache Formeln sich be-
rechnen lisst. Man kann daher das ganze System, nachdem
man zuerst eine Dreiecksseite auf die Kugelfliche gehorig
tibertragen hat, ganz so, als wenn es auf dieser selbst lige,
- vermittelst der Winkel berechnen, ndthigenfalls mit der eben
angedeuteten Modification, fiir alle Punkte des Systems die
Werthe von 7' und U bestimmen, und von letzteren auf die
correspondirenden Werthe von » (am einfachsten vermittelst
einer usserst leicht zu construirenden Hiilfstafel) zurtickgehen.

Insofern ein Dreiecksnetz sich doch immer nur iber. einen
sebr missigen Theil der Erdoberfliche erstreckt, ldsst sich
der erwihnte Zweck noch vollkommener erreichen, wenn man
die allgemeine Auflésung noch etwas generalisirt, und nicht
f(v) = v, [22] sondern f(v) = v + Const. annimmt. Offenbar
wiirde bhierdurch gar nichts gewonnen, wenn man dieser Con-
stante einen reellen Werth beilegte, weil dadurch lediglich T°
und ¢ um diese Constante verschieden, also nur die Anfangs-
punkte der Lingen ungleich werden wiirden. Allein ganz
anders verhilt es sich, wenn man der Constante einen
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imaginiren Werth beilegt. Setzt man dieselbe = 1 log %,
g0 wird
1 4 & cos w ie

T=t, tang-;-U=ktang-%w-(l_6cosw

Um hier tiber den zweckmissigsten Werth von £ ent-
scheiden zu kénnen, miissen wir vor allen Dingen das Ver-
grosserungsverhiltniss bestimmen.

Es wird hier, in den Zeichen des 5. und 6. Artikels,

n=aa sintu,

N=A4A4sn*T,

@v)=1.
Also
e S
m___.As.m U =As‘|nl V1 —¢gecostw
a sin u a sin w
A ‘ k(1 — e cos’w)‘&'*"ée

=3 cos*yw(l—ecosw,® 4 kksin® Lw(l 4 & cosw)®’

welches Verhiltniss also bloss von der Breite abhingt. Die
moglich geringste Abweichung von vollkommener Aehnlich-
keit erhilt man, wenn man % so bestimmt, dass m fir die
#ussersten Breiten gleieh grosse Werthe erh#lt, wodurch von
selbst m bei der mittleren Breite seinem gréssten oder klein-
sten Werthe sehr nahe sein wird. Bezeichnet man die
#ussersten Werthe von w durch #° und w’, so erhiilt man
auf diese Weise:

cos® § (1l —ecosw®)t cos?aw (1 —e cosw)
(1 — ¢é& cos? w°)%+"’8 (1 — ee cos’w')’}-"*e
sin? L w' (14 ecosw')t  sin*§ w(1 + & cos u®)?

ttie (1 — e¢ (',os;’w")"""’&'s

k=

(1 — ee cos®w')

(23] Um zu erfahren, bei welcher Breite m seinen grdssten
oder kleinsten Werth erbilt, haben wir:
egcosw - sinw - dw
L — egcosw
dU  dw eesinw-dw (1 — eg)dw
sin U sinw 1 — cecos®w (L — ee cos?ew) sin w

d?n"i =cotang U-d U —cotangw - dw—+-

)
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und hieraus:

dm (1 — ee)dw
m ~ sin w(l — e& cos? w)

- (cos U — cos ).

Hieraus erbellet, dass m da seinem grdssten oder kleinsten
Werth erhiilt, wo U = w wird; bezeichnet man den Werth
von w an dieser Stelle durch W, so wird:

2

1 — & cos W\t 1—k*
b= () ol W =-""p,
AN

woraus man H bestimmen kann, wenn Z nach der obigen
Formel berechnet ist. Fiir die Austibung wird inzwischen aunf
die ganz genaue Gleichheit der Werthe von 7 an den #usser-
sten Breiten wenig ankommen, und man kann sich begniigen,
ftir 90° — W ungefihr die mittlere Breite zu whlen, und
daraus % abzuleiten. Den allgemeinen Zusammenhang zwischen
U und w giebt dann die Formel:

1 — ecos W)(1 4 & eos w)}*s.

_ (
tang § U = tang %w{(x + € cos W)(1 — & cos w)

Zur wirklichen numerischen Berechnung ist es jedoch vor-
theilhafter, Reihen anzuwenden, denmen man verschiedene
Formen geben kann, bei deren Entwicklung wir uns aber hier
nicht aufhalten.

Da man ilbrigens leicht sieht, dass fir w << W, U > w,
also cos U — cos w und mithin auch Z—Z negativ; und fir
w>W, U< w, mithin g% positiv wird, so ist klar, dass
fir w = U =W der Werth von m allemal ein Minimum
wird, und zwar

(24] =-‘:—V1—es cos* W .

Wihlt man also den Halbmesser der Kugel:

a
V1 — cccos® W~

A=
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so ist die Darstellung unendlich kleiner Theile des Ellipsoids
bei der Breite 90° — W dem Urbilde nicht bloss #hnlich,
sondern gleich, bei andern Breiten aber grdsser.

Man kann den Logarithmus von 7 mit Vortheil in eine
nach den Potenzen von cos U — cos W fortlaufende Reihe
entwickeln, deren erste, fiir die Ausiibung zureichende Glieder
diese sind:

log hyp. m = log {%:— V1 — ce cos’W}

__t& — 2

+ 3T —zd) (cos U — cos W)
2¢&t cos W :

—_—— . — W3
ST — e {cos U — cos W3 4

Wenn also z. B. die Dénische Monarchie innerhalb der
Grenzen der Breite 53° und 58° anf diese Weise auf die
Kugelfiiche ibertragen und W — 34° 30’ gesetzt wird, so
wird bei der Abplattung 4 die Darstellung an den Grenzen,
linearisch gerechmet, nur wm yylyoy Vvergrossert.

Wir miissen uns hier damit begnigen, nur eine kurze
Andeutung von einer Benutzungsart des Uebertragens der
Figuren in der hoheren Geodiisie gegeben zu" haben, und eine
angemessenere Ausfiihrung fiir einen andern Ort versparen.

14.

Es bleibt uns noch iibrig, einen in unsrer allgemeinen
Auflgsung vorkommenden Umstand hier etwas ausfithrlicher
zu betrachten. Wir haben im 5. Artikel gezeigt, dass alle-
mal zwei Auflosungen stattfinden, indem entweder P + :Q
einer Function von p +4 ¢¢, und P — ¢Q einer Function
von p — ¢q gleich werden muss; oder P -+ ¢Q einer Fune-
tion von p — ¢¢, und P — ¢Q einer Function von p - ¢gq.
Wir wollen nun noch zeigen, dass allemal bei der einen Auf-
16sung die Theile in der Darstellung [25] zugleich eine #hn-
liche Lage haben, wie im Dargestellten; bei der andern Auf-
losung hingegen verkehrt liegen; zugleich wollen wir das
Criterium angeben, nach welchem dieses a priori unterschieden
werden kann.
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Zuvorderst bemerken wir, dass von vollkommner oder
verkehrter Aehnlichkeit nur insofern die Rede sein kann, als
an jeder der beiden Flichen zwei Seiten unterschieden werden,
wovon die eine als die obere, die andere als die untere be-
trachtet wird. Da dieses an sich etwas willktirliches ist, so
sind beide Auflsungen gar nicht wesentlich verschieden, und
eine verkehrte Aehnlichkeit wird zur vollkommnen, sobald
man bei der einen Fliche die vorher als obere betrachtete
Beite zur unteren macht. Bei unsrer Auflésung konnte daher
diese Unterscheidung gar nicht vorkommen, da die Flichen
bloss durch die Coordinaten ihrer Punkte bestimmt wurden.
Will man aunf diesen Unterschied eingehen, so muss zuvor die
Natur der Flichen auf eine andere Art ‘festgelegt werden,
welche ibn mit in sich fasst. Zu diesem Zwecke wollen wir
annehmen, dass die Natur der ersten Fliche durch die Glei-
chung y = 0 bestimmt werde, wo 1 eine gegebene einfSrmige
Function von z, y, z ist. In allen Punkten der Fliche wird
also der Werth von y verschwinden, und in allen Punkten
des Raumes, welche der Fliche nicht angehdren, wird er
nicht verschwinden. Bei einem Durchgange durch die Fliche
wird also, wenigstens allgemein zu reden, der Werth von ¥
aus dem Positiven ins Negative, bei dem entgegengesetzten
aus dem Negativen ins Positive tibergehen, oder auf der einen
Seite der Fliche wird der Werth von  positiv, auf der
andern negativ sein: die erstere wollen wir als die obere, die
andere als die untere betrachten. Ganz ebenso soll es bei
der zweiten Fliiche gehalten werden, indem ihre Natur durch
die Gleichung ¥ = 0 bestimmt wird, wo ¥ eine gegebene
einformige Function der Coordinaten X, Y, Z ist. Es gebe
ferner die Differentiation:

dy = edz + gdy + hdz,
d¥ = EdX + GdY + HdZ,

[28] wo e, g, & Functionen von 2z, y, 2z, und E, G, H
“Functionen von X, Y, Z sein werden.

Da die Betrachtungen, durch welche wir zu dem vorge-
setzten Ziele gelangen milssen, obwohl an sich nicht schwierig,
doch etwas ungewdhnlicher Art sind, so wollen wir uns be-
mithen, ihnen die grosste Klarheit zu geben. Wir wollen
zwischen den beiden einander entsprechenden Darstellungen
auf den Flichen, deren Gleichungen 1= 0 und ¥ =0 sind,
sechs Zwischen-Darstellungen in der Ebene annehmen, so
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dass acht verschiedene Darstellungen in Betracht kommen,
némlich:
indem als correspondirend be-
trachtet werdem die Punkte,
deren Coordinaten resp. =
1. das Urbild in der Fliche, deren Gleichung =10 <z, y, z;
2. Darstellung in der Ebene . . . .. o2,y 0
- —--.........t,u,u;
- - = = L e e Py, 0,
- P S 4 N |
- —--.........T,U,O;
X, Y, 0:
8 Abbxldung in del Fluche, derenGlexchung ‘P-—-O X, Y Z.

\lowvvusoa

-

Wir wollen nun diese verschiedenen Darstellungen unter
einander lediglich in Beziehung auf die gegemseitige Lage
der unendlich kleinen Linearelemente vergleichen, indem wir
das Grossenverhdltniss ganz bei Seite setzen; als #hnlich
liegend werden also zwei Darstellungen betrachtet, wenm von
zwei aus Einem Punkte ausgehenden Linearelementen dem im
der einen Darstellung rechts liegenden auch in der andern
das rechts liegende entspricht; im entgegengesetzten Falle
werden sie verkehrt liegende heissen. Bei der Ebene, von
Nr. 2—7, wird immer die Seite, wo die positiven Werthe der
dritten Coordinate liegen, als die obere betrachtet; bei der
ersten und letzten Fliche hingegen ist die Unterscheidung der
obern und untern Seite bloss von dem positiven oder nega-
tiven Werthe von y und ¥ abhiingig, wie sechon oben fest-
gesetzt ist.

[27] Hier ist nun zuvorderst klar, dass fiar jede Stelle
der ersten Fliche, wo man bei ungeindertem z und y durch
ein positives Increment von z auf deren obere Seite kommt,
die Darstellung in 2 mit der in 1 #hnlich liegend sein wird;
dies wird also offenbar itberall zutreffen, wo A positiv ist;
und das Gegentheil wird bei einem negativen A eintreten, wo
die Darstellungen verkehrt liegend sein werden.

Auf dieselbe Weise werden die Darstellungen in 7 und
8 #hnlich liegend oder verkehrt liegend sein, je nachdem H
positiv oder negativ ist.

Um die Darstellangen in 2 und 3 unmter sich zu ver-
gleichen, sei in der erstern ds die Linge eimer umendliel
kleinen Linie von dem Punkte, dessen Coordimaten z, y, zu
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einem andern, dessen Coordinaten z 4 dz, y + dy sind,
und / deren Neigung gegen die Abscissenlinie, wachsend in
dem Sinn, in welchem man von der Axe der z zu der Axe
der y tibergeht, also dz =dscos/, dy=dssinl. In
der Darstellung 3 sei do die Grosse der Linie, welche der
ds entspricht, und ihre Neigung zur Abscissenlinie, wie vor-
hin verstanden, A, so dass d¢{ = do cos A, du = do sin 1.
Man hat also, in den Bezeichnungen des 4. Artikels:

ds cos | = do(a cos A + a’ sin 4},

dssinl = do(bcos L + & sin A),
folglich: ,
bcos i+ b sin

tang ! = . — .
ang @ cos 4 4+ a’ sin 4

Betrachtet man nun z und y als constant, und 7, 4 als ver-
#nderlich, so giebt die Differentiation:

dl ab — ba’
di~ (acos A+ a’sin A)* + (b cos A + & sin A)?
’ ’ da*
= (@t — ba)- T

Man sieht also, dass, je nachdem ab’—bda’ positiv oder nega-
tiv ist, /und A immer zugleich wachsen, oder sich entgegen-
gesetzt (28] dndern, und also im erstern Fall die Darstellangen
2 und 3 #hnlich liegend, im andern verkehrt liegend sind.

Aus der Verbindung dieses Resultats mit dem vorhin ge-
fundenen ergiebt sich, dass die Darstellungen in 1 und 3
ghnlich liegend oder verkehrt liegend sind, je nachdem
ab — ba'

I3

Da auf der Fliche, deren Gleichung i = 0 ist,

edr 4 gdy + hdz = 0,

positiv oder negativ ist.

also auch:
(ea + gb + he)dt + (ea’ + gb" + he')du =0

wird, wie auch immer das Verhiltniss von d¢ und du ge-
wihlt wird, so muss offenbar identiseh:

ea+ gb 4+ hec=0, ea + gb' + he'=0
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werden, woraus folgt, dass e, g, % resp. den Gréssen bc'—c?’,
ca' — ac’, ab’ — ba' proportional sind, also:

be' — b’ ca — ac’ al/ — ba’

e g 3

Man kann also, welchen dieser drei Ausdriicke man will,
oder, wenn man mit der ihrer Natur nach positiven Grosse
ee + gg -+ kA multiplicirt, die sich ergebende symmetrische
Grosse:

ebe' + gea’ + had — ecd — gac’ — hba’

als Criterium der #hnlichen oder verkehrten Lage der Theile
in den Darstellungen 1 und 3 anwenden.

Ganz ebenso wird #hnliche oder verkehrte Lage der
Theile in den Darstellungen 6 und 8 von dem positiven oder
negativen Werthe der Grosse:

BC'—CB' _CA — AC' AB'— BA
E o G - H ’
oder, wenn man lieber will, der symmetrischen
EBC'4+ GCA'+~ HAB' — ECB'— GAC' — HBA’

abhangen.

(29] Die Vergleichung der Darstellungen in 3 und 4
beruht auf ganz #hnlichen Griinden, wie die von 2 und 3.
und die #hnliche oder verkehrte Lage der Theile hiingt von
dem positiven oder negativen Zeichen der Grisse

ab; und ebenso bestimmt das positive ode‘r negative Zeichen
von ‘
AP 3Q AP Q

T d3U 33U T

die #hnliche oder verkehrte Lage der Theile in den Dar-
stellungen 5 und 6.

Was endlich die Verglelchnng der Darstellungen 4 und
5 unter sich betrifft, so kénnen wir uns auf die Analyse des
8. Artikels beziehen, aus welcher erhellt, dass jene in den
kleinsten Theilen #hnlich, -oder verkehrt liegend sind, je
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nachdem man die erste oder zweite Auflésung gewihlt, d. i.
_ entweder

P+iQ=f(p+1i9 und P—:iQ=f(p—iq),
oder

P+iQ=f(p—ig) wmd P—iQ=f(p+ iq)
gesetzt hat.

Aus diesem allen ziehen wir nunmehro den Schluss, dass
man, wenn die Darstellung auf der Fliche, deren Gleichung
¥ =0 ist, dem Urbilde auf der Fliche, deren Gleichung
=20 ist, in den Kkleinsten Theilen nicht bloss &hnlich,
sondern auch #hnlich liegend sein soll, auf die Anzahl der
negativen Grossen, welche unter diesen vier Grossen vor-
kommen:

abl—ba’ dp dqg dp dgq

h Todt du du ¥’

WP ¥Q 3P 3Q AB'— BA

AT dU U 3T’ H !
Riicksicht nehmen muss; ist gar keine oder eine gerade An-
zahl darunter, so wird die erste, ist eine oder drei negative
unter ihnen, so wird die zweite Aufldsung gewiblt werden
missen. Bei entgegengesetzter Wahl findet allemal eine ver-
kehrte Aehnlichkeit statt.

(30] Uebrigens lisst sich noch zeigen, dass, wenn obige

vier Grdssen resp. mit r, s, S, I bezeichnet werden, allemal

rVee 4 gg+lzb_+n RVEE+4 GG+ HH
) - S

wird, » und NV in der Bedeutung des 5. Art. genommen; wir

tibergehen jedoch hier den nicht schwer zu findenden Beweis

dieses Theorems, da dieses fiir unsern Zweck nicht weiter
ndthig ist.

==+N

Ostwald's Klassiker. 55. 6



Anmerkungen.

Allgemeines.

Unter den verschiedenen Arten, eine krumme Oberfliche
auf einer Ebene darzustellen, ist von besonderer Wichtigkeit
diejenige, bei der die Abbildung dem Abgebildeten in den
kleinsten Theilen #hnlich ist. Derartige Abbildungen, die man
nach Gauss [»Untersuchungen itber Gegenstinde der hdheren
Geodisie, erste Abhandlung«; Abhandlungen der Konigl. Ge-
sellschaft der Wissenschaften zu Gottingen Bd. II, 1844; wvgl.
auch Gauss’ Werke, Bd. IV p.262] conform, neuerdings auch
wohl winkeltreu nennt, sind zuerst von Lambert in seinen
»Anmerkungen und Zus#tzen zur Entwerfung der Land- und
Himmelscharten« bebandelt, einer Schrift, die in Heft 54 der
Klassiker abgedruckt ist. Indessen begntigte sich Lambert
damit, die Differentialgleichungen, von denen die conforme
Abbildung einer Kugel auf eine Ebene abhiingt, aufzustellen
(vgl. Abschnitt VI der erwihnten Arbeit) und aus denselben
neben den schon vorher bekannten (stereographische und Mer-
cator'sche Projection) einige neue winkeltreue Projectionsarten
abzuleiten. Es gelang ihm aber nicht, die Aufgabe der con-
formen Abbildung von Flichen allgemein durchzufithren. Diese
Liicke ist durch die beiden Arbeiten ausgefiillt, welche den
Inbalt des vorliegenden Heftes bilden.

Der Verfasser der ersten dieser Arbeiten, Lagrange, ist direct
durch Lambert’s Untersuchungen zu einer Erweiterung derselben
angeregt (vgl. Lambert’s » Anmerkungen und Zusitze«, § 73),
hat aber die Ergebnisse seiner Rechnungeu erst nach Lambert’s
Tode im Jahre 1779 verdffentlicht. Lagrange 16st zunichst die
‘Aufgabe der conformen Abbildung beliebiger Rotations-
flichen auf eine Ebene allgemein (seine Beweisfithrung enthiilt
allerdings eine Liicke, vgl. die Anmerkung S.88-—89) und stellt
dabei eine Formel zur Berechnung der Vergrdsserung an irgend
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einer Stelle des Bildes auf. Er wendet seine Ldsung dann auf
den besonderen Fall an, in welchem die Meridiane und Par-
allelkreise der abzubildenden Fliche im Bilde durch Kreise
wiedergegeben werden. Eine weitere S8pecialisirung besteht
darin, dass als abzubildende Fliche ein abgeplattetes Rotations-
ellipsoid angenommen wird. Aus den fir letztere Fliche sich
ergebenden Formeln leitet Lagrange verschiedene Folgerungen
ab und zeigt, wie man dieselben bei der Conmstruction geo-
graphischer Karten verwerthen kann.

Gauss geht in seiner Abhandlung, zu deren Abfassung
er durch eine von der konigl. Bocietit der Wissenschaften zu
Kopenhagen gestellte Preisaufgabe veranlasst war, insofern
tber Lagrange hinaus, als er die Differentialgleichung auf-
stellt, auf welche die Aufgabe der conformen Abbildung fir
beliebige Flichen fihrt. Er hebt sodann, was Lagrange
iibergeht, den Unterschied zwischen den beiden Ldsungen,
welche jene Aufgabe hat, hervor und wendet schliesslich die
allgemeinen Formeln auf eine Reihe einfacherer Beispiele an.
Wihrend ferner Lagrange hauptsichlich darauf ausgeht, prak-
tisch brauchbare Formeln zu gewinnen, tritt bei Gauss der
rein mathematische Gesichtspunkt mehr hervor. Endlich zeich-
net sich die G'auss’sche Darstellung durch grosse Eleganz aus.
Dass Gauss der Arbeit von Lagrange mit keinem Worte ge-
denkt, ist wohl dadurch zu erkliren, dass sich in der Abhand-
lung von Gauss tberhaupt kein einziges Citat, keine einzige
historische Bemerkung findet.

Von den Lebensumstinden der beiden berithmten Verfasser
der vorstehenden Abhandlungen sei hier Folgendes erwihnt.

Joseph Lours de Lagrange, am 25. Januar 1736 zu
Turin geboren, wurde schon mit 19 Jahren Lehrer an der
Artillerieschule seiner Vaterstadt, in der er bis 1766 lebte.
Von 1766—1787 war er Director der mathematisch-physika-
lischen Klasse der Berliner Akademie; von 1787 ab wohnte
er in Paris, wo er am 10. April 1813 starb. Seine zahlreichen
Abhandlungen sind vorzugsweise in den Memoiren der Akade-
mien der genannten drei Stidte, einige spitere im Journal de
I'Ecole polytechnique erschienen. Von selbstindigen Werken
verdffentlichte er:

Mécanique analytique. Paris 1788; 2, Auflage 1811—1815;
3. Auflage, von Bertrand herausgegeben, Paris 1853—1855.

6%
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Théorie des fonctions analytiques. Paris 1797; 2. Auf-
lage 1813; eine deutsche Uebersetzung von Griison erschien
1798 zu Berlin.

Traité de la résolution des équations numériques de tous
les degrés. Paris 1798; 2. Auflage Paris 1808.

Lecons sur le calcul des fonctions. Paris 1806.

Die letztgenannte Schrift ist zuerst im Journal de I'Ecole
polytechnique verdffentlicht, sp#ter erst als selbstindige Schrift
erschienen. Von den drei letzten Schriften ist eine deutsche
Uebersetzung unter dem Titel: »Lagrange's Werke, deutsch
von Crelle«, zu Berlin 1823—1824 erschienen.

Ferner sind Lagrange’s gesammelte Werke unter dem Titel :
vOeuvres de Lagrange« in 14 Bénden von Serret und Darboux
(Paris 1867—1892) herausgegeben.

Von Bchriften tiber Lagrange sind folgende anzuftihren:

Delambre: Notice sur la vie et les ouvrages de M. le
Comte J. L. Lagrange (Mémoir. de I'Institut pour 1812, wieder
abgedruckt in Theil I der Oeuvres de Lagrange).

Pietro Cossali: Eloge de Gius. Luigi la Grange (Padova
1813).

Julien Joseph Virey et Frangois André Potel: Précis
historique sur la vie et la mort de J. L. Lagrange (Paris 1817).

Kurze Lebensbeschreibungen finden sich auch in »Bio-
graphie universelle«, T. XXVIII, p. 847ff., Paris 1861 ; ferner
in Ersch und Gruber’'s Encyklopidie, I. Section, Theil 79,
S. 339ff., Leipzig 1865.

Carl Friedrich Gauss, am 30. April 1777 in Braun-
schweig geboren, besuchte das Gymnasium seiner Vaterstadt,
spiter das Collegium Carolinum daselbst bis 1795, studirte
dann 1795—1798 in Gottingen, lebte von da bis 1807 als
Privatmann in Braunschweig (voritbergehend auch in Helm-
stedt), wurde 1807 Professor und Director der Sternwarte in
Gottingen, welche Stellung er bis zu seinem am 23. Februar
1855 erfolgten Tode bekleidete. Neben zahlreichen Abhand-
lungen mathematischen, astronomischen und physikalischen
Inhalts, deren wichtigste in den Abhandlungen der Gdottinger
Societiit der Wissenschaften erschienen sind, verdsffentlichte er
folgende selbstindige Werke:

Inaugural-Dissertation tiber den Fundamentalsatz der Al-
gebra. Helmstedt 1799 (vgl. Heft 14 der Klassiker).
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Disquisitiones arithmeticae. Leipzig 1801.

Theoria motus corporum coelestium. Hamburg 1809.

Ferner gab er mit Wilhelm Weber die »Resultate aus
den Beobachtungen des Magnetischen Vereins« in 6 Binden,
Gottingen 1837—1843, heraus.

Gauss' simmtliche Abhandlungen, sowie seine selbstin-
digen Werke sind nebst seinem wissenschaftlichen Nachlass
von der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften in 7 B#n-
den herausgegeben, Gottingen 1863—1874.

Von Schriften tiber Gauss mogen folgende hier genannt
werden.

W. Sartorius von Waltershausen: Gauss zum Gedicht-
niss. Leipzig 1856; 2. Aufl. 1877.

Winnecke: Gauss. Ein Umriss seines Lebens und Wir-
kens. Festschrift. Braunschweig 1877.

L. Hinselmann: Karl Friedrich Gauss. Zwolf Kapitel
aus seinem Leben. Leipzig 1878.

M. Cantor: Artikel Gauss in der allgemeinen deutschen
Biographie, Band VIII. Leipzig 1878.

Erwihnenswerth ist Gauss’ Briefwechsel mit Schumacher
(Altona 1861—1862), A.v. Humboldt (Leipzig 1877), Nicolar
(Karlsruhe 1877) und Bessel (Leipzig 1880).
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Abhandlung von Lagrange.

Die Arbeit »Sur la construction des cartes géogra-
phiques, premier et second mémoirec ist zuerst in den
Nouveaux Mémoires de ' Académie Royale des Sciences et Belles
Lettres de Berlin, Année 1779, p. 161—210 (Berlin 1781) ver-
sffentlicht, spiiter in den Oeuvres de Lagrange, T. IV, p. 635
—692wieder abgedruckt. Die vorstehende Uebersetzung hilt sich
streng an den Lagrange'schen Text. In der Schreibweise der
Formeln bin ich nur insofern von Lagrange abgewichen, als ich
durchweg (mit Ausnahme einer Stelle S. 19, vgl. Anmerk. 8. 90)
fir ¥ — 1 das Zeichen ¢ benutzt habe. Ausserdem sind die vor-
kommenden partiellen Ableitungen mit runden d bezeichnet und
die Potenzen trigonometrischer Functionen anders als im Original
geschrieben. In einigen Formeln fanden sich bei Lagrange
Fehler, die auch in die Oeuvres tibergegangen sind; diese
sind mit Ausnahme einer Stelle am Schluss der Arbeit, die
weiterhin zu besprechen sein wird, hier verbessert.

§. 4. Gnomonik ist die Lehre von den Sonnenuhren.

S. 4. Claudius Ptolemaeus, der beriithmteste Astronom
des Alterthums, lebte in der ersten Hilfte des zweiten Jahr-
hunderts unserer Zeitrechnung zu Alexandria. Sein bekanntestes
Werk, in dem das nmach ihm benannte Weltsystem aufgestellt
ist, ist die weydAn odwradig, von den Arabern spiter »Al-
magest« genannt. Seine Geographie in acht Biichern ist eine
der grossten litterarischen Unternehmungen des Alterthums.

S. 4. Astrolabium war frither der allgemeine Name aller
in der Astronomie, beim Feldmessen etc. gebrauchten Winkel-
messer. Eine Abbildung der Himmelskugel wird als Astrolabium
bezeichnet, insofern eine solche Abbildung zur Ermittelung
der L#nge und Breite der Himmelskérper dienen kann.
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8. 5. Ueber Kaestner vergl. Heft 54 der Klassiker 8. 84.
In dem genannten Hefte sind auch die Haupteigenschaften der
stereographischeri Projection abgeleitet (8. 79—82).

8. 5. Commandino, Federigo, Arzt und Mathematiker,
geb. 1509 in Urbino, gest. daselbst 1575, emendirte und com-
mentirte mehrere Werke der Alten. 1558 erschien zu Vene-
dig seine »Commentatio in Ptolemaei planisphaerinm«. — Die
Schreibweise spherae statt sphaerae ist von Lagrange ange-
wandt.

S. 5. Reducirte Seekarten sind Karten in Mercator's
Projection, vgl. Heft 54 der Klassiker 8. 82—83, 85.

S.6. Analemma ist eine Zeichnung, mittelst welcher
auf einer Sonnenuhr die Linien bestimmt werden, welche der
Schatten irgend eines Punktes des Zeigers an dem Tage be-
schreibt, an welchem die Sonne in irgend ein Zeichen des
Thierkreises tritt. Analemmatische Sonnenuhren (cadrans ana-
lemmatiques) sind also Sonnenuhren, die mit einer solchen
Zeichnung versehen sind.

S. 6. De la Hire (Philipp), Mathematiker und Astro-
nom zu Paris, 1640— 1718, schrieb ausser vielen Abhandlungen
eine théorie des comiques, 1672. Die hier citirte Arbeit, die
den Titel fihrt »Sur un nouvel astrolabe universel« steht in
der Histoire de ’Académ. de Paris 1701 p. 96.

8. 7. Lagrange sagt, dass bei der Mercator'schen Pro-
jection der Abstand zwischen dem Aequator und einem be-
liebigen Parallelkreise dem Logarithmus der Tangente des
halben Complementes der Breite proportional ist. Es schien
mir zweckmiissiger, dafiur den Logarithmus der Cotangente,
der sich von dem ersteren ja nur durch das Vorzeichen unter-
scheidet, zu setzen, damit sich fiir positive Breiten ein posi-
tiver Werth des Abstandes ergiebt.

8. 7. Ueber die Arbeit von Lambert vgl. Heft 54 der
Klassiker. Lagrange wiirdigt hier das Verdienst von Lambert
nicht gendigend. Lambert’s Arbeit enthilt schon zwei Er-
weiterungen der stereographischen Projection, einmal die so-
genannte winkeltreue Kegelprojection (cf. Heft 54 der Klassiker,
Abschnitt IV, V und 8. 87), sodann auch die Kreisnetze, deren
eingehender Untersuchung der grosste Theil der Lagrange-
schen Arbeit gewidmet ist. Allerdings entbehrt Lambert’s
Ableitung der Krejsnetze der ndthigen Strenge. Auch geht
Lagrange bei seinen Erdrterungen von allgemeineren Gesichts-
punkten aus.
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8. 7. Euler, Leonhard, geb. 15. April 1707 in Basel,
gest. 7. September 1783 in Petersburg, ist als einer der her-
vorragendsten und fruchtbarsten Mathematiker des vorigen
Jahrhunderts bekannt. Die Zahl der von ihm verdffentlichten
Abhandlungen und Werke betriigt 756. Seine im Text er-
wihnten, in den Acta Academ. scient. Petropol. pro anno 1777,
Pars I, erschienenen Arbeiten ilber Kartenprojection haben
folgende Titel:

1) De repraesentatione superficiei sphaericae super plano,

S. 107—132.

2) De projectione geographica superficiei sphaericae, 8. 133

—142.

3) De projectione geographica Delisliana in mappa generali

imperii russici usitata, 8. 143--153.

8. 8, letzte Zeile. Statt p = cos s, wie im Original steht,
muss es p = 1 — cos s heissen.

S. 11. Die Methode von o' Alembert (1717—1783) be-
steht darin, simultane Differentialgleichungen durch Multipli-
cation mit geeigneten Coefficienten und Addition auf Quadra-
turen zuriickzufithren. Man findet diese Methode in &’ Alembert’s
»Suite des recherches sur le calcul intégral«, Mém. de I’Acad.
de Berlin, T. IV, 1748, 8. 249—291. Vgl. auch: d’ Alembert,
Opuscula mathematica, 8 vol., Paris 1761—1768.

8. 12. Der Nachweis, dass jeder unendlich kleine Theil
der abzubildenden Fliche seinem Bilde auf der Karte #hnlich
ist, ist nicht vollstiindig gefithrt. Soll jene Aehnlichkeit statt-
finden, so miissen nicht nur alle von einem Punkte der Fliche
ausgehenden Bogenelemente sich ebenso zu einander verhalten
wie die entsprechenden Bogenelemente der Karte, sondern
ausserdem muss der von zwei beliebigen Bogenelementen der
Fliche eingeschlossene Winkel gleich dem Winkel zwischen
den entsprechenden Elementen der Karte sein (vgl. die Arbeit
von Gauss 8. 58). Allerdings ist die letztere Bedingung von
selbst erfilllt, wenn die erstere erfilllt ist. Das ldsst sich
folgendermaassen zeigen.

Das Bogenelement diS = Vds* + ¢*d* der abzubilden-
den Rotationsfliche bilde mit dem durch seinen Endpunkt
gehenden Meridian den Winkel 3, so ist

_gdt _ dt
1) tang 3 = ds —du"
Dem Bogen dS entspricht auf! der Karte das Element
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do =Vda* 4 dy*. Dasselbe bildet mit der z-Axe einen
Winkel A, der durch die Gleichung

_dy coswdu-sinwdt
2) tang}'—;i_z-—sinwdu—eoswdt

bestimmt ist. Aus 1) und 2) folgt

__cosw -+ sinw tg I
sin w —cos w tg 3

= cotg (w — I} ;

3) }.=%——w+3.

Das dem Meridianbogen ds entsprechende Element do, der
zy-Ebene bildet mit der z-Axe einen Winkel 4, , der sich
aus 2) ergiebt, wenn man in dieser Gleichung d¢ =0 setzt;
d. h. es ist

4) tang 4, = cotg w , A= % —w.
Mithin ist
5) A—Al, =39

d. h. der Winkel %, den irgend ein Bogenelement der abzu-
bildenden Rotationsfliche mit dem durch seinen Endpunkt
gehenden Meridian bildet, ist gleich dem entsprechenden Winkel
der Karte. Da dies fiir alle von einem Punkte ausgehenden
Bogenelemente gilt, so bleibt auch der Winkel zwischen zwei
beliebigen Bogenelementen bei der Abbildung ungeiéndert.

§. 16. In der vorletzten Zeile des Abschnitts 8 ist der
Deutlichkeit wegen das Wort »gegebene« hinzugefilgt [vgl.
Abschnitt 18 des Textes].

S. 17. BStatt des Buchstabens U steht im Original V.

S8. 18. Die hier aufiretende Differentialgleichung

@' (w4 1t) (_D:(u — i)

Qlu+it) Ou—a1)
nimmt, wenn man die Functionen ¢, @ durch die Functionen
f, F ausdritckt, folgende Form an:

S (w411 " u+tt F"'u—it)  3(F"(u—1t)\*

fle4dt) j u-}-zt T Fu—i) 2\Flu—ii)
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Diese Gleichung spielt auch in den Untersuchungen des Herrn
H. A. Schwarz tber conforme Abbildung ebener Figuren auf
einen Kreis eine wichtige Rolle (Ueber einige Abbildungsauf-
gaben, Journ. f. Math. LXX p. 105 ff.,, Gesammelte Mathe-
mAatische Abhandlungen von H. A. Schwarz, Bd.II 8. 65 ff.).
Nur muss die Gleichung dort nicht fir ein zweifach ausge-
dehntes Gebiet, sondern nur lings einer Linie erfiillt sein.

Den Ausdruck
flll(z) _é (f"(z))i= s ¢"(z)
S'@E 2\ 9(2)

nennt Herr Cayley (Cambr. Philos. Transact. vol. XIIT Part. I)
»the Schwarzian derivative« der Function f. —

Zur Erliuterung des Schlusses, dass, wenn obige Glei-
chung fir ein zweifach ausgedehntes Gebiet bestehen soll, jede
Seite derselben Constante gleich sein muss, diene folgende
Bemerkung. Soll eine Gleichung der Form

Y+ it) =y, (u—17)
fur beliebigé Werthe von % und ¢ bestehen, so mfissen auch
die durch Differentiation dieser Gleichung nach # oder nach «

sich ergebenden Gleichungen erfillt werden; es muss also
einerseits

Y (u+ i) =1y, (u—1?),
@' (i) = — [ — it

sein. Daraus folgt
Y (i) =y, [t —it) =0

Yutit) =y, u—it) =k.
§. 19. Hier konnte die sonst durchweg benutzte Schreib-

weise ¥V— 1=1¢ nicht ohne eine ginzliche Aenderung des
Lagrange’schen Textes angewandt werden. Deshalb ist an
dieser Stelle die Schreibweise von Lagrange beibehalten (vgl.
auch die folgende Bemerkung).

§. 19—20. Die letzte Formel 8. 19 ist bei Lagrange
unrichtig. Einmal fehlt dort im Nenner der Factor V4 ; so-
dann aber steht auf der rechten Seite filschlich das Vorzeichen
— statt des Vorzeichens +. Durch Verbesserung dieses Feh-
lers wurde in den ersten Zeilen von S. 20 eine kleine Aende-

andererseits

und weiter
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rung des Textes erforderlich. Im Original lauten diese Zeilen:
»und dieser Ausdrucke« [fur F(w— ¢¢)] »geht offenbar aus
dem vorhergehenden hervor, wenn man in demselben das Vor-
zeichen von % #ndert, ausserdem aber Z an Stelle von u, P
an Stelle von Q setzt und umgekehrt.

Uebrigens ist, auch abgesehen von dem eben erwihnten
Fehler, das Resultat, zu dem Lagrange in Abschnitt 11 ge-
langt, nicht ganz correct. Der Grund dafiir liegt darin, dass
zwischen den beiden Werthen, welche die Quadratwnrzel aus
einer negativen Zahl annehmen kann, nicht ordentlich unter-
schieden wird. Es geht dies aus Folgendem hervor.

Zuniichst mége % positiv sein, so ist

. —1 .
Sflutit)= VR AT +

1)
—1
Flu—1t) = — H
( ) 2PVE [PeViu—it | Q] +
Dabei kann unter V% sowohl die positive als die negative

Waurzel verstanden werden. Das ergiebt sich daraus, dass
die Ausdriicke fiir ¢(z) und @(2) durch Vertauschung von

4+ V% mit — V% ihre Form nicht #ndern, und dass es auf
die Bezeichnung der Integrationsconstanten nicht ankommt.
* Auch die von Lagrange in Nr. 11 angegebene Transformation
von F(u—1t), der man eine analoge Transformation von
flu—++¢) an die Seite stellen kann, fihrt zu demselben Re-
sultat. Indessen, wenn auch das Vorzeichen von Vi willktir-
lich ist, so muss man doch das einmal gew#hlte Vorzeichen
innerhalb desselben Ausdrucks beibehalten. Es wire falsch

2VEk(w + it) = + 2Vhu — 2iVkt

H

zu setzen.
Analoges gilt fiir den Fall, dass % negativ ist. Es sei
=—%F,
%, also positiv. Dann kann man nach dem oben Gesagten
unter V% sowohl + ¢VZ%, , als — ¢ V%, verstehen; aber man
darf nicht innerhalb derselben Gleichung einmal Vi= -+ iV%,,

das andere Mal V% = — V%, setzen, sondern muss das ein-
mal gewiihlte Vorzeichen beibehalten. Es moge also festgesetzt

werden, in dem Ausdruck fir f(u + <f) solle V& =—1:V%,,
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in dem fir Flu — i) dagegen Vi = +- iV, sein. Dann
erhalten wir: ‘

flu+1dt)= 2iMVE, [Mej;:/;,(.,“,) s + @
1
2) " aim V%,[M;'_/ﬁl«—-u) " N]+G,
Flu—it)= 2iPVE, [PHVRU— | g +H
- 2{PVk, [P;/’g(t+iu)+ Q +H.

Die Ausdriicke 2) gehen aus den.Ausdrticken 1) dadurch
hervor, dass man an Stelle der in 1) auftretenden Grdssen
k, u, t respective %, , ¢, , — u setzt und die Bezeichnung der
Integrationsconstanten #ndert. Eine Aenderung des Vorzeichens
von %~ kommt demnach auf eine Drehung des Coordinaten-
systems w, ¢ (diese Grossen als Coordinaten einer Ebene ge-
dacht) um 90° hinaus. Wollte man sowohl in f(u - ¢¢), als
in Flu —14t) Vk=—1iV#%, setzen, so misste man F(u—1¢)
zuvor in der von Lagrange angegebenen Art umformen.

Es bleibt noch zu erdrtern, weshalb es gentigt, der Con-
stante £ nur reelle Werthe beizulegen. Zerlegt man die Fune-
tion ¢ (% 4 ¢¢) in ihren reellen und ihren imaginiren Theil,

pu+ 1) =M+ iN,
wo M und N reelle Functionen von ¢ und » sind, so mauss,
damit das Vergrdsserungsverhiltniss 72, mithin auch £ reell
wird, @(x — ¢¢) die Form haben:
Ou—it) =M—1IN.
Daraus folgt, dass auch die beiden Ausdrtcke
@' (v + 2¢) ' Q" (u — 1¢)
@ v + it und D(u—it)
conjugirte complexe Grdssen sind, d. h. sich pur durch das

Vorzeichen von ¢ unterscheiden. Andererseits miissen die bei-
den letzten Ausdriicke derselben Constante % gleich sein. %
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muss also sowohl die Form %, + ¢%,, als die Form %, —?Z%,
haben, d. h. %, muss verschwinden.

Auf den Fall 2= 0, der eine besondere Betrachtung
crfordern wtrde, geht Lagrange nicht ein. ‘

S.22 Z.9 von oben muss y =B —rcos2{ct + g
heissen [statt y = A4 — r cos 2 (c? -+ g)]. — Die letate Formel
von 8. 22 enthdlt im Original einen Druckfehler ; in dem zwei-
ten Summanden der vorletzten Zeile steht dort & cos (g 4 A)
statt dsin (g + 4).

S. 21—23. Es mag hier auf die wichtigsten geometri-
schen Eigenschaften der von Lagrange abgeleiteten Kreisnetze
kurz hingewiesen werden.

Es handelt sich um zwei Schaaren von Kreisen. Die eine
derselben (Nr. 14) hat die Eigenschaft, dass alle Kreise der
Schaar durch zwei feste Punkte NV, IV, gehen, deren Coordi-
naten

cos(g+7) sin(g—+7)

x=.A, y=B; resp. x=A—Tbc_’ y=B+—2-m—

sind. Der iber der Sebne NIV, liegende Peripheriewinkel
eines der Kreise der Schaar ist ¢z - y—;;f Die beiden

festen Punkte NV, N, liegen anf der Geraden, auf der die
Mittelpunkte der zweiten Kreisschaar (Nr. 15) liegen, und N
und NV, haben von der Geraden, auf der die Mittelpunkte der
ersten Schaar liegen, gleichen Abstand. Die Kreise der zwei-
ten Schaar (Nr. 15) haben die Eigenschaft, dass fir jeden
derselben das Verh#ltniss der Abstinde eines Punktes P von den
vorher erwihnten festen Punkten constant ist; es ist ndmlich

be—2cu

PN: PN, =

Fir den Fall 5= 0 gehen, wenn @ und ¢ endlich bleiben,
die Kreise der zweiten Schaar in concentrische Kreise iiber,
die IV zum gemeinsamen Mittelpunkt haben, wihrend die Kreise
der ersten Schaar in gerade, durch IV gehende Linien iiber-
gehen. NV, liegt dann unendlich fern. Soll IV ins Unendliche
riicken und NV, der gemeinsame Mittelpunkt der Kreise der

zweiten Schaar werden, so hat man 4 = 4, + 2 082(_Z;|;h) ’
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_ sin (g 4 4)
B=B,— 2abc

A,, B,, b, c endlich bleiben.

Setzt man a = b= %z und geht dann zur Grenze ¢ =0

, 8odann @ = 0 zu setzen, wihrend

tiber, wodurch —— %2 b = 0 wird, so fallen NV und NV, zusammen.

Alle Kreise beider Schaaren gehen dann durch XN, und zwar
bertthren alle Kreise der einen Schaar in IV ein und dieselbe
Gerade, wihrend die Kreise der zweiten Schaar in NN eine
zweite, auf der ersten senkrechte Gerade bertthren. Auf die
beiden Schaaren der sich bertthrenden Kreise wird man auch
gefithrt, wenn man von vorne herein auf 8. 18 £ = 0 setat
und mit diesem Werthe die Rechnungen S. 18—23 neu durch-
fithrt.

§. 26—27. An Stelle von y — p steht bei Lagrange
falschlich #berall 1 — p.

S. 28. Die hier citirte Arbeit von Lagrange steht in
den Nouv. Mémoir. de I'Académ. Roy. d. Sciences et Belles-
Lettres de Berlin, Année 1776, 8. 214—235 (cf. Oeuvres
de Lagrange, T.IV p. 275) und fihrt den Titel »Solutions
de quelques problémes d’astronomie sphérique par le moyen
des séries«. In derselben wird die hier benutzte Hiilfsformel
folgendermaassen bewiesen.

Setzt man zur Abkiirzung

(1 + & cos z)’ze__

1 —¢gcosz ’

so ist
tang §C = m tang §z.

Fahrt man an Stelle der trigonometrischen Functionen Ex-
ponentialfunctionen mit lmaglnsnen Exponenten ein, so wird

et —1 51
e"§+l—me"‘+l’

(L+me*4+1—m e 40
(1—m)e"—|—1+m Oeis 1"

daher

et =

worin
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ist. Die letzte Gleichung kann man auch schreiben

i — pts5 .I_Loe_i_‘.
T T e

Daraus folgt ,
L=2z+ %— {log (1 4 Ge—%%) —log (1 + Ge'%)}.

Ist der absolute Werth von 6 kleiner als 1, so kann man den
Logarithmus nach Potenzen von 6 entwickeln und erh#lt dann
unmittelbar die Formel 8. 28, Z. 3 v. u.

8.29 Z.6. Bei Lagrange steht filschlich

{==2z—4¢e*sin2z statt [ =24 fe*sin2z.

S§. 32 Z. 8. Hinsichtlich der Aenderung in der Bezeich-
nung der Constanten ist zu beachten, dass zuerst an Stelle

1 t:
Tabe 20 setzen,
dagegen erst nach Ausfithrung dieser Substitutionen ¢ in {c¢
umzu#ndern ist.

§. 33. Das hier abgeleitete Resultat, wonach fir ¢ =10
die Formeln S. 32 auf die Mercator'sche Projection fiihren,
steht durchaus nicht in Widerspruch mit der oben (8. 94) ge-
machten Bemerkung, wonach sich fiir £=10, also ¢ =0, die
Schaaren der einander berithrenden Kreise ergeben. In beiden
Fillen wird ¢ = 0, bei Mercator's Projection ausserdem
@ —b=ch=0, wihrend a endlich ist; bei den Schaaren
der sich berithrenden Kreise ist dagegen

von @, b resp. ak~C, bk+C und zugleich 4 =

m
a=b=—=®.
c

Um den Specialfall der concentrischen Kreise zu erhalten,
muss man zunéchst den Anfangspunkt in den Punkt z = ﬁ; ,
y == 0 verlegen und dann & = 0 setzen.

S.34 Z. 8v.u. Statt t=180°+ g, wie bei Lagrange

steht, ist £ = % 180° 4 g zu setzen.
§. 35. In der letaten Zeile steht bei Lagrange filschlich

> Q

4 4
== (tang g—) statt 2 == (tang g) )
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8. 37 Z. 13 v. u. Die Worte »auf dem Kreise B.D A E«
fehlen im Original.

Dass der iiber M N als Durchmesser beschriebene Kreis
durch A4 geht, folgt daraus, dass Winkel MAN = TAT'
nach der Construction = 90° ist.

S.38 Z. 1v. 0. Statt BAT' steht im Original filsch-
lich BET'.

Z.3 u.4. Bei Lagrange steht CN =— 6 cotg == 7/ (t ot—9,

Mir schien es besser, zwischen der Dreiecksseite CV und der
Ordinate des Punktes N zu unterscheiden.

Z.4v. u. Das Vorzeichen des Ausdrucks fiir z ergiebt
sich daraus, dass man fir { = 0 den Nordpol z =— — d er-
halten muss.

8. 39 Z. 9 v. 0. Auch hier fehlen die eingeklammerten
Worte im Original.

S. 40 Z. 5 u. 6 v. o. Im Original sind die Werthe der
Winkel 2zH G und 2z’ HG vertauscht.

Z. 6—11. Hier ist die Lagrange’ sche Wortfassung etwas
getindert.

Z. 15 v. u. Dass der Punkt G' der Karte dieselbe Linge
g hat wie der Augenpunkt, ist nicht ganz correct. Die L#ngen
beider Punkte sind vielmehr um 180° unterschieden. Auf der
Karte bilden allerdings zwei Meridiane, deren Lingen um
180° verschieden sind, Theile desselben Kreises.

S.41 Z.2 v.0. Bei Lagrange steht filschlich z—4*sin2 z
statt z + L e*sin2z.

§. 46. Die Aufgabe ist nicht elementar lsbar.

S. 48 letzte Zeile. Bei Lagrange steht auf der rechten
Seite im Zghler filschlich 1 statt 2. Bei allen folgenden For-
meln fiur m (bis 8. 55) fehlt in Folge dessen im Original der
Factor 2 im Nenner. Diese Fehler sind in der Uebersetzung
verbessert.

8. 50. Die Formel fiir m enthiilt bei Lagrange mehr-
fache Druckfehler.

§. 55. Das von Lagrange fir den Fall sin@w = ¢ an-
gegebene Resultat ist nicht richtiz. Denn vorher war gezeigt,
dass, wenn man
c— o8 @

¢+ cos @
setzt, die Factoren von g und (2 verschwinden. Da das fir

c=V1l+sin?w, n=
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beliebige & stattfindet, muss es auch fiir sin @==¢, c=1- §¢?,
n = }¢&* der Fall sein. Uebrigens fithrt auch die Rechnung
zu demselben Resultat.
Um ' 8
m=0¢ — §pBe + 15:
zu erhalten, muss man sin @ = ¢, n = }¢?, dagegen ¢ =1
setzen. Uebrigens wichst J mit abnehmendem sin @, so dass
fir sin @ = ¢ 3
0=~
€
wird, wo J, endlich ist. Ffir sin@ =¢, n=§¢*, ¢ =1
ergiebt sich daher
ﬁ!
m=204,— }8¢ + 19,
und fir ¢ = 0 verschwindet der Factor von [, nicht aber
der von (2. :
Bemerkt werden mag, dass Lagrange den unendlich klei-
nen Werth von sin & mit ¢ statt mit & bezeichnet.

Abhandlung von Gauss.

Die Arbeit ist zuerst in den »Astronomischen Abhand-
lungen, herausgegeben von H. C. Schumacher«, Heft 3, Altona
1825, 8. 1—30 verdffentlicht, in Gausss Werken Bd. IV
(Gottingen 1873) 8. 189—216 wieder abgedruckt. Das Titel-
blatt des Originals (8. 1) enth#lt neben dem Titel die Bemer-
kung: »Als Beantwortung der von der koniglichen Societiit
der Wissenschaften in Copenbagen fiir 1822 anfgegebnen
Preisfrage«; ferner das Motto:

»Ab his via sternitur ad maiorac.
Seite 3 des Originals enthilt folgende Vorrede:

»Der Verfasser dieser Abhandlung hat die zweimalige Wahl
der Aufgabe, die ihren Gegenstand ausmacht, als einen Beweis
von der Wichtigkeit betrachten zu mitssen geglaubt, welche die
konigliche Societsit derselben beilegt, und ist dadurch aufge-
muntert worden, dieser seine schon vor lingerer Zeit gefundene
Auflgsung vorzulegen, wovon ihn sonst die spi#te von der
Preisfrage erhaltene Kenntniss abgehalten haben wtrde. Er
bedauert, dass der letztere Umstand ihn gendthigt hat, sich
fast nur auf das Wesentliche und auf die Andeutung einiger

Ostwald's Klassiker. 55. 7



98 Specielle Noten zum Text.

niher liegenden Benutzungen fiir Kartenprojectionen und fiir
die hohere Geodisie zu beschrinken, da er ohne die Nihe
des Schlusstermins gern die Entwicklung einiger Nebenumstinde
noch weiter verfolgt, und die vielseitigen Anwendungen in der
hoheren Geodiisie aunsfiihrlich bearbeitet haben wiirde, welches
er sich nun fiir eine andre Zeit und fiir einen andern Ort
vorbehalten muss.

Im December 1822.¢

Mit Seite 5 beginnt dann der eigentliche Text,

Der vorliegende Abdruck giebt das Original, dessen Seiten-
zahlen beigeftigt sind, ohne Aenderung wieder. Nur in der
Schreibweise der Formeln sind geringe Aenderungen vorge-
nommen, so insbesondere in der Bezeichnung der partiellen
Ableitungen, sowie in der Schreibart der Potenzen von tri-
gonometrischen Functionen.

8. 61—63. Gauss bezeichnet die beiden auf S. 61 vor-
kommenden Functionen mit f(p 4 i¢) und f'(p — ¢q). Statt
der Bezeichnung f' schien es mir zweckméssiger, f, zu neh-.
men. Ebenso ist 8. 63 ¢, statt ¢’ gesetzt. Entsprechende
Aenderungen sind auch im Folgenden vorgenommen.

§. 65. Die Formel fiir f(v) ist Lagrange's Interpolations-
formel. Hinsichtlich der Ableitung derselben vgl. Serret: Cours
de calcul différentiel et intégral, 2me édit., Paris 1879, T. I
p. 616—617.

Weitere Untersuchungen iiber conforme Abbildung von
ebenen Flichenstiicken auf einander sind namentlich von Rie-
mann in seiner Inauguraldissertation (Gdttingen 1851), sowie
von Herrn H. A. Schwarz in verschiedenen Arbeiten angestellt
(s. Bernhard Riemann’s Gesammelte Werke, herausgegeben
von H. Weber. Leipzig 1876; ferner H. A. Schwarz: Ge-
sammelte mathematische Abhandlungen, Bd. II. Berlin 1890).

S. 66. Die letzte Formel dieser Seite enthilt im Original
einen Druckfehler; dort steht rechts - ¢ statt — <.

S, 67 Z. 3. Im Original fehlt der Factor » des zweiten
Summanden. ,

8. 68—69. Die hier abgeleitete Projection einer Kugel-
fliche findet sich schon bei Lambert, vgl. Heft 54 der Klassiker
8. 25. ,
Harding, geb. 1765 zu Lauenburg, gest. 1834 zu Got-
tingen, war Professor der Astronomie in letzterer Stadt. Seine
Sternkarten sind unter dem Titel: »Atlas novus coelestis,
XXVI tab. cont.« zu Gottingen 1808—1813 erschienen.
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S.70. Im Original steht hier und im Folgenden der
Buchstabe w statt w. Gauss selbst hat in seinem Handexemplar
{cf. Werke Bd. IV 8. 216) bemerkt, dass das Zeichen w gegen
seine Absicht benutzt sei. Es solle w sein.

S.71. Zu dem Resultat des Abschnittes 12 mag bemerkt

werden, dass die conforme Abbildung beliebiger Flichen zwei-
ter Ordnung auf eine Ebene zuerst von Jacod: gefunden ist
[Journ. f. Math. Bd. 19 und 59, vgl. Jacob:'s Werke Band II,
8.57 u. 399].
* Die Darstellung der Oberfliche des Umdrehungs-Ellipsoids
auf der Kugelfliche ist von Gauss weiter verfolgt in seinen
»Untersuchungen iiber Gegenstinde der hdheren Geodisie«
[Abbandl. d. Gétting. Ges. d. Wiss. Bd. II, 1844, und Bd. III,
1847; vgl. Gauss’ Werke Bd. IV 8. 259 ff.]. In den » Unter-
suchungen« sind die in der Vorrede zu dem vorliegenden Auf-
satze angekiindigten Anwendungen weiter entwickelt. Dort ist
auch der Name »conform« eingefithrt.

S.73—74. In den »Untersuchungen iiber Gegenstinde
der hoheren Geodiisie« nimmt Gauss fiir f(v) die Form an:

Slo) =av —72lgk.
S.76. In Betreff der Ableitung der Reihe fiir log m sei

Folgendes bemerkt. Die Formel 8. 75 Z. 2 ergiebt d?ﬁ)m )

Aus beiden folgt

die letzte Formel 8. 74 ferner g—?g.;

dlogm _ — (cos U — cos w)
deosU ™~ sin® U '

Durch weiteres Differentiiren erhilt man
dtlogm d®logm

(deosU)?’ (deosU)? b
Setzt man nach Ausfithrung der Differentiationen U =W, so
wird auch w==W, und es ergiebt sich:

d log m] 0 d? logm] &t
deos U = (decos U)? =1—
deos U cosU = cosW (d cos U) cosU=cosW 1 €
[d"‘logm __ —4etcos W
(deos U)° T T =e)r
cosU=cosW

Der von Gauss fiir die Abplattung angenommene Werth
7*
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—— ist nach neueren Bestimmungen etwas zn klein. Aus der

303 2 2

Abplatting 28— L ergiobt sich &t = L7 — 2
Pt = T 303 7€ =4 303

S8.77 Z. 16. 8tatt »einformige Function« wiirde man
jetat »eindeutige Function« sagen.

S. 80. Dass bei der Vergleichung der Darstellungen 3
und 4 die Hhnliche oder verkehrte Lage von dem positiven

oder negativen Zeichen der Grosse b—p% — % L/ abhingt,
ergiebt sich folgendermaassen: Bei Vergleichung der Darstel-
lungen 2 und 3 hingt die Lage von dem Vorzeichen des Aus-
drucks ab’' — ba' ab. Geht man zur Vergleichung von 3 und
4 iiber, so tritt einfach p, ¢ an Btelle von z, ¥. An Btelle
dz ¥ dy dy
37 3%’ 36 du’ d. h. nach S. 58 an Stelle von
C 3 op p dp ¥ ¥y
a, a', b, b', sind daher 32 3’ 3¢ 3w setzen.

S. 81. Beweis der von G'auss ohne Ableitung mitgetheilten
Formeln (Z. 5 v. w.).

1) Nach Nr. 5 (8. 59, 60) ist

=(a+b*+c?)dt*+2(aa’+bb +cc')dtdu+(a'*+ 't +c'*) du?
. 2
=n(dp‘+dq’)=n{( dz+°1’ du) +(§—§’dt+§gdu) }
Da diese Gleichung fiir beliebige dt, du stattfindet, so folgt
3P\, (3¢)
2 2 2 £ —_—
a* + 0t + ¢ -—n-(at)—i—(at ],

von

w7 = (22) + (3 1.

AtL du
. ' . [223p | 3934],
aa’'+bb' 4+ cc —n_-ﬁﬂ -b—tbu]

Daher ist
l(a’ + 8 4+ ) (e’ 4 0"t + ¢'?) — (aa'+ bb 4 cc')?

o= G+ GA TG + G T[S+ 3] |
|_n.[a_m_9_a_qa_p
3t du ot du
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2) Ferner folgt aus den Formeln 8. 80 Z. 3:
)3 _ . *(ad —ba')
Ve +g*+ At o Vibe' —cb)P +(ca’—ac' )P+ (ab'—ba')*
- + (ab' — ba’)
-—VMT—{— b +c)(a"* 406" +c't)—(aa'4-bb'+cc') .

Mit Benutz'ung von I ergiebt sich hieraus:
= ¢+g+a= ”[am"asz]’

d. h.
~rm=i—n‘s.

Halle a. 8., September 1894.

A. Wangerin.
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Nr. 24. @alileo Galilei, Unterredungen u. mathem. Demonstrationen iiber
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» 31. Lambert’s Photometrie. (Photometria sive de mensura et gradibus
* luminis, colorum et umbrae). (1760.) Deutsch herausg. v. E. An-
ding. Erstes Heft: Theil I und II. Mit 35 Fig. im Text.

» (1356 8.) M 2.— _
» 82, —— —— Zweites Heft: Theil IIT, IV und V. Mit 32
Figuren im Text. (112 §.) 4160 -
» 83, —— —— Drit )
kungen. Mit§
» 36. F. Neumann, 0 - 50 |

inducirter elektr,
10 Fig. im Text

» 37. 8. Carnot, Betr
die zur Entwick s
Ubers. u. herausg ([ @ 1 H9K

» 40. A. L. Lavoisier
Wirme. (Aus de
Mit 13 Figuren i

» 44. Das Ausdehnungy
Dalton,Dulong 1
Herausg. von W,

» 52. Aloisius Galvan
Muskelbewegun
Mit 21 Fig. auf .

» 53. C. F. Gauss, Di
Maass zuriickge .

‘Wissenschaften
Ilerausgegeben

» 54, J.H.Lambert,
und Himmelsch
Mit 21 Textfign

» D5. Lagrange u.

u. 1822.) Heral
(102 S.) 4 1.60.

» 56. Ch. Blagden, Die Gesetze der Uberkaltung und Gefrierpunkts-
erniedrigung. 2 Abhandlungen. (1788.) Herausgegeben von A. J.
v. Oettingen. (49 8.) # —.80.

» 57. Fahrenheit, Réaumur, Celsius, Abhandlungen iiber Thermometrie.
(1724, 1730—4733, 1742.) Herausgegeben von A. J. v. Oettingen.
Mit 17 Fig. im Text, (140 8.) 4 2.40.

» 59, Otto von Guericke's neue »Magdeburgische« Versuche iiber den
leeren Raum. (1672.) Aus dem Lateinischen iibersetzt und mit
Anmerkungen herausgegeben von Friedrich Dannemann. Mit
15 Textfiguren, (116 S.) 4 2.—,
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